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1 La logique linéaire
1.1 Les formules

1.2 Les preuves (calcul des séquents)

Groupe identité

FILA FA, A+
A AL (az.) : T A : (coupure) ou (cut)
Groupe additif
o7 (or)
FT, A B o) - T, A, oni=louz o
T, A& B avee FT, A, & A, pris
Groupe multiplicatif
FI
FT, A, B FI,A  FA,B
T AxB P LA Anp  (eew)
Groupe exponentiel
FI',7A,7A
ﬁ (contraction,) l—;igA (affaiblissement)
H A P F?A4;,...,7A,, A _
T4 (déréliction) 74, 7A, 1A (promotion)

TABLE 1 — Les régles de la logique linéaire

Une preuve de logique linéaire est un arbre dont les arétes sont des séquents et les nceuds sont des
instances des régles (table 1.2).

1.3 Elimination des coupures

Comme en logique classique (LK), il y a un théoréme d’élimination des coupures, qui établit que
si le séquent - I' est prouvable alors F I' est prouvable sans utiliser la régle de coupure.

Remarques : un résultat d’élimination des coupures permet de montrer la consistence du systéme
(le séquent vide n’est pas prouvable). L’élimination des coupures implique également la propriété de
la sous-formule : toute formule apparaissant dans la preuve est une sous-formule d’une formule du
séquent conclusion.

*Cette création est mise & disposition selon le Contrat Paternité-Pas d’Utilisation Commerciale-Partage des Condi-
tions Initiales & 'Identique 2.0 France disponible en ligne http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/2.0/fr/
ou par courrier postal & Creative Commons, 171 Second Street, Suite 300, San Francisco, California 94105, USA.



Pour éliminer les coupures on dispose d’un systéme de réécriture sur les preuves (donné plus loin).
Ce systéme de réécriture utilise des régles de réduction, et des régles de commutation qui permettent
de mettre les coupures en position d’étre réduites.

Dans le cas la logique linéaire on a un résultat plus fort (faux dans LK) : ’élimination des coupures
est fortement normalisante. Ceci signifie que quel que soit 'ordre dans lequel on élimine les coupures
(on parle de stratégie de réduction), on tombe en un nombre fini d’étapes sur une preuve sans coupure.

La logique linéaire admet une syntaxe graphique, les réseaux de preuve, qui est un quotient du
calcul des séquents par des équivalence telles que 1’équivalence par commutation de régles. Dans les
réseaux de preuve, la forme normale (le réseau de preuve sans coupure) obtenue par élimination des
coupures est unique. Ceci signifie qu’a peu de choses préts (essentiellement des commutations de
régles), Iélimination des coupures est déterministe en calcul des séquents.

1.3.1 Les étapes de réduction dans 1’élimination des coupures

On décrit maintenant les régles d’élimination des coupures sous la forme :

ol avant et aprés désignent des sous-preuves de la preuve a réduire (avant, respectivement apres,
létape de réécriture).

Identité.
LT B
ax - :
= T
T (cut) F, A
Additifs (plus-avec).
Uyt ) LT3 o .
. : ; D D o
FT, AL 'T,A FL,B Bl — ™
us 1) — 27 ’ ; FT, AL FL,A
(phus 1) T BT T, A& B g“”e"’) —— (cut)
T, A (cui) :
Multiplicatifs (par-tenseur).
D . M2 HE
FT,A, B FA, AL FY, B+ (tems.)
(o) T+ w5 FA, T, AL @ BL '
T,A,T (cut)
B
: M2 HUE
L m FAAL EGBT
T, A, B FT,A, B o
T, AT (cut)
Multiplicatifs (bot-un).
kT L
bot) Fr T F1 () T
— T (cut)




Exponentielles (affaiblissement-promotion).

)
- = g A ()
F?A4;,...,74,, A FA RN
——— (ajJ. <417,
(prom.) 74,14 FA7AL ECJZ;; —
? ? :
F?Aq1,...,7A,, A A TAA (aff.)
Exponentielles (déréliction-promotion).
T T2 . T
? ? |_A AJ- 5 :ﬂ-l 72
(prom.) A, AR, A ————— (der.) F?Ay,...,74,, A FA, A+
F?A,...,74,,!A FA,?7A+L (cut)
LARERAR L ’ (cut) F7A,..., 74, A
F?A4:,...,74,, A o
Exponentielles (contraction-promotion).
LT o im
Py A A TATARIA
(prom.) 4 74,14 FA 74T
P74, . A A (cut)
B
L ;o
(cuty AL A A FA, 74L 24L L
F?Aq,...,2A4,, A 7AL F?A,...,7A,, A
F7AL, . 1A A, 7 AL, A, (cut)
b b b b ) ) (Cont,)
A, TAL A ot

Remarque : cette régle de réduction duplique la preuve 71 et la coupure sans diminuer la taille de
la formule coupée. On comprend mieux pourquoi établir la forte normalisation de I’élimination des
coupures est difficile.

Exponentielles (promotion-promotion). Le statut de la régle suivante est plutdt d’étre une régle
de commutation, mais dans les réseaux elle sera en fait combinée avec les autres régles de réduction
exponentielles en une seule régle. Nous la présentons donc avec les régles de réduction.

;71'1 372
F?A1,...,7A,, A F?AL ?By,...,7Bs, B

(prom.) 0 ’ T
F7A45,. ... 7A, 1A F?AL ?B,.... 7B, !B

F?A;,....74A,,7B1,...,7Bs, B

(prom.)
(cut)

«
T
( ) l_?Al""7?An7A E’/TQ
Prom) oA, 7A, 1A F?AL ?B,.... 7By, B
F7A,,....74,.7B1,.... 7By, B (et
bl bl b ) b b (p,’ﬂom.>

F?A4,,...,7A,,7By1, ..., 185, 'B




1.3.2 Reégles de commutation

En calcul des séquent il y a de nombreuses régles que ’on peut faire commuter : il suffit en général
que deux régles portent sur des formules différentes pour qu’elles puissent commuter (sauf contraintes
particuliéres sur les contextes comme, en logique linéaire, avec la promotion ou le avec). Par exemple :

s LT s ST

FT,A,B,C  FL,A,B,D a T,4, B,C T, A4, B,D
FT,A4,B,C& D (avec) T.AnBC P TTampc P
T ASBC&D P F'T,AB B,C & D (avee)

Ces régles de commutation fonctionnent en fait dans les deux sens. Mais ici nous sommes essentiel-
lement intéressé a permettre aux coupures d’arriver en position d’étre réduites. Pour cela nous fixerons
I’orientation et nous ne décrirons que les commutations de la coupure avec d’autres régles. De plus
nous ne présentons que les commutation avec une régle au dessus de la prémisse droite d’une coupure,
mais la situation est bien entendu symétrique avec la prémisse gauche.

Commutation coupure-avec.

: 7.r/ : 71.I/
s FA, AL B FA, AL, C
- T, T (avec)
FT, A FAA-, B&C (cut)
FT,A,B&C cu
«@
E i : 71_/ . o S 7.(.//
FT, A FA, AL B (cut) FT', A FA, AL C (cut)
T, A, B o TAC e -
FT,A,B&C avee
Remarquer la duplication de la preuve .

Commutation coupure-plus.

i 5 717 a’

LT FA, AL B, (plus) @ FI', A FA, AL B, (cut)
‘T A FAA-B @B, © t TAB lusc)“
|_F7A7BI@B2 (Cu ) FFaAaBl @BQ &
Commutation coupure-tenseur.
D! Do T !
i FA, AL B T,C - @ FI, A FA, A+, B (cut) s
FT, A FA, T, AL, B®C (cut) ; FT, A, B Y, C (tems.)
FT,A, Y, B®C c FT,A,Y,B®C '

Commutation coupure-par.

. L 7!

D FA,AL B, C o T, A FA, AL B, C
—a = T (par) (cut)
FT, A FA, AL B®C (cut) F[LA, B, C (par)
FT,A,BR C cu FT,A, AL B, C




Commutation coupure-bot.

sl T t !
- FA, AL a |FT, A rA AL
T A Taal L (Y T.A (25
T Al lew) T AL (bot)

Commutation coupure-promotion. La seule commutation coupure-promotion possible est celle
décrite a la fin des régles de réduction, il est nécessaire que les deux prémisses de la coupure soient
des promotions.

Commutation coupure-affaiblissement.

Ll o -
—o i e
i FA, A+ (aff) @ FT, A FA, At .
FT,LA KA AL?B T, A et
FT,A, 7B (i) FT, A, ?B (aff)
Commutation coupure-déréliction.
B L L L
i FA, AL B (der.) @ FT, A FA, A+, B ,
FT,A  FA, AL 7B ' FT,A, B (et
T AB (cut) 7FF,A,?B (der.)
Commutation coupure-contraction.
’ LT !
s FA,AL,?B, B ; @ FT, A FA, A+, ?B,?B
T, 4 A alzp | o) FT,A,7B, 7B (cut)
T.A7B (cut) ~—Farp (ot

Lorsqu’on a compris comment fonctionne ces régles, on les retrouve trés facilement.

Nous verrons plus tard qu'’il est nécessaire de faire remonter les contractions et descendre les
affaiblissement par des régles de commutation de maniére a éliminer ces séquences introduction (affai-
blissement) /élimination (contraction). Ceci correspond a une réduction appelée réduction de Rétoré,
qui n’a pas de contenu calculatoire. Il s’agit juste d’un simplification des preuves. Nous ne la verrons
pas sur le calcul des séquents car il est plus simple de gérer cela dans les réseaux. Sa régle principale
en calcul des séquents est la suivante :

5 9F
FT,7A Rétoré i
a4 () FT,7A
T7A7a (ot

1.3.3 n-expansion

L’n-expansion est une réécriture sur les preuves qui en développe les axiomes sans en changer le
contenu calculatoire.

Une étape de n-expansion remplace un axiome sur une formule A par une preuve (sans coupure)
construite sur le connecteur principal de la formule A :

SiA=B&C (ou A=BtaCl):

S 5 ) ote
rBloct B&C rBLact.B © rBLactc ¥
T T (avec)
FBL o CL,B&C




SiA=BR®C (ou A=B+*®Ch):

5L3 ‘) Toro
FBLCL,B,C
-BLCL. B3 C

(az.) 1

FBLt®Ct,B®C

(par)

Si A=?B (ou A=!B') :

(az.)
(der.)

(prom.)

B, B+
7B, B+
F?7B, 1B+

(az.) n

F?B, !B+

L’n-expansion compléte d’un axiome sur A est unique et s’obtient en un nombre fini d’étapes (le
nombre de connecteurs dans A) par induction sur A.

Une preuve obtenue par 7-expansion (non nécessairement compléte) d’un axiome est appelée une 7-
expansion de l'identité. Du point de vue calculatoire, les n-expansions de I’identité laissent les preuves
invariantes (& commutations de régles prés dans le calcul des séquents).

Exemple de n-expansion. Si 7 est la preuve axiome :

ax.
FP2X@T,IXt%0 (az:)

Alors la preuve :

FX, X+ )
: (der.)
72X, XL rom)
o, x 7,0 sz) |
F?2X @ T,1X4,0 e
(par)

FXeT,IXt%0

est une n-expansion compléte de 7.

1.3.4 isomorphismes de type

On dit que deux formules A et B sont en isomorphes lorsqu’il existe deux preuves __: "1 et
FA+. B

_ 12 telles que composer ces deux preuves m; et me par coupure, des deux maniéres possibles,

FBL A

s s
12 ot 21

donne, par élimination des coupures, deux preuves __: :
FAL A FBL, B

qui sont (& réécriture de

Rétoré prés) des n-expansions de l'identité.
Exemples d’isomorphismes de type :

Al=A
A=A

1.3.5 Exemples d’élimination des coupures
A titre d’exemple voici deux exercices.

Exercice 1.
Montrer que AQ (B®C) = (A® B) ® (A® C) est bien un isomorphisme de type.

Il nous faut deux preuves.
Une preuve 7, de - A+ X (BL & C1),(A® B)® (A C) :

(az.) AT A "BLB (az.)  (az.)

azx.
FAL A FCE, C (aa:)

tens. tens.
(plu(s) ) FA*. B A® B FAL CH AR C ( (;lus
FAY, B (A®B)® (A®C) I—AL,CL,(A®B)€B(A®C)( )

avec

FAY,B* & C+ (A®B)® (AR C)
FAT B (B & CH,(A®B) @ (A®0)

(par)



Une preuve 73 de - (AL % BL) & (AT B CH), A (Ba O).

(az.)

FBL, B FCt,C
(az.) (plus) (az.) (plus)
FAL A FBLY,BgC (tens) FAL A FCt,BaC (tems.)
ens. ens.
FA- BY AR (B 0) (par) FA- CH A®(BaC) (par)
ar ar
FA* % B A® (B®O) P FA*®CH A2 (B C) (p )
avec

AT BH & (AL B CH),A® (Be O)
Coupure de 7 et 2 sur (A® B) @ (A® C) = ((A+ ® BL) & (A % C1))L (on ne réprésente pas
tout faute de place) :

1 2

Ty i1
F...,A® B F...,A®C
(plus) (plus) .
F...,(A®B)&... Fo.oo,..eA®(0) ‘T
(avec)

FAL BT & CH (A®@B)® (A®C) FHA* B & (AT B CH), A2 (BoO)
FA- % (B & CH),A® (B® C)

(cut)

Une étape de commutation, coupure-par :

L i
F..,A®B F..,A®C
(plus) (plus)
F..,(A®B)&... Foo,...0(A®C0C) o
avec) :
FALY B & CH (A® B)@ (AR C) F...

FAY, B* & CH A® (BaC)
FA*® (B & CH), A (Ba C)

(par)

Une étape de commutation, coupure-avec (sur le avec de gauche provenant de 1) génére deux
copies de la preuve my :

L it
..., A® B - o F...,ARC Lo
(plus) ; (plus) =
F...,(A®B)®... F... F..,..®ARC)

cut cut
FA* B A® (B O) (cut) FA CH A® (B®C) (cut)

FAT B* & CH A® (B O) (par)
par
FA* % (BT & CH),A® (B® C)

(avec)

Les deux sous-preuves prémisses du dernier avec se réduisent de la méme fagon, nous en traitons
une seule ici celle de gauche :

L7
F...,A®B | T
F...,(A®B)@®... F...

FAY BY A® (B C)

(plus)

(cut)
Qui est en fait :

— (ax. _—
FBY, B (az) FC+, C

(az.)

(plus) (az.)

FAL A FBY,BaC FAL A FC+,BoC

. . tens.
(t(m; FAL.A 1BLB (az) ALY BY, A® (B O) (( )) AL, CH A® (Ba C)
ens. par
(plus) FAL, B, A®B FA*®BLY A (BoO) FAT®RCH AR (B C)
plus
FAL B+ (A®B)® (A®C) FA* B BH) & (AT CH),A® (B C)

cut
FAY*, B A® (B®O) (cut)

En une étape plus-avec elle devient :



z.)
(plus)
(tens.)

— ( Q&
FBL,B (
FAL A FBY,BaC
(az.) T
FAL A FBL, B FA- B A (B C) (
FA+ Bt A® B FA* 3B A® (B®O) (
FAY B* A® (B C)

(az.)

(az.)

(tens.)

Puis en une étape tenseur-par et deux étapes identité (coupures contre axiomes) :

(az.)
(plus)
(tens.)

FBL, B
FAL A FBL,BaC
FAY,B* A® (B®C)

(az.)

De méme 'autre sous-preuve prémisse du dernier avec devient, en suivant les mémes étapes :

(az.)
(plus)
(tens.)

FCt, C
FAL A FCt,Ba C
FAL,CH A® (BoC)

(az.)

On obtient ainsi :

(az.) (az.)

B+, B FCt,C
(az.) (plus) (az.) (plus)
FAL A FBY, BaC FAL A FCH,BaC
(tens.) (tens.)
FA+ BY AR (BoO) FA CH A® (B®C) (avec)
avec

FAY,B* & CH A® (B@C)
FA* % (B & CH),A® (B® C)

(par)

Qui est bien une n-expansion de l'identité.
Il faut maintenant vérifier que la coupure entre 7 et m sur A® (B® C) = At % (B+ & C) est
bien une n-expansion de 'identité :

FB*, B
(az.) :

FCHC

lus ax.
FAL A FB-,BaC (plus) - (az)

FAL A FCt,BoC

(
(ten

’B

tens.
FAL B+ A® (BaC) ((en;) FAL CH AR (B®O) (pa
ar
L FA* B BY A® (B®O) P FAL?XCLA@)(B@C)(
FA-® (B* & CH),(A@B) @ (A®C) FAt 3 BH & (AT CH),A® (BoO)

HA®B)®(A®C), (A- 5 BL) & (AL 3 ) (cut)

Cette fois ci, une commutation coupure-avec va générer deux copies de 7y :

5t rote )

(az.) AL, A FBY, B C EZZ?) (az.) AL A FCY, Ba C Ep luz))

S FAY, BY A (B®C) ' S FALY,CH A® (Ba C)
F FA* ¥ B A® (B®O) (par) = FAT®RCH AR (BeC) (par)
FHA®B)® (A®C), At 3 B+ (cut) FA®B)® (AR C),A* B C* (awf) ut)

FA®B) @ (A® ), (At 3 BYH) & (AT B CH)

Les deux sous-preuves au dessus du dernier avec sont symétriques, on en traite une seule celle de
gauche :

(az.) (az.) (az.) (az.)

(tems.) FAL A FBY,B FAL, A FCt,C (tens.) (az)

ens. ens. —_— (ax.
(plus) FA+,B*,A®B FAL, ct A C (plus)  (az) FB+, B (plus)
plus plus azr. plus
FAL, BL (AR B)®(A®C) FA*,CL,(A@@B)@(A@@( : FAL A FBL, B@ C (tens.)
avec ens.

FAL BT & CH,(A®@B)® (AQC) (par) FAL BY A (B® C) (par)

par par

FAL B (BY & CH),(A®B)® (AR C) FAL B B A® (B®C)

FA®B)& (AR C), At % B+ (cut)

Il y a une étape de commutation coupure-par :

plus)

)

avec)



(az.) (ax.) (ax.) (ax.)
AL A FBY, B AL A FCt, C
(tens.)

(tens.)

AL B A®B FAL CH AR C
(plus) (plus) —— (az.)
FAL,BY,(AQ@B)® (A®C) FAL,CH,(A®B)® (AQC) B+, B
(avec) (ax.) (plus)
FA, B* & C (A®B)® (A®C) (par) FAL A FBY,BaC (tens.)
ar ens.
FAL B (B & C1),(A®B)&® (A® C) P FAL, B+, A® (B&C) (cut)
cu
HA®B)®(A®0), AT, Bt
— (par)
FA®B)® (A®C),A* 3 B
Puis une étape de réduction par-tenseur :
(az.) FAL, A B+, B (o) az) FAL A oL, C (o)
(tems.) (tens.)
(plus) FAL,BL AR B FAL,CH AgC (plus)
us U,
P FAL,BL (A®B)® (A®C) FAL, CH (A®@B)®(A®C) b
(avec) (az.) ——— ——— (az.)
FAL BT & CH,(A®B)® (A®C) FAL A (cut) B+, B (plus)
CU us
FAL, BT & C', (A®B)® (A®C) FBY,B® C (p N
CUu
HA®B)®(A®C), A, B+
(par)
FA®B)®(A®C), At 3 B
Une étape coupure identité :
ax. axr. azr. axr.
(az:) FAL A FBL,B (az)  (az) FAL A FCt, C (az:)
(tens.) (tens.)
FAL Bt A® B FAL ct AeC
(plus) T T plus (az.)
FAY BX (A®B)® (A®C) FAL,CH (A®B)® (A® O) +BL, B
(avec) ——————— (plus)
FAY, B+ & CH (A®B)® (A®C) FB~,BeC (cut)
CU
FA®B) @ (A®C), A+, B+ (par)
par
FA®B)® (A® C), A" 3 B+
Une étape coupure avec-plus :
azx. ax.
(az:) FAL A +Bt. B (az:)
(tens.)
FA+ Bt A® B
(plus) — n (az.)
FAL, BY (A®@ B)® (A® C) +FBL. B )
Cu
FHA® B)® (A C), A+, B+ (par)
par
FHA®B)® (A®C),A" 3 B+
Et enfin une coupure identité :
azx. ax.
(o) FAL A FBL B (o)
(tens.)
FA- B+ A®B
(plus)
FAY,BY, (A®B)® (A®C) (par)
par
FA®B)® (A®C), At B+
Ce qui donne pour la preuve globale :
azx. ax. azr. ax.
(az:) FAL A FB-, B (az.)  (az) FAL A FC+, C (az.)
(tems.) (tens.)
FA+ Bt A® B FALt ct AeC
(plus) T (plus)
FAY B (A®B)® (A®C) FAL CH(A®B)® (AR C)
(par) g —— . (par)
HA®B)® (A®C),A~ 3B HA®B)® (A®C0),A~BC (avee)
avec

FA® B)® (A C), (At % BY) & (AT CH)

Qui est bien une n-expansion de l'indentité.

Remarque : en relisant les preuves précédentes nous pouvons remarquer que nous avons également
démontré que A% (B& C) = (AR B) & (A% B). Plus généralement un isomorphisme de type passe
toujours a lorthogonal.

Exercice 2.
Montrer que (A & B) 2 1A ® !B est bien un isomorphisme de type.

Preuve my de (A& B)F1A® !B :



ar.) —————— — (ax.
( ms ) AL A -BL, B (()m@
(j)) FAL o BL A FAL @ BL B ?d :
er. er.
( : F7(At @ BL), A F?7(At @ B), B ( )
rom. rom
P F2(AX @ BL),1A (At e BL),IB ; |
ens.
F?(At @ B1),?(A+ @ B),'A® !B (cont.)
cont.
F?2(At @ BY),!1A® !B
Preuve m3 de l1A® !B F (A& B) :
o) At 555\
( U OR74L A +?BL, B
W) it gt A rratoprp A
T (avec)
F?4L 7BL A& B ( )
F7AL 7BL (A& B) fmf'
ar
F7 AL 3 BL (A& B)
Coupure de 7 et 73 sur !A® !B = (?7AL 3 ?B+)+ .
ar.) ————— — (az. S - (ax
Z (az:) FAL A FBt+, B ( )l (az) FAL A FBt, B (az.)
) T atents U Uy gt )
(der.) F?(A+ @ BY), A F?(At @ BY), B (der) (Qﬁ)kﬁAl7Bil4 rﬂAi?Bizz(Qﬁ)
(prom.) (prom.) — — ' (avec)
F?(A+ @ B1), 14 F?(A+ @ BY), !B F?AL 7B+ A& B
A e B 1ALeB A | ) AL Bk ) P
. . (cont.) . : (par)
F?(AL @ BL),1A® !B 74+ % 7B 1(A & B) (cut)
cu
F?(AL @ BY), (A& B)
Aprés commutation avec la contraction de mq :
) T a ol
(ae) a0 Tpip ) (der) AT 4 gt ()
s T BT A Aloplp M) @) i apra rraleplp (W
er) S ATeB .4 F@alepl)p ) alplacn
(prom.) (prom.) | : (prom.)
F?(At @ BY), 1A F?(A+ @ B*),!B F?AL 7B 1(A & B)
n N T - (tens.) (par)
F?(AL @ BL),2(At @ BL),1A® B ~2AL 3BT WAKB)
F2(A @ BL), (A @ BL), (A& B) (cut)
oAl o (cont.)
F?(AL @ BY),1(A& B)
On élimine la coupure tenseur-par :
(az.) ——— ———— (az)
Bl g (az.) (der.) 7:;1@-7?4 7:?l;l’l; (der.)
(az.) ———— — T 1 (plus) (aff.) " T (aff.)
FAL A FAL o BL B F?AL 7B, A F2AL7BL.B
) T BT 4 Z(Ate Bl ) F7AL,7BL, A& B (avee)
(der.) AL L’ AL - " (prom.) ?' N ; - ; (prom.)
(mmm}<m ®BL),A  FNAteBY),'B F?74L, 7B (A& B) (cut)
F?(AL @ BL), 14 F?74L,7(At @ BL), (A& B)

F2(AL @ BL), 2(AL @ BL), (A& B) (cut)

F2(At ® BL) (A& B)

(cont.)

Coupure promotion-promotion (on omet de représenter certaines parties inchangées de la preuve) :
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— (ax. ar.) ———— — (aX.
+BL. B (az:) (az) FAL A +FBL. B (az:)
—————— (plus) (der.) ————— ——— (der)
FAt® B+, B (der.) (aff) F?AL A F?B+, B (aff)
er. . .
F2(AL e BL), B WAt ot A rratBEB
(prom.) : : . "— (avec)
F?2(At @ BY), !B F?AL 7B A& B .
F7AL 2(AT & BL), A& B (cut)
(prom.)
F?AL ?2(At @ BY), /(A& B)
(cut)
F?2(At @ BY),2(At @ B), (A& B)
n T (cont.)
F2(At @ BY), (A& B)
Commutation coupure et régle avec :
w%)l | ) Hsms“i’l |
_— Uus — (ax. e — Uus — (aZ
A+ @ BY,B P FAL A FA*@® B+, B P FBL,B
(der.) ———— (der.) (der.) _
F?(At @ BY),B ( ) F?7AL, A (aff) F?(At @ BY),B ( ) F?B+, B
Tom. — (a]]. rom. —_— | q
F?(At @ BY),!B P F?AL 7B A (cut) F?2(A+ @ B*),!B b F?AL 7B B
cu
F?AL 2(At @ BY), A F?A+,2(A* @ BY),B
F?ALY ?2(A+ @ B*),A& B (avec)
(prom.)
F?AL,7(At @ BY), (A& B)
(cut)
F?(A+ @ B*),?2(AT @ B*),/(A& B)
(cont.)
F?(A* @ BY),/(A & B)
Deux étapes, coupure promotion-affaiblissement et commutation cut-affaiblissement :
— (ax.
FB- B ( () lus)
_— us
FA+ @ B+, B p(d )
er.
F?(At @ BY),B ( ) B+, B
) — rom.
(az) FAL A (Ao BB F?BY B
(az.) —— (der.) ——— T T
(plus) FAL A (aff) F?74+, A F?(A-® B™),B (aff)
us) —m—mmm ajf. ajf.
(dp | rATentA F7AL 2(AT @ B, A AL AT e B B
er. avec
( ) F?(At @ B1), A F?A+,?2(A* @ BY), A& B ( )
rom. rom.
g F?(At @ BY), 14 F?4+,7(A+ @ BY), (A& B) (p 9
cu
F?(At @ B),?2(At @ B),! (A& B) (cont.)
cont.
F?(A*+ @ B),!|(A& B)
Deux étapes, coupure promotion-déreliction et promotion-promotion :
o) ““1) .
_— us
FA+ @ B+, B P
(az,) (az) _ T n (der.) n (ax)
At A FAL A F?(A- @ B~),B B, B
(plus) (der.) ———— T T cut
FAL @ B+, A F?AL A F?2(A* @ BY),B
(der.) (aff.) (aff.)
( : F?(A* @ BY), A F7A+ 2(At @ B), A F?A4+,?2(A* @ BY),B (avec)
rTom. avec
P F?(At @ B*Y),14 F?A+ 2(A* @ B+),A& B (cut)
cu
F?2(At @ BY),2(At ¢ BY),A& B
(prom.)
F?2(At @ BY),?2(At @ B*),!(A & B)
(cont.)

F?(A+ @ B*),|(A& B)

Deux étapes coupure identité (axiome), et commutation cut-avec :
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_— ar.) ———— _—
FAL A ( )}—AL,A FBL B

FA-® B A FAL A (az:) (plus) FAt @ B A FA-® B-, B
F7(AL @ B, A Al 4 () (der ) AT B1).A F7(AX @ B, B
AleB A Al aalepha (P o) e B A Al 2Al e BB

F?(A+ @ BY),?(At @ BH), A F?(A+ @ BY),?(At @ BY),B
F?(At @ B*),?2(A* @ BY),A& B
F?(A+ @ B*),?7(At @ BY), /(A& B)
F?(A+ @ Bt), /(A& B)

(az.)

(plus)
(der.)
(aff)
(cut)

(avec)

(prom.)

(cont.)

Deux étapes, commutation promotion-affaiblissement et coupure promotion-affaiblissement :

(az.)

(plus)
(der.)
(prom.)

(cut)

FAL A
A ob A (az) (az)
ax. _— .
F?(A+ @ B*), A FAL A +FBY B “

der. — (pl
F?(At @ B*), !4 F?AL A (der.) FA+ @ B+, B (ZE:S))
er.

F?(At @ BY), A F?(At @ B*Y), B
SAte B rAte A P SaTe s . (At e BB
F?2(A* @ BY),?(At @ BY),A& B
F?2(A*+ @ B*),?2(At @ B*),!(A& B)
F?(A+ @ B*),!/(A& B)

(aff.)

(avec)

(prom.)
(cont.)

Une étape, coupure promotion-déréliction :

(az.)
(plus)
(der.)
(cut)

FAL A

FA* @ BL A +Bt. B
(az.)

(az.)

— (pl
F?7(At @ BY), A FAL A FA* @ B+, B (p(;s))
er.
F?(AT @ B*Y), A (aff) F?(At @ BY),B
ajf.
F?(A* @ BY),?2(A* @ B), A F?(A+ @ B*Y),?(A+ @ B),B
F2(At @ B),2(A* @ BY),A& B
(prom.)
H(AL@BL),?(AL@BL),!(A&B)( 0
cont.
F?(A+ @ B*),!|(A& B)

(aff.)

(avec)

une étape, coupure identité (axiome) :

(az.)

(plus)

(der.)

(aff.) =

_— — (ax.
FAL A FBL, B (az:)

—_— —_— lus
FAt @ B+, A FA+ @ B+, B (plus)
(der.)
F?(A* @ BY), A F?(A* @ BY),B
(At @ Bh),2(At @ BY), A F?(A* @ BY),?(A+ @ B*),B
F?2(At @ B),2(A* @ BY),A& B
(prom.)
F?(At @ BY),?2(A+ @ B*),!(A& B)
(cont.)
F?(A+ @ B*),(A& B)

(aff.)

(avec)

On tombe sur une preuve qui n’est pas exactement la n-expansion d’une identité. Pour retomber sur
nos pates il faut utiliser I’équivalence de Rétoré qui établit que supprimer une séquence affaiblissement-
contraction (introduction d’un second ?A et contraction avec un ?A déja présent) ne change pas le
comportement calculatoire de la preuve. Ici on peut faire un peu de réduction de Rétoré en faisant au
préalable une commutation affaiblissement-avec, puis une commutation affaiblissement-promotion.

Coupure de 7 et mp sur (A& B) = (?7(At @ BL))* -

(az.)
(plus)
(der.)

(prom.)

(G,SC,) (a,x)
(plus) (der.)

(az.)

FA+- A FBL, B FAL A FBL, B
(der.)

FAL @ B+ A FAt @ B B F?7A+, A F?BL. B
L I L T (der.) (aff.) (aff.)
F?2(A+ @ B1), A F?(A+ & BY), B F?AL, 7B+ A F?AL, 7B+ B
1 1 I T (prom.) (avec)
F?(A+ @ B1), 14 (At e B), !B F?AL 7B+ A& B
(tens.)
F?2(A+ @ BY),?(At @ BY),!A® B (cont.) F?AL, 7B+ /(A & B)
cont.
F?2(At @ BY),1A® B F?AL % 7B+ (A& B)

(prom.)

(par)

HA®!B, 74t 3 7B+
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Commutation avec par :

ax.) ————— — (az.
( lus() )'_i LB( () lus)

P FA+ & B A +AL @ BY B P (az:) FAL A +BL. B (az)
(der) — =22 LI (der) (dery —AA FBEB ey
F?(A+ @ B), A F?(A+ @ B+),B F?AL A F?BL, B
(prom.) < T - n (prom.)  (aff) (aff.)
F?(A+- @& B~),!1A F?(A~® B-),!B F?AL 7B A F?AL,?B+ B

n N n T (tens.) (avec)
F?(A-® B+),?7(A-@® B+),!A® !B F?AL ?BL A& B
(cont.) (prom.)
F?(At @ BY),!A® !B F?A+, ?7BL)1(A & B) ;
HA® B, 7AL 7BL (cut)
Toopl (Por)
HA®!B,7A-%7B
Coupure contraction-promotion (duplique le reste de 72, on ne représente pas tout) :
( lus()az.) Fat A +BL,B (az&) us)
(d;) FAL @ BL A FAL @ BL. B p(d;r)
( : F2(At @ BL), A F?2(At @ BY), B ( ’ ) Cwh
P (At e BY) 1A F?(A* @ BY),!B (fmm)' F?AL 7B A& B ( ) L7
F?2(At @ BY),?7(At @ BY),!A® B o F?AL, 7B (A& B) prom: F?AL, ?B+ A& B
I 1 n n (cut) T - (prom.)
F?2(At @ BY),1A®!B,7AY 7B F7AL ?BY 1(A & B)
€ €L € €L (Cut)
FA®!B,7A 7B+ 744 7B
T T T (cont.)
FA®!B,7A, 7B+, 7B
FlA® !B, 74+, 7B (cont.)
(par)

HAQ!B,?A+ 7B+
Traitons la sous-preuve au dessus de la coupure la plus haute. Il faut commencer par une commuta-
tion de la coupure avec le tenseur (nota bene : on considére que la coupure a porté sur le ?(A+® BL) le
plus & gauche). Voici ce que devient cette sous-preuve aprés étape de commutation tenseur-coupure :

(az.)

(plus) FAL A (az.)
pwus) ——————— . —— (az.
(der) FAt o B A Ly +BY, B (plus)
er. — (plus
F?(A* @ B), A F?AL ?BL A& B FA* @ B+, B
(prom (prom.) (der.)
F?(A+ @ B), 1A F?A+ 7B+ (A& B) F?2(At @ B*Y),B
cut) (prom.)
HIA,?AL 7B F?2(At @ BY),!B (tens.)
ens.
F?(A* @ B*),!A®!B,?7A*+, 7B+
Une étape de commutation promotion (on a développé 7}) :
ar.) ——————— — (ax.
(az:) FAL A FBL, B (az:)
(der.) ——2— ——— (der.)
F?AL A F?Bt, B
(az.) ——F/—— (aff) oo o7 (aff.)
FAL A F?4+ 7B+ A F?4+ 7B+ B
(plus) ————— T (avec) —— (az)
FAY @ B+, A F?4+ 7B+ A& B FBL, B
(der.) (prom.) ——— (plus)
F?(A* @ B*), A F?A% ?B* /(A& B) 9 FAt ¢ B+, B (der)
Ccu er.
FA,?7AY 7B+ ( ) F?(A+ @ B),B ( )
_— rom. rom.
HIA,?AL 7B+ b F?2(At @ B*),!B P
T T T (tens.)
F?(A-@® B~),!AQ!B,7A~,7B
Une étape de réduction déreliction-promotion :
ar.) ————— — (aZ.
(az:) FAL A +BL. B (az:)
(der.) ——— ——— (der.)
F?AL A F?Bt, B
(az.) —F/—— (aff) T oo T (aff) —— (az)
(plus) FAL A 74+ 7B+ A F?AL 7B+ B (avec) +BL, B (plus)
us) —m— avec e ——
b FA- @ B+, A F?2A4+ 7BY, A& B (cut) FA+ @ B+, B (der)
Ccu er.
( ) FA,7AL, 7Bt F?7(At @ B*), B ( )
pro Y prom.
HIA,?AL 7B F?(A* @ BY),!B
(tens.)

F?(At @ BY),!A®!B,7A+, 7B+
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Et deux étapes de réduction, avec-plus puis identité :

(azx.) (az.)

FAL A FB1. B
(der.) 7Jj ﬁ (pl’LLS)
(aff) F7AL A FA* @ BY. B (der)
(pmm') F?AL 7B+, A F?(A* @ BY),B (prom)
HIA, 7AL 7Bt F?(A+ @ BY),!B :
F?(At @ BY),1A® |B,?7A+, 7B (tens.)
En revenant a la preuve globale, il reste une coupure a éliminer :
) T st
M) D04 Tatests
(aff) TR n n (der.) o,
(prom.) F?7AL, 7Bt A F?2(A* @ BY), B (prom) ol
7 RIA 2AL 7Bt F?2(A+ @ BY),!B . )' F?AL ?BY A& B (
F?(At @ BY),1A® B, 74+ 7Bt (fens. F?A+ ?BY (A& B) prom.)
i € € €1 (Cut)
HA®!B,7A", 7B+, 7A,?B (cont)
cont.
HA®!B,?A*, 7B+, 7B+ .
HA®!B,?AY 7B+ ((Co)n )
ar
HA®!B,?At 3 7B+ P
On effectue une étape de commutation avec le tenseur (et on développe 75) :
ar.) ——————— — (ax.
(az) FAL A FBL, B (o)
—— (az) (der) ————— ——— (der)
+B*, B F2AL, A +?BL. B
(az.) - — 0 (plus) (aff.) oo T o1 (aff)
FAL A FA* @ B+, B F?AL 7Bt A F?AL 2B B
W) Soata  Tiatenhs o catoptacs
(off) T 7t ale Bl P Al el Ag B PO
(prom.) F?7AL 7Bt A 2(At @ BY),! 7A+ 7B \( ) (ou)
FIA,?AL 7B+ B, 74+ 7Bt
HA® B, 7A" 7B+ 74+ 7B+ (fens.)
t.
HA®!IB,?A*,?2B+, 7B+ (cont.)
HA®!B,?2A4%, 7B+ (cont.)
HA®!B 7At 3 7B+ (par)
Une étape de commutation avec une promotion :
ar.) ——— — (ax.
(d( )) FAL A FBL, B ((d))
o F?A+, A 2Bt B r
—— (az) (aff.) T ——— (aff)
+B*,B F?7AL 7Bt A F?AL 7B+, B
(az.) ——— ———— (plus) TR (avec)
p FAL A FA*® B, B (der) F?A+ 7B+ A& B ( )
(/(f)er') F?ALT A F?(At @ BY), B - F?AL 7B+ (A & B) prz;n'
( ) ') F?A+ 7B+, A FB,?7AL 7Bt ( ) .
om.) ——— _— rom.
b FIA,?AL 7B+ FB,?7A+ 7B+ b
HA®IB,?A+, 7B, 24+ 7B+ (tens.)
HA®!IB,?24+ 7Bt 7B+ (cont.)
t.
FHA®!B,?A 7B+ (cont.)
(par)

HA®!B,?At ®7B+

Une étape de réduction dérélection-promotion :
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(az.) (az.)

(der.) 7|_AL’A 7'_BL’B (der.)
F74+ A F?BL B
(az.) ——F/—— —— (az) (aff.) — ———— (aff))
(der) AL, A +B*, B (plus) F?AL 7Bt A F?AL, 7Bt B (avee)
F?AL A FA* o BYB F?A4+ ?7BL A& B
(aff) F?AL 7Bt A FB,?A+, 7Bt (cut)
(prom.) FIA, ?AL, 7B HB,?7AL, 7B+ (prom.)
HA®!B,?AY, 7B+, 74+ 7B+ (tens.)
HA®B,?A+,7B*, 7B+ (cont.)
HA®!IB, 74+, 7BL (cont.)
HA®!B,?At 3 7B+ (par)
Puis une étape de réduction plus-avec :
m (az.)
(az.) ——/—— ———— (der)
(der.) F4°, 4 (az.) __mB.B aff.
F?AL A FBL B F?AL 7Bt B
(aff.) AL 2Bl A "B.7AL 7BL (cut)
(prom.) HIA, ?A, 7B+ FIB,?7A+ 7B+ (prom.)
HA®!B,?A4%, 7B+, 741, 7B+ (tens.)
HA®!B,?AY, 7B+ 7B+ (cont.)
HA®!B,?AL 7B+ (cont.)
HA®!B,?2A+ % 7B+ (par)
Et enfin une réduction identité :
() Ty Tl )
(der.) —— ———— (der.)
(aff) 74+, A F?B+, B (aff)
F?AL ?7BL A F?AL 7B+ B
(prom.) HA,7AL 7Bt HIB,7A-, 7B+ (prom.)
HA®IB,7A-,7BY, 7A% 7BL (ciiet";')
HA®!B,?AL 7Bt 7B+
’ ’ ’ (cont.)

HA®!B,?AL, 7B+

HA®!B,?A+ % 7B+ (par)

Comme pour la preuve précédente, il faut effectuer un peu de réduction de Rétoré , faire descendre
les affaiblissements par commutation et les annuler avec les contractions.

Ces exemples montrent que I’élimination des coupures (plus réduction de Rétoré) n’est pas chose
aisée en calcul des séquents.

Heureusement la logique linéaire posséde une syntaxe graphique, les réseaux de preuve, qui nous
évitera toutes les étapes de commutation. Dans cette syntaxe, nous nous concentrerons sur le fragment
multiplicatif sans constantes, puis multiplicatif-exponentiel sans constantes. 1l existe différents moyens
plus ou moins élégants de gérer les additifs et les constantes dans cette syntaxe, mais c’est au prix de
nombreuses complications que nous éviterons ici.
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