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Étudier les propriétés mathématiques du Calcul

➤ XXe : mathématisation du Calcul, étude du
calculable, développement de l’informatique.

➤ Déterminisme, séquentialité et terminaison.
➤ La réduction : dynamique du Calcul

(3 + 2)× 2 = 5× 2 = 10.

➤ La logique représente le Calcul.
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Hypercohérences et Jeux – p.2/17



Étudier les propriétés mathématiques du Calcul
➤ XXe : mathématisation du Calcul, étude du

calculable, développement de l’informatique.
➤ Déterminisme, séquentialité et terminaison.
➤ La réduction : dynamique du Calcul

(3 + 2)× 2 = 5× 2 = 10.

➤ La logique représente le Calcul.

M
A

[A] [A]

M
B

A ⇒ B(m.p.)
B

se réduit en

M
A

M
A

M
B

➤ Le point de vue extensionnel.
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Étudier les propriétés mathématiques du Calcul

Voilà pour ce qui est de représenter le Calcul. . .
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Voilà pour ce qui est de représenter le Calcul. . .
Mais comment en étudie-t-on les propriétés ?
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Étudier les propriétés mathématiques du Calcul

Voilà pour ce qui est de représenter le Calcul. . .
Mais comment en étudie-t-on les propriétés ?

Réponse : En utilisant la Sémantique !
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Étudier les propriétés mathématiques du Calcul

La sémantique dénotationnelle.

➤ Les expressions (3 + 2)× 2 et 10 dénotent le même
entier.

➤ Interpréter le Calcul par des objets invariants par
réduction.

➤ Prendre du recul par rapport à la syntaxe (quitte à lui
être infidèle).
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Les espaces cohérents
➤ Un espace cohérent E est un graphe.

➤ Une formule est interprétée par un espace cohérent.

➤ Une preuve est interprétée par une clique.
➤ Décomposition linéaire de l’implication :

E ⇒ F = !E F.
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➤ Une formule est interprétée par un espace cohérent.
➤ Une preuve est interprétée par une clique.
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La logique linéaire

additifs

_ ⊕ _

plus

_ & _

avec

multiplicatifs

_ ⊗ _

tenseur

_ _

par

exponentielles

!_

bien sûr

?_

pourquoi pas

négation

linéaire

_⊥

orthogonal

➤ l’implication linéaire : A B = A⊥ B.
➤ Si le chef est uniforme,

!(glace ⊕ tarte)
(presque)

= !(glace)⊕ !(tarte).

➤ Version polarisée.
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Hypercohérences et Jeux – p.4/17



La logique linéaire

additifs

P ⊕ P

plus

N & N

avec

multiplicatifs

P ⊗ P

tenseur

N
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par

exponentielles

!N

bien sûr

?P

pourquoi pas

= P

_⊥

= N

➤ l’implication linéaire : A � B = A⊥

�

B.
➤ Si le chef est uniforme,

!(glace ⊕ tarte)
(presque)

= !(glace)⊕ !(tarte).

➤ Version polarisée.
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Problématique

Deux grandes familles de sémantiques :
➤ Les sémantiques dynamiques, représentation

explicite du temps.
➤ Exemple : les Jeux.
➤ Souvent très proches de la syntaxe.
➤ Bonne représentation de la séquentialité.
➤ Perte du point de vue extensionnel.

➤ Les sémantiques statiques, sans temps explicite.
➤ Exemple : les espaces cohérents.
➤ Présentation algébrique.
➤ Extensionnalité.

Un résultat étonnant (Ehrhard) :
les hypercohérences forment le collapse extensionnel
des algorithmes séquentiels.
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Hypercohérences et Jeux – p.5/17



Problématique
Deux grandes familles de sémantiques :
➤ Les sémantiques dynamiques, représentation

explicite du temps.
➤ Exemple : les Jeux.
➤ Souvent très proches de la syntaxe.
➤ Bonne représentation de la séquentialité.
➤ Perte du point de vue extensionnel.

➤ Les sémantiques statiques, sans temps explicite.
➤ Exemple : les espaces cohérents.
➤ Présentation algébrique.
➤ Extensionnalité.

Un résultat étonnant (Ehrhard) :
les hypercohérences forment le collapse extensionnel
des algorithmes séquentiels.
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Contenu de la thèse
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Hypercohérences et Jeux – p.6/17



Contenu de la thèse

HypercohérencesJeux ?
déploiement
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➤ résultats de nature heuristique
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Contenu de la thèse

HypercohérencesJeux à bord

➤ Jeux à bord
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MALLP
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oubli du temps

➤ Jeux à bord
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Hypercohérences et Jeux – p.6/17



Contenu de la thèse

HypercohérencesJeux à bord

MALLP
π

π π
oubli du temps

➤ Jeux à bord
➤ Projection (MALLP)
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Contenu de la thèse

HypercohérencesJeux à bord

LLPol

π

π π
oubli du temps

pas de projection
par oubli du temps

➤ Jeux à bord
➤ Projection (MALLP)
➤ Propriétés accessoires : réversibilité, . . .
➤ Projection des exponentielles ?
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Contenu de la thèse

HypercohérencesJeux à bord

LLPol

π

π π
oubli du temps

modèle non-unif. ?
oubli

➤ Développement de la non-uniformité statique
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Le cas du bien sûr

Hypercohérence X
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j

o

aJ bJ

o

cJ dJ

eJ
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Les jeux à bord

P = mots a1
Ja2

Oa3
J · · · a2n

O

N = mots b1
Ob2

Jb3
O · · · b2n

′

J

➤ bonne terminaison
➤ formules :

N⊥ = mots b1
Jb2

Ob3
J · · · b2n

′

O (P ′)

P ⊗ P ′ = mots (a1, b1)
Ja2

Oa3
Jb1

O · · · a2n−1
J(a2n, b2n

′)O

➤ preuve : stratégie pour le Joueur
➤ réversibilité
➤ oubli du temps
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L’uniformité des exponentielles

P (b) = si b alors { si b alors P1 sinon P2 }

sinon { si b alors P3 sinon P4 }
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Esp. cohérents et hypercohérences non-uniformes

E

P (b) = si b alors { si b alors v sinon f }

sinon { si b alors v sinon f }

{([v, v], v), ([v, f], f), ([v, f], v),([f, f], f)}
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Multicohérences
Cohérence = multi-ensembles finis

{a, a, b} = {a, b} [a, a, b] 6= [a, b]

Cohérence dans le bien sûr :

{x1, x2, . . . , xn}

· · ·

sections

[x1, x2, . . . , xn]

· · ·
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Multicohérences 6= hypercohérences

G =

!

bool ⊗ !bool ⊗ !bool � bool

a =

(({

v

}

, ∅ , {f}) , v)

b =

(({

f

}

, {v} , ∅) , v)

c =

((∅

, {f} , {v}) , v)

!G bool

f = { ({a, b} , v),

({c} , f) }
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Hypercohérences et Jeux – p.16/17



Multicohérences 6= hypercohérences

G = !bool ⊗ !bool ⊗ !bool � bool

a =

(

({v} , ∅ , {f}) , v)

b =

(

({f} , {v} , ∅) , v)

c =

(

(∅ , {f} , {v}) , v)

!G bool

f = { ({a, b} , v),

({c} , f) }
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Conclusion et perspectives
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LLPol
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