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Cette thèse porte sur les propriétés mathématiques du Calcul. Ce que nous entendons ici par
Calcul est, au sens large, l’activité qui consiste à transformer des ingrédients selon des direc-
tives simples pour produire un résultat. Plus précisément,nous nous intéressons à la part ma-
thématisable de cette activité. Aussi cette thèse ne porte-t-elle pas sur la cuisine, les procédures
juridiques ou lejiu-jitsu (« règles procédurales de la souplesse »).

Nous distinguons, traditionnellement, deux niveaux de mathématisation dans l’étude des
propriétés mathématiques du Calcul. Au premier niveau, il s’agit de représenter le Calcul dans
les mathématiques, c’est le niveau de la Syntaxe. Se rattachent à ce niveau : la partmécanique
des mathématiques (le calcul arithmétique tel qu’enseignéà l’école, par exemple), les machines
abstraites, les automates, la machine de Turing, les circuits booléens (à l’œuvre dans les calcu-
lettes, les ordinateurs,...), les langages de programmation. La preuve formelle en logique mathé-
matique, en partie née du désir de mécaniser le raisonnement, appartient aussi à ce niveau. Pour
le calcul sur des entiers, le contenu opératoire des différentes syntaxes (ce qui est calculable) est
équivalent. On peut alors parler du Calcul sur les entiers. Au second niveau, nous devons donner
une définition mathématique de certaines propriétés du Calcul. Il s’agit d’interpréter le Calcul
par des notions mathématiques qui fassent sens. C’est le niveau de la Sémantique, sur lequel se
situe cette thèse. Nous nous intéressons, plus précisément, à la sémantique en ce qu’elle offre
un point de vue distant, potentiellement porteur d’intuitions nouvelles sur le Calcul.

Les objets qui agissent au sein du Calcul, ses agents, sont les algorithmes. Une donnée
pour un calcul peut toujours être considérée comme le résultat fourni par un algorithme qui
n’attend pas d’entrée. Dans notre cadre, les agents sont typés. Les types définissent quels agents
agissent sur quels autres agents. Un agent de typeA → B s’applique à un agent de typeA pour
donner un agent de typeB. La notion importante est celle d’exécution. L’exécution du calcul
est représentée par une procédure de réécriture sur les agents. La procédure de réécriture met
les agents sousforme normale. La forme normale d’un agent de typeB obtenu en appliquant un
agent de typeA → B à un agent de typeA, est le résultat de cette l’application. L’application
de la fonction carré, de typeN → N, à l’entier naturel2 donne l’entier22 qui se réécrit sous
forme normale en l’entier4.

Une preuve formelle est une succession finie d’opérations sur des formules logiques produi-
sant une formule conclusion. Si on a une preuve de la formuleA et une preuve de la formuleA
impliqueB, alors l’opération demodus ponensnous permet de former une preuve deB. Cette
preuve deB utilise un lemme qui est la preuve deA impliqueB. En Déduction Naturelle on a
une procédure de réécriture des preuves qui élimine l’usagedes lemmes.

Il existe une correspondance entre les preuves en DéductionNaturelle et les algorithmes,
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8 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

exprimés enλ-calcul typé, pour laquelle la procédure d’élimination deslemmes coïncide avec
la procédure d’exécution des algorithmes (laβ-réduction des termes). Cette correspondance
est appelée correspondance de Curry-Howard. Elle nous permet de voir les preuves formelles
comme des algorithmes.

La Logique Linéaire, introduite par J.-Y. Girard ([Gir87]), est une syntaxe ayant de nom-
breuses bonnes propriétés. Une des caractéristiques importantes de la logique linéaire est qu’elle
représente un calcul sensible aux ressources. La notion de ressource remplace ici celle de don-
née. AinsiA flèche linéaireB est une formule qui signifie que si on a exactement une ressource
de typeA, alors on peut produire une ressource de typeB, en consommant cette ressource de
typeA. La ressourceA flèche linéaireB est elle aussi consommée. Bien entendu, il est aussi
possible de représenter des ressources indéfiniment disponibles. C’est le rôle des modalités ex-
ponentielles. Ainsi,bien sûrA, noté!A, signifie qu’une ressource de typeA est disponible autant
de fois que nécessaire. La logique linéaire a un grand pouvoir expressif. On peut, par exemple,
traduire la Déduction Naturelle en logique linéaire. La formuleA impliqueB se traduit en!A
flèche linéaireB. C’est ce qu’on appelle la décomposition linéaire de la flèche intuitionniste.
La notion d’exécution, en logique linéaire, est représentée par l’élimination des coupures (une
forme d’élimination des lemmes, due à Gentzen).

Dans cette thèse nous ne nous intéressons pas vraiment à la nature des résultats d’un algo-
rithme, au temps de calcul qu’il nécessite ou à ce qui est calculable et à ce qui ne l’est pas. Nous
nous intéressons plutôt à la nature du Calcul et plus précisément à certaines des ses propriétés
intrinsèques. Ces propriétés sont notamment :

Le déterminisme. Sur une même entrée, nous avons un même résultat.

La séquentialité. Un calcul s’exécute étape par étape.

La convergence ou la terminaison.les calculs terminent, autrement dit, on obtient toujours un
résultat, et ce, en un nombre fini d’étapes.

Nous interprétons les agents du Calcul par des objets invariants par exécution. L’interpré-
tation obtenue est ce qu’on appelle une sémantique dénotationnelle. La dénotation d’un agent
est l’agent en lequel il se réécrit, sa forme normale. Ainsi la dénotation de2 + 1 est3, et en
sémantique dénotationnelle2 + 1 et 3 doivent avoir la même interprétation. La donnée d’une
fonction d’interprétation des agents est ce qu’on appelle un modèle dénotationnel.

La logique linéaire est très liée à l’activité en sémantiquedénotationnelle. Une part de la
découverte de la logique linéaire peut d’ailleurs être attribuée à cette activité. En effet, l’inter-
prétation de la Déduction Naturelle dans les espaces cohérents a, la première, révélé la décom-
position linéaire de la flèche intuitionniste. Dans cette thèse, nous travaillons principalement
avec la logique linéaire comme syntaxe du Calcul.

Une interprétation dénotationnelle standard associe aux algorithmes les fonctions qu’ils cal-
culent. Le modèle obtenu est alors ditextensionnel. Le fait qu’une fonction associe à une entrée
un unique résultat correspond au déterminisme. La convergence est le fait que la fonction asso-
ciée à un algorithme est totale. La convergence en un nombre fini d’étapes correspond au fait
que, pour calculer un résultat fini, la fonction associée à unalgorithme n’utilise qu’une part finie
des données. Dans le modèle des espaces cohérents, les agents sont interprétés par des fonctions
stables. La stabilité assure que, pour chaque atome de résultat calculé par une fonction sur une
donnée, il existe une part minimale de la donnée qui permet decalculer cet atome de résultat. La
séquentialité est plus mystérieuse au niveau des fonctions. On peut l’exprimer pour des agents
simples calculant des résultats atomiques sur des données atomiques. Mais la généralisation na-
turelle de cette définition de la séquentialité ne permet pasde définir un modèle dénotationnel
dans un cadre extensionnel ([Ehr99]).

La stabilité forte a été introduite par A. Bucciarelli et T. Ehrhard ([BE94]). Dans une cer-
taine mesure, elle permet d’exprimer la séquentialité dansun cadre extensionnel ([Ehr99]). Les
hypercohérences forment un modèle de la logique linéaire, introduit par T. Ehrhard ([Ehr93]),
donnant une présentation simplifiée de la stabilité forte sous forme de cliques, représentant les
agents, dans des hypergraphes, représentant les formules.
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La séquentialité est mieux représentée dans un cadre sémantique où les agents sont interpré-
tés par l’historique des interactions atomiques dont ils sont capables avec d’autres agents. Les
sémantiques dénotationnelles de ce type sontdynamiquesau sens où le temps y est explicitement
représenté. Par opposition, les sémantiques qui ne manipulent pas des historiques d’interactions,
comme les espaces cohérent ou les hypercohérences, sontstatiques. Une sémantique dynamique
typique est la sémantique des jeux. Les formules de la logique y sont interprétées par des jeux
à deux joueurs, représentés par un ensemble de parties (des historiques de rencontre entrele
Joueuret l’Opposant), et les agents y sont représentés par des stratégies pour leJoueur. Le mo-
dèle des algorithmes séquentiels, introduit par G. Berry etP.-L. Curien ([BC82]), est un modèle
de la séquentialité, qui peut être reformulé dans la sémantique des jeux ([Cur93]).

Par ailleurs, les sémantiques des jeux ont, les premières, fourni un résultat de surjectivité
de la fonction d’interprétation, pour le calculPCF(Programming Computable Functions). Cette
surjectivité établit que tout ce qui est un agent au sens du modèle (une stratégie d’une certaine
espèce) est réellement un agent au sens de la syntaxe (un terme dePCF). On dit que les agents
du modèle sont définissables et que le modèle est pleinement complet. Dans cette thèse, nous
ne cherchons pas à obtenir des résultats de pleine complétude. Ainsi les agents, au sens de la
sémantique, ne seront pas forcément des agents, au sens de lasyntaxe.

Plus généralement, la sémantique des jeux est un bon moyen derendre compte de manière
abstraite de certaines propriétés du Calcul, d’un point de vue informatique. En fait, les séman-
tiques des jeux, bien que dénotationnelles, s’apparententplus à de la syntaxe. Dans [Cur98],
P.-L. Curien décrit les arbres de Böhm abstraits, une syntaxe dans laquelle les stratégies de la
sémantique des jeux et les termes en forme normale dePCF peuvent être représentés. La dis-
tinction entre Syntaxe et Sémantique est aussi dépassée dans la Ludique, introduite par J.-Y. Gi-
rard ([Gir01]). La Ludique est à la fois un calcul inspiré de la logique linéaire, où les agents (les
desseins) sont toujours en forme normale, et une sémantique des jeux.L’interprétation est ici
fournie en interne, par la syntaxe, par le biais del’interactivité internedu Calcul. Un agent y est
interprété par l’ensemble des interactions (les étapes d’une élimination des coupures) dont il est
capable lors de la rencontre (la coupure) avec des contre-agents.

Dans [Ehr99], T. Ehrhard montre que les hypercohérences forment lecollapse extensionnel
des algorithmes séquentiels. C’est ce résultat qui nous permet de dire que les hypercohérences
expriment la séquentialité dans un cadre extensionnel. Dans [Lai01], J. Laird, étend ce résultat en
montrant que différents modèles de jeux, dont les algorithmes séquentiels, définissent le même
collapse extensionnel.

Ce résultat est surprenant à plus d’un titre. Le temps n’est pas explicitement représenté
dans les hypercohérences comme il l’est dans les jeux, pourtant les hypercohérences arrivent
à rendre compte de la séquentialité qui suppose une représentation du temps. Les hypercohé-
rences doivent donc posséder une représentation implicitedu temps. Par ailleurs, le modèle des
hypercohérences repose sur des objets mathématiques simples (les hypergraphes) et pourtant ce
modèle exprime le Calcul aussi efficacement que le font les modèles de jeux du point de vue
extensionnel. Il est alors naturel de chercher à expliciterla représentation du temps dans les
hypercohérences. L’objectif est de comprendre comment leshypercohérences arrivent à rendre
compte des propriétés du Calcul, et notamment de la séquentialité. Nous pensons qu’une telle
compréhension est d’un grand intérêt du fait de la simplicité du modèle des hypercohérences.

Dans [Ehr99], la comparaison entre les algorithmes séquentiels et les hypercohérences n’est
pas faite directement à tous les types : cette comparaison utilise notamment un résultat de défi-
nissabilité relative. Ainsi, ce résultat de comparaison nedonne pas une anatomie du lien entre
hypercohérences et modèles de jeux.

Dans le chapitre 3, nous utilisons une technique de déploiement d’hypergraphes, analogue à
celle introduite par T. Ehrhard dans [Ehr00], pour reconstruire une temporalité dans les hyperco-
hérences. Le déployé d’une hypercohérence est un arbre que nous pouvons voir comme un jeu.
Nous montrons que, sous certaines hypothèses, la modélisation hypercohérente des formules
logiques coïncide par déploiement avec des constructions standards dans les jeux. Le résultat le
plus important de ce chapitre concerne l’exponentielle hypercohérente, pour laquelle nous obte-
nons une construction similaire à celle modélisant lebien sûrdans les algorithmes séquentiels.
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Nous ne pouvons pas utiliser les résultats obtenus sur le déploiement pour donner une anatomie
complète du lien avec les jeux. En effet,la correspondance par déploiement entre les jeux et les
hypercohérences ne peut être établie que sous certaines hypothèses qui confinent à de « petits »
types logiques. Les résultats de ce chapitre doivent donc être considéré comme de nature heu-
ristique. Dans cet esprit, l’introduction des jeux polarisés par O. Laurent ([Lau02b]), nous a
permis d’analyser les déployés d’hypercohérences comme des jeux polarisés. Ceci suggère que
le bon cadre pour effectuer la comparaison entre hypercohérences et jeux est la Logique Linéaire
Polarisée (LLpol).

Le modèle hypercohérent standard est finitaire, ce qui signifie qu’en l’absence de types de
base infinis, comme celui des entiers, les hypercohérences du modèle sont des hypergraphes
ayant un nombre fini de sommets. Néanmoins, du point de vue du Calcul, il est naturel de
vouloir modéliser les entiers. Par ailleurs, il existe des variantes dans la modélisation des ex-
ponentielles qui rendent le modèle hypercohérent non finitaire. Pour ces raisons, une partie du
chapitre 3, est consacrée à équiper les hypercohérences d’une relation de cohérence infinie qui
nous permet d’établir les résultat de déploiement, en toutes généralités, pour des hypergraphes
ayant un nombre au plus dénombrable de sommets.

Dans le chapitre 4, nous synthétisons une sémantique de jeuxen suivant les résultats ana-
lytiques du chapitre 3. Comme dans[Lau02b], les jeux sont polarisés. Ils sont, de plus, équipés
d’un bord. Le bord est le lieu où les parties (les historiquesd’interactions) terminent. Cette sé-
mantique des jeux donne un modèle de la version polarisée du fragment de la logique linéaire
sans exponentielles,MALLP . Les hypercohérences sont aussi un modèle deMALLP . L’opération
qui consiste à oublier les historiques pour ne conserver queles coups du bord fournit une pro-
jection du modèle de jeux dans les hypercohérences qui est compatible avec l’interprétation des
agents. Ce résultat est valable pourMALLP et nous devons l’étendre aux exponentielles pour
donner un cadre correct de comparaison entre les hypercohérences et les jeux.

Les constructions des jeux polarisés à bord opèrent de manière symétrique sur les débuts
et fin d’historiques. En fait, ce modèle deMALLP est réversible : l’opération inversant le temps
dans les historiques correspond, d’une part, au passage à l’orthogonal sur les formules et, d’autre
part, laisse inchangée l’interprétation des preuves, à un rétablissement des polarités près. La
signification de cette réversibilité demande encore a être comprise.

À la fin de ce chapitre, nous montrons que la donnée d’un modèlede la logique linéaire in-
tuitionniste (ILL ) dans les jeux négatifs suffit à étendre notre modèle de jeux aux exponentielles,
pour obtenir un modèle deLLpol.

Le chapitre 5 est consacré à une présentation des constructions exponentielles dans les jeux.
Ceci fournit un modèle deILL et donc un modèle deLLpol. La construction exponentielle que
nous employons n’est pas une construction standard. Elle sesitue entre celle employée dans les
algorithmes séquentiels et les constructions exponentielles des sémantiques de jeux introduites
par S. Abramsky, R. Jagadeesan et P. Malacaria dans [AJM94] (AJM), d’une part et par M. Hy-
land et L. Ong dans [HO00] (HO), d’autre part. Il est malheureusement impossible d’obtenir un
modèle deILL pour l’équivalent de la construction exponentielle des algorithmes séquentiels
dans les jeux à bord.

Le travail effectué dans ces trois chapitres soulève de nouvelles difficultés pour la compa-
raison entre jeux et hypercohérences. Une part de ces difficultés tient à la propriété d’uniformité
des exponentielles. Sans entrer dans le détail, dans un cadre uniforme, les agents n’anticipent
leurs arguments que comme produits par d’autres agents. Cette uniformité fait que l’hypergraphe
interprétant une formule!A dans les hypercohérences a pour sommets un ensemble d’agents de
typeA. En conséquent, il est nécessaire de manipuler la notion sémantique d’agent (l’équivalent
des preuves) pour construire l’interprétation d’une formule contenant des modalités exponen-
tielles.

Dans un cadre uniforme, il n’y a aucune chance de pouvoir étendre aux exponentielles, de
façon totale, la projection des jeux sur les hypercohérences, que nous avons obtenue au cha-
pitre 4. À l’opposé, dans un cadre non-uniforme, l’interprétation des formules peut être faite
sans avoir à considérer l’interprétation des preuves, comme c’est déjà le cas pour le fragment
de la logique linéaire n’utilisant pas les exponentielles.Dans un tel cadre, il devrait être facile
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de projeter les jeux sur les hypercohérences. Pour autant, si les jeux fournissent facilement un
cadre non-uniforme il n’en va pas de même des hypercohérences.

Les sections 6.3 et 6.4 du chapitre 6, sont dédiées à trouver une notion d’exponentielle non-
uniforme pour la sémantique hypercohérente. Nous utilisons pour cela un procédé introduit par
A. Bucciarelli et T. Ehrhard ([BE01]) qui fournit des sémantiques dénotationnelles statiques
non-uniformes. Ce procédé ne fournit pas directement des hypercohérences non-uniformes. Par
ailleurs, le modèle le plus approchant des hypercohérencesobtenu par ce procédé avait un cer-
tain nombre de défauts au nombre desquels l’impossibilité de la comparaison avec le cadre
hypercohérent standard (uniforme). Nous remplaçons la modélisation des exponentielles four-
nie par ce procédé par des constructions plus canoniques, ausens de la théorie des catégories
(les exponentielleslibres). Nous obtenons ainsi des modèles non-uniformes généralisant respec-
tivement les espaces cohérents et les hypercohérences. Nous obtenons aussi un nouveau modèle,
les multicohérences. Étonnamment, ces modèles sont déterministes, au sens où un agent et un
contre-agent s’intersectent en au plus un point. Le retour aux modèles uniformes est alors extrê-
mement simple : il s’agit d’une restriction, après coup, auxlieux de l’interaction.

En utilisant un résultat de P.-A. Melliès ([s02b]), nous caractérisons les collapse extension-
nels définis par ces différents modèles. Nous montrons aussique les multicohérences contre-
disent une conjecture, émise par J. Longley ([Lon02]), selon laquelle la seule notion de séquen-
tialité d’ordre supérieur est donnée par les hypercohérences, à extensionnalité près.

Les modèles non-uniformes considérés dans le chapitre 6 sont bâtis sur un même modèle
sous-jacent : le modèle des ensembles et des relations. Cecifournit un cadre commun qui permet
de combiner simplement les différents modèles non-uniformes.

Dans ce chapitre nous introduisons aussi une notion d’interaction interne du calcul au niveau
de la logique linéaire, en nous inspirant d’idées développées par J.-Y. Girard dans la Ludique.
Nous représentons cette interaction dans le modèle des relations, par la simple intersection d’en-
sembles. Nous utilisons cette notion très naïve d’interaction pour développer le point de vue que
l’uniformité sémantique correspond à une uniformité de la syntaxe, à travers une restriction aux
seules interactions possibles.

Dans le dernier chapitre, en guise de conclusion, nous discutons les suites à donner à ce
travail.
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Nous utilisons la notation# pour la composition des morphismes dans une catégorie et plus

précisément siC est une catégorie, siA, B etC sont des objets deC et si on a deux morphismes
f ∈ C(A, B) etg ∈ C(B, C) alorsf # g est un morphisme deC(A, C).

456789:;< =
On se donne un ensemble de deux éléments{négatif, positif} noté{−, +}. Une

polarité ε est un élément de cet ensemble. On note−ε la polarité inverse deε (égale à− si
ε = + et+ si ε = −).

>?@AB7: 95? C D7E 966A< F <G9:A< =
Unefamillesur un ensembleE est une fonction d’un ensemble

I dansE. L’ensembleI est appelé ensemble d’indices ouensemble indexantde la famille. On
utilise souvent la notation(fi)i∈I où fi = f(i) pour donner la famillef . La famille estfinie
lorsqueI est fini. Plus généralement lecardinal d’une familleest le cardinal de son ensemble
indexant. Lorsque la famillef est finie et qu’il existe une énumération de l’ensemble indexant
I = {i1, . . . , in} on utilise aussi les notations〈(f(i1), i1), . . . , (f(in), in)〉 ou 〈fi1 , . . . , fin

〉
pour donner la famille. Lesupportd’une famille, est l’ensembleIm f = {f(i) | i ∈ I}.
Un élémentapparaîtdans une famillef lorsque qu’il appartient à son support. Deux familles
f : I → E, g : J → F sont équivalentes par ré-indexationlorsqu’il existe une bijection
h : I → J entre leurs ensembles indexant telle queg ◦ h = f .

Unesuiteest une famille dont l’ensemble indexant est linéairement ordonné. Lalongueur
d’une suite est son cardinal. Deux suitesf : (I,≤I) → E et g : (J,≤J) → F sontéquiva-
lentes par ré-indexationlorsqu’il existe un isomorphisme d’ordreh : (I,≤I) → (J ≤J) entre
leurs ensembles indexant tel queg ◦ h = f . L’équivalence par ré-indexation est une relation
d’équivalence compatible avec la cardinalité sur les familles et sur les suites. Lasuite videsur
un ensembleE est l’unique suite d’ensemble indexant∅ surE.

HG6: 9IA?<AEJ6A< =
Soit E un ensemble. De la même manière qu’un ensembleF d’éléments

deE (un sous-ensemble deE) est donné par une fonction deE → {0, 1} (la fonction caractéris-
tiqueχF deF ), un multi-ensemble sur un ensembleE est la donnée d’une fonctionµ : E → N.
Le supportsupp(µ) d’un multi-ensembleµ est le sous-ensembleµ−1(N∗) de E (de fonction
caractéristiqueχN∗ ◦µ). Un multi-ensembleµ est fini si son supportµ−1(N∗) est fini. La donnée
d’une famillef : I → E finie définit un multi-ensemble finia 7→ ]f−1(a) noté[f(i) | i ∈ I]
de support le support de la famillef . Deux familles finies définissent le même multi-ensemble

13
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fini ssi elles sont équivalentes par ré-indexation. Et les classes d’équivalence par ré-indexation
sur les familles finies deE sont les multi-ensembles finis surE. Le multi-ensemble vide, noté
[], est la fonction constante égale à zéro. On écrit encore[a1, . . . , an] pour le multi-ensemble
[ai | 1 ≤ i ≤ n]. Si µ est un multi-ensemble, on écrit parfoisa ∈ µ poura ∈ supp(µ).

L’ unionde deux multi-ensemblesf etg, notéef +g, est la fonctiona 7→ f(a)+g(a). Cette
union binaire se généralise en une union finie, (sur des familles de multi-ensembles) notée

∑
.

Pourk ∈ N etf : E → N un multi-ensemble,k.f désigne le multi-ensemblea 7→ k × f(a). Si
f = g+h alors la notationf−g désigne le multi-ensembleh. Les multi-ensembles sur un même
ensemble de base sont naturellement ordonnés par l’ordre extensionnel (ou ordre ponctuel des
fonctions) noté simplement≤, i.e.f ≤ g ssi∀a ∈ E, f(a) ≤ g(a).

On noteM(E) l’ensemble des multi-ensembles d’éléments deE, Mfin(E) l’ensemble des
multi-ensembles finis d’éléments deE etMfin

∗(E) l’ensemble des multi-ensembles finis et non
vides d’éléments deE. Si f est une fonction deE dans un ensembleF alorsf s’étend en une
fonction deMfin(E) dansMfin(F ) en posantf([ai | i ∈ I]) = [f(ai) | i ∈ I].

H5:< =
Un alphabetest un ensemble au plus dénombrable. Un élément d’un alphabet est une

lettre. Un motsur un alphabetA est une classe d’équivalence pour la relation d’équivalence par
ré-indexation sur les suites finies deA. Les suites éléments d’un motm sont toutes d’une même
longueur, appelée lalongueurdu motm et notée||m||. Un motm sera souvent identifié a son
élément indexé par les||m|| premiers entiers non nuls. Sur tout alphabet, il existe un unique
mot contenant une seule suite (la suite vide, de longueur0), ce mot est appelé lemot videet
est notéε. Si m est un mot sur un alphabetA qui est différent du mot vide, alors toutes les
suites éléments dem se terminent par un même élémenta deA, la dernière lettredu mot, et
l’ensemble des suites éléments dem tronquées à la longueur||n|| − 1 est encore un mot sur
A, appelé lepréfixe immédiatdem. Réciproquement, sia est une lettre sur l’alphabetA et si
m est un mot surA alors il existe un unique mot, notém · a, de dernière lettrea et de préfixe
immédiatm. On appelleconcaténationl’opération·. Un mot sur un alphabetA est donc soit le
mot vide soit la concaténation d’un mot surA et d’une lettre deA : m := ε | m · a. De même
un mot non vide admet une uniquepremière lettreet un uniquesuffixe immédiatet un motm et
une lettrea définissent un unique mota · m de suffixe immédiatm et de premier élémenta. La
concaténation s’étend en une opération entre mots, associative et d’élément neutreε en posant
m · ε = ε · m = m et (m · a) · m′ = m · (a · m′).

On noteA∗ l’ensemble des mots surA et a1 . . . an le mot (. . . (ε · a1) · . . .) · an. Si A∗

est un alphabet, etS un sous-ensemble deA∗ alors la relation4 définie sur les éléments de
S par s 4 s′ ssi s′ = s · t pour un certain élémentt deA∗ est une relation d’ordre, appelée
ordre préfixe. On note≺ l’ordre préfixe strict. On notes ∧ s′ le plus grand préfixe commun
des et des′. La clôture préfixe d’un ensembleE de mots sur un alphabetA∗, notéeO E, est
le sous-ensemble{p ∈ A∗ | ∃s ∈ E, p 4 s} deA∗. Lorsquem = s · w on note[m − s] le
mot w. Lorsquem = s1 · t · s2 on dit que le mott est un facteur dem et on dit que le mott
prolonge le mots1 dans le motm. On généralise la concaténation à des ensembles de mots en
écrivantE · F pour{s · s′ | s ∈ E, s′ ∈ F} lorsque cette écriture fait sens. Un alphabetA sera
parfois considéré comme l’ensemble des mots de longueur1 deA∗ et un ensemble de mots sera
parfois considéré comme un alphabet. En particulier(A ·A)∗ est l’ensemble des mots deA∗ de
longueur2.

Projections. Si A et B sont des alphabets, sim ∈ B∗ et siA ⊆ B alorsm�A est le mot de
l’alphabetA défini parε�A = ε, m · b�A = (m�A) · b si b ∈ A etm�A sinon.

K87LMA< A: D58N:< @A E5:< =
Un graphe non orienté connexe acyclique est unealgue. Si on

distingue un sommet dans une algue celle-ci est unarbre et ce sommet est saracine. Une forêt
est un ensemble d’arbres.

arbre de mots. La donnée d’un ensemble de motsS définit une forêt (ou un arbre si tous
les mots de l’ensemble commencent par la même lettre). Ses sommets sont les préfixes non
vides d’éléments deS, ses racines sont les mots d’une lettre et ses arrêtes sont entre mots en
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relation de précédence pour l’ordre préfixe. Réciproquement une forêt peut être décrite par un
ensemble de mots sur l’alphabet égal à l’ensemble de ses sommets, unique à clôture par préfixe
près. Dans le cadre des ensembles de mots, nous préférons parler d’arbre plutôt que de forêt et
nous définissons donc l’arbre des mots donné par un ensemble de motsS comme l’ensemble des
préfixes (éventuellement vide) des mots deS équipé de la précédence de l’ordre préfixe. Ceci
correspond à ajouter un élément à chaque forêt de manière à enfaire des arbres.

SoientA et B deux alphabets,E ⊆ A∗ et F ⊆ B∗. Si f : E → F est une bijection qui
préserve la taille des préfixes des paires de mots, au sens où

∀s, s′ ∈ E, ‖f(s) ∧ f(s′)‖ = ‖s ∧ s′‖

alorsf est unisomorphisme d’arbre. Si f est donné par une bijection entreA et B on dit que
l’isomorphisme d’arbre estfort. En particulier un isomorphisme d’arbres entreA∗ et B∗ est
toujours fort. Cette notion d’isomorphisme est une généralisation de la notion usuelle d’isomor-
phisme entre forêts (définie comme un isomorphisme de graphes ou d’ordre, selon la définition
choisie pour les forêts) qui correspondrait ici à prendreE etF clos par préfixes.

% &' &% O*P -QR3 S-.T, -U3 0 S*P -Q R3 S-.T, -U3 V* S,U-/T3
Lesformules(notationsA, B, C,. . . ) de lalogique linéaire(LL ) sont données par le langage :

A :=0 | > | 1 | ⊥ |

A ⊕ B | A & B | A ⊗ B | A W B |

A⊥ | ?A | !A.

quotienté par les équationsA⊥⊥ = A, A⊥ ⊕ B⊥ = (A & B)⊥, A⊥ ⊗ B⊥ = (A W B)⊥ et
?A⊥ = (!A)⊥.

Un contexte(notationΓ, ∆) est un multi-ensemble de formules. On écritA1, . . . , An pour
le contexte[A1, . . . , An] et Γ, ∆ désigne le contexte obtenu par union deΓ et ∆. Si Γ =
A1, . . . , An est un contexte alors!Γ désigne le contexte!A1, . . . , !An et ?Γ désigne le contexte
?A1, . . . , ?An.

La donnée d’un contexteΓ définit unséquent monolatèrèΓ (en notation droite), la donnée
de deux contextesΓ et∆ définit unséquent bilatèrenotéΓ ` ∆. Le signè se lit thèse.

Une preuve (notationπ, π′,. . . ) de la logique linéaire en calcul des séquents monolatères
est la donnée d’un séquent monolatère, appeléséquent conclusion, et d’un arbre dont les arêtes
sont étiquetées par des séquents monolatères et dont les sommets sont des occurrences derègles
satisfaisant des contraintes de bonne formation relativement aux étiquettes de leurs arêtes adja-
centes (et au séquent conclusion pour la règle à la racine de l’arbre). Ces règles et les contraintes
qui leurs sont associées sont rappelées de façon synthétique dans le tableau 2.0.2. Les règles de
la logique linéaires peuvent être présentées dans un cadre bilatère définissant les même preuves,
modulo l’équatioǹ A1, . . . , An, Γ = A1

⊥, . . . , An
⊥ ` Γ.

XY?7E 9ZGA =
Il existe un ensemble (fini) derègles de réécrituresur les preuves de la logique

linéaire tel que toute preuveπ se réécrit en une preuveπ′ du séquent conclusion deπ qui
n’utilise pas la règlecoupure. C’est le théorème de l’élimination des coupures. Dans le cadre
de la logique linéaire, quelque soit l’ordre d’applicationdes règles de réécriture, la réécriture
termine toujours et la preuve obtenue, sans coupure, est unique, modulo certaines commutations
de règles (c’est le théorème de normalisation forte, [Gir87]).

Il existe différents fragments de la logique linéaire obtenus par ajouts de contraintes sur les
règles. Sauf mention contraire ces fragments satisfont la normalisation forte.

Une contrainte usuelle est de supprimer un groupe de règle. Par exemple, lalogique linéaire
multiplicative-additive(MALL ) consiste en la logique linéaire privée des règles exponentielles.

La logique linéaire intuitionniste(ILL ) est la logique linéaire exprimées dans un cadre bila-
tère, où les preuves obéissent à la contrainte supplémentaire que, dans chaque séquent, il y a au
plus une formule à droite du signè.
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Groupe identité

axiome
`A,A⊥

` Γ, A ` ∆, A⊥

(coupure)ou (cut)
`Γ, ∆

Groupe additif

(top)
`Γ,>

` Γ, A ` Γ, B
(avec)

`Γ, A&B

` Γ, Ai où i = 1 ou2
(plus)

`Γ, A1 ⊕ A2

Groupe multiplicatif

` Γ (bot)
`Γ,⊥

(un)
` 1

` Γ, A, B
(par)

`Γ, A [ B

` Γ, A ` ∆, B
(tenseur)

`Γ, ∆, A ⊗ B

Groupe exponentiel

` Γ, ?A, ?A
(contraction)

`Γ, ?A

` Γ (affaiblissement)
`Γ, ?A

` Γ, A
(déréliction)

`Γ, ?A

`?A1, . . . , ?An, A
(promotion)

`?A1, . . . , ?An, !A

TAB . 2.1 – Les règles de la logique linéaire
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La logique linéaire polarisée(LLpol) est obtenue essentiellement en limitant le langage des
formules pour ne former que desformules polarisées. Une formule polarisée est soit uneformule
positive(notationP , P ′,. . . ), soit uneformule négative(notationN , N ′, . . . ). Les règles de
formation sont les suivantes :

N :=> | ⊥ | N & N ′ | N W N ′ | ?P

P :=0 | 1 | N⊥ | P ⊕ P ′ | P ⊗ P ′ | !N.

Avec ces contraintes on a la propriété que toutes les règles sauf la règletop, préservent le fait
qu’il y a au plus une formule positive dans chaque séquent. Cette propriété justifie que la règle
topsoit contrainte de manière à ce que sa conclusion ne contienne pas plus d’une formule posi-
tive. Les règles sont alors celles du tableau 2.0.2. Les notationsN , N ′ désignent des contextes
ne contenant aucune formule positive etΓ est un contexte contenant au plus une formule posi-
tive.

Groupe identité

(ax.)
`N, N⊥

` Γ, N ` N , N⊥

(cut)
`Γ,N

Groupe additif

(top)
`Γ,>

` Γ, N ` Γ, N ′

(avec)
`Γ, A&B

` N , Pi où i = 1 ou2
(plus)

`N , P1 ⊕ P2

Groupe multiplicatif

` Γ (bot)
`Γ,⊥

(un)
` 1

` Γ, N, N ′

(par)
`Γ, N [ N ′

` N ′, P ` N , P ′

(tens.)
`N ,N ′, P ⊗ P ′

Groupe exponentiel

` Γ, ?P, ?P
(cont.)

`Γ, ?P

` Γ (aff.)
`Γ, ?P

` N , P
(der.)

`N , ?P

`?P1, . . . , ?Pn, N
(prom.)

`?P1, . . . , ?Pn, !N

TAB . 2.2 – Les règles deLLpol

Il existe une autrelogique linéaire polariséeà laquelle on fait référence par la notationLLP

et qui diffère de celle-ci par son groupe exponentiel. Nous donnons ses règles exponentielles
dans le tableau 2.0.2.

La logique linéaire polarisée multiplicative-additiveest un sous-système deLLP sans règle
affaiblissement et sans règle contraction. Les modalités exponentielles! et ? ont alors comme
seul rôle de permettre le changement de polarité. On change leur appellation :! est notée↓ et est
appeléedécalage positifet? est notée↑ et est appelée ledécalage négatif. On donne le groupe
de règles deMALLP qui remplace les règles exponentielles deLLP dans le tableau 2.0.2.

La logique linéaire polarisée a été principalement étudiéepar O. Laurent ([Lau02a]).
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` Γ, N, N
(cont.)

`Γ, N

` Γ (aff.)
`Γ, N

` N , P
(der.)

`N , ?P

` N , N
(prom.)

`N , !N

TAB . 2.3 – groupe exponentiel deLLP

` N , P
(↑)

`N , ↑P

` N , N
(↓)

`N , ↓N

TAB . 2.4 – groupe décalages deMALLP

% &' &\ O3/ /T],.+ -Q R3/ ^T.*+,+ -* ..3 SS3/
La normalisation forte de l’élimination des coupures fournit une relation d’équivalence entre

preuves : deux preuves sont équivalentes si elles ont la mêmeforme normale (i.e.sans coupure).
Et la règle de coupure fournit un moyen de composer les preuves, compatible avec cette relation
d’équivalence au sens où la forme normale de la composition de deux preuves ne dépend que de
la forme normale de ces deux preuves. On retrouve la même situation dans leλ-calcul, pour les
termes et laβ-réduction, ou encore dansPCF.

La dénotation d’une preuve ou d’un terme est sa classe d’équivalence pour l’équivalence par
réduction (élimination des coupures ouβ-réduction) et elle est donnée par sa forme normale.

Une sémantique dénotationnelle est un cadre dans lequel lesdénotations de preuves ou de
termes sont représentées par des objets mathématiques d’une nature différente (parties d’un
ensemble, cliques dans un graphe, arbres de mots, . . . ) que celle des preuves ou des termes et
dans lequel une représentation de la composition des preuves ou des termes est aussi donnée.
L’objet d’une sémantique dénotationnelle est de produire une distorsion du point de vue sur le
calcul de manière à révéler une partie de ses propriétés. Il est donc plus juste de dire que la
sémantique fournit un cadre d’interprétation plutôt qu’uncadre de représentation du calcul.

Une sémantique dénotationnelle est traditionnellement donnée par : une manière d’interpré-
ter les formules ou les types ; une manière d’interpréter lespreuves ou les termes et, en particu-
lier, une manière d’interpréter la composition des preuves(coupure) ou des termes (application) ;
et, enfin, une démonstration de ce que l’interprétation des preuves et des termes est stable par
réduction (i.e.par élimination des coupures ou parβ-réduction). Cette dernière propriété est dite
de correction de la sémantique. Une sémantique peut fournirplusieurs options dans la manière
de construire ces interprétations, nous parlons alors de modèle pour désigner les interprétations
obtenue pour un choix particulier d’options.

Habituellement, une sémantique dénotationnelle est donnée dans un cadre catégorique : une
catégorie est donnée, les formules ou les types sont interprétés par des objets, les preuves ou les
termes sont interprétés par des morphismes et la composition est représentée par la composition
dans la catégorie. De plus, il existe une axiomatisation catégorique de la correction d’un modèle
pour différentes syntaxes. Ainsi un modèle catégorique de la Déduction Naturelle minimale
(ou duλ-calcul, ou dePCF) est une catégorie cartésienne fermée et un modèle catégorique du
fragment multiplicatif de la logique linéaire intuitionniste est une catégorie monoïdale close.

L’axiomatisation des modèles catégoriques de la logique linéaire est initialement due à Y. La-
font ([Laf88]) d’une part et à R. Seely d’autre part ([See89]). Ces axiomatiques différent unique-
ment en ce qui concerne la modélisation des exponentielles.L’axiomatique de Lafont a le défaut
de jeunesse d’être un peu limitative puisque certains modèles catégoriques de la logique linéaire
ne la satisfont pas (le modèle ensembliste des espaces cohérents, par exemple). L’axiomatique
de Seely est un peu plus distante de l’interprétation de la logique, et en quelque sorte moins
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intuitive, avec comme bénéfice qu’elle met concrètement en évidence le fait qu’un modèle ca-
tégorique de la logique linéaire intuitionniste fournit unmodèle de la Déduction Naturelle (une
catégorie cartésienne fermée). L’axiomatique de Seely a aussi un défaut de jeunesse, plus grave,
celui de ne pas être suffisante pour la correction du modèle. Dans [Bie95], G. Biermann dis-
cute ce problème et il renforce notamment l’axiomatique de Seely pour obtenir la correction du
modèle. Dans cette thèse nous adoptons l’axiomatique proposée par Biermann sous le nom de
nouvelle catégorie de Seely. Pour le détail de la structure multiplicative-additive ainsi que pour
l’adaptation aux modèles de la logique linéaire (pas seulement ILL ), nous nous référons au livre
Domains and lambda-calculide R. Amadio et P.-L. Curien ([AC98]). Dans [s02a], P.-A. Mel-
liès propose une autre axiomatique, dans la continuité de celle de Lafont mais moins restrictive,
dont nous pensons qu’elle pourrait avantageusement remplacer celle des nouvelles catégories de
Seely.

Sans entrer dans le détail, un modèle catégorique deLL est la donnée dans une catégorie
C d’une structure∗-autonome(&,>,⊗, 1, (,⊥, (_)⊥), que nous ne décrivons pas, et d’une
structure exponentielle(!, †, aff , cont, der). Pour un modèle catégorique deILL , une partie de la
structure∗-autonome n’est pas nécessaire. Dans la structure exponentielle ! est un foncteur deC
dansC, aff est une famille de morphismesaffA : !A → 1, cont est une famille de morphismes
contA : !A → !A ⊗ !A et der est une famille de morphismesderA : !A → A, toutes trois
indexées par les objets deC. Ces trois familles sont utilisées pour interpréter respectivement
l’affaiblissement, la contraction et la déréliction. La construction† est un foncteur d’une caté-
gorieK (la co-Kleisli deC) dansC. Cette catégorieK est une catégorie cartésienne fermée dont
les objets sont les objets deC et dont les morphismes deA dansB sont les morphismes de!A
dansB. Le foncteur† a un adjoint à droiteU qui est un foncteur d’oubli (laissant les objets à
l’identique et associant à un morphismef : A → B deC le morphismederA # f : A → B de
C)1 Ces deux foncteurs sont tels que! = †U . Le foncteur† est donc une construction associant
à chaque morphismef : !A → B deC un morphismef † : !A → !B deC et cette construction
est en fait celle utilisée pour interpréter la promotion.

L’axiomatisation des modèles catégoriques deLLP, LLpol et MALLP est un travail en cours
(notamment autour de la notion de catégorie de contrôle de P.Selinger et de catégorie faible-
ment distributive de R. Blute, R. Cockett, R. Seely et T. Trimble) dont une partie a déjà été
accomplie par O. Laurent dans sa thèse. CommeLLpol est un sous-système deLL , un modèle de
LL esta fortiori un modèle deLLpol. Et bien queMALLP ne soit ni un sous-système deMALL ,
ni un sous-système deLL , un modèle deMALL suffit à faire un modèle deMALLP en considé-
rant que les décalages n’ont aucune action sur les formules ou sur les preuves. Lorsque nous
ne pouvons pas nous ramener à un modèle deLL ou deMALL et à défaut d’une axiomatique
éprouvée, nous montrons directement la correction de certains modèles deMALLP et LLpol que
nous construisons dans cette thèse.

% &' &_ O, /T],.+ -Q R3 U3 S,+ -* ..3 SS3
Il n’est pas toujours nécessaire de se placer dans un cadre catégorique pour parler d’un mo-

dèle de la logique linéaire. Le modèle relationnel de la logique linéaire est notamment un modèle
suffisamment simple pour qu’on puisse montrer sa correctionen se passant de sa description ca-
tégorique standard dans la catégorieRel des ensembles et des relations. Tous les modèles de
la logique linéaire que nous considérons dans cette thèse utilisent des constructions similaires à
celles du modèle relationnel. Le modèle relationnel joue ainsi plus ou moins le rôle d’ossature
commune à tous nos modèles. Nous rappelons donc rapidement la sémantique relationnelle de
la logique linéaire sans entrer dans le détail de sa description catégorique.

Formules. Une formuleA est interprétée par un ensemble|A| défini inductivement comme
suite : |0| = |>| = ∅, |1| = |⊥| = {∗}, |A⊥| = |A|, |A ⊕ B| = |A&B| = |A| ∪ |B|

1la condition que rajoute Biermann à l’axiomatique de Seely est que ces deux foncteurs sont monoïdaux et que
l’adjonction est elle-même monoïdale.



20 CHAPITRE 2. PRÉLIMINAIRES MATHÉMATIQUES

si|A| ∩ |B| 6= ∅ ou |A| + |B| autrement,|A ⊗ B| = |A W B| = |A| × |B| et |!A| =
|?A| = Mfin(|A|).

Contexte. On utilise le calcul des séquents en notation droite de la logique linéaire. À associati-
vité et commutativité près du produit Cartésien des ensembles, on interprète sans difficulté
la virgule des contextes par unpar. On pose donc|A1, . . . , An| = |A1 W . . . W An| =
|A1| × . . . × |An|.

Preuve. L’interprétation d’une preuve d’un séquent` Γ est un sous-ensemble de|Γ| définie
inductivement, par cas sur la dernière règle, comme dans la table 2.0.4. Pour les règles
additives il faut penser à rendre, si nécessaire, les ensemblesA etB disjoints avant appli-
cation de la règle.

Groupe identité

` A,A⊥ : {(a, a) | a ∈ |A|}

` Γ, A : f ` ∆, A⊥ : g

` Γ, ∆ : {(γ, δ) | ∃a ∈ |A|, (γ, a) ∈ f et (δ, a) ∈ g}

Groupe additif

` Γ,> : ∅

` Γ, A : f ` Γ, B : g

` Γ, A&B : f ∪ g

` Γ, A : f

` Γ, A ⊕ B : f

Groupe multiplicatif

` Γ : f

` Γ,⊥ : f × {∗⊥} ` 1 : {∗1}

` Γ, A, B : f

` Γ, A [ B : f

` Γ, A : f ` ∆, B : g

` Γ, ∆, A ⊗ B : {(γ, δ, (a, b)) | (γ, a) ∈ f, (δ, b) ∈ g}

Groupe exponentiel

` Γ, A : f

` Γ, ?A : {(γ, [a]) | (γ, a) ∈ f}

` Γ, ?A, ?A : f

` Γ, ?A : {(γ, x1 + x2) | (γ, x1, x2) ∈ f}

` Γ : f

` Γ, ?A : {(γ, []) | (γ) ∈ f}

`?A1, . . . , ?An, A : f

`?A1, . . . , ?An, !A : f†

où f
† = {(

X

1≤j≤k

x
j
1, . . . ,

X

1≤j≤k

x
j
n, [a1, . . . , ak]) | k ∈ N, ∀j, (xj

1, . . . , x
j
n, aj) ∈ f}

TAB . 2.5 – Interprétation relationnelle des règles

Il est alors relativement facile de montrer la correction dumodèle (la seule difficulté tient au
nombre de cas à écrire pour la procédure d’élimination des coupures elle-même).

% &' &` a* SS, V/3 3b+3./ -* ..3 S
Soit un modèle dénotationnel du Calcul donné sous la forme d’une catégorie cartésienne

fermée(K,⇒,×,>) contenant un certain nombre d’objets jouant le rôle de typesde base. Le
calcul considéré peut être, par exemple, leλ-calcul,PCFou la Déduction Naturelle. Usuellement
les types de bases sont le type des booléens et le type des entiers naturels.
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L’idée du collapse extensionnel est de considérer les morphismes du modèle comme des
fonctions agissant sur les types de bases ou sur d’autres fonctions (on parle alors de fonction-
nelles).

Par fermeture cartésienne, tout morphismex de K(A, B) peut être considéré comme un
morphismex̂ deK(>, C) où C est soit l’objet des morphismes deA dansB, A ⇒ B, soit
simplementB si A est l’objet terminal> de la catégorie. On dit alors quêx est un élément de
C. Réciproquement un élémentf deA ⇒ B peut être considéré comme un morphisme def̌ de
K(A, B). Si x est un élément deC et sif est un élément deC → D on peut alors composeřf
etx pour obtenir un élément(x # f̌ )̂ deD, notéf(x). Ceci correspond à la notion d’application
d’une fonction à un argument.

Contrairement aux fonctions, deux élémentsf et g de A ⇒ B peuvent très bien vérifier
quef(x) = g(x) pour tout élémentx de A sans quef et g soient égaux. Autrement dit le
modèle fait des différences entre morphismes qui ne sont pasopérationnelles. On introduit alors
une relation d’équivalence partielle, appelée relation d’équivalence extensionnelle et qui jouera
le rôle de l’égalité entre fonctions. Cette relation∼ est définie entre éléments des objets du
langageA := ι | A ⇒ B où lesι sont les types de bases. Sur les types de bases, la relation∼ι

est juste l’égalité. La relation∼ A ⇒ B est définie comme suit. Sif et g sont des éléments de
A ⇒ B, alors

f ∼A⇒B g ⇐⇒ ∀x, y ∈ A, x ∼A y =⇒ f(x) ∼B g(y).

Un élémentf deA ⇒ B est dit extensionnel lorsquef ∼A⇒B f . Si nécessaire, cette relation
peut aussi être définie sur les types produitsA × B.

Pour les calculs qui nous intéresse, (leλ-calcul, PCF ou la Déduction Naturelle) la notion
d’application du modèle coïncide avec la notion d’application syntaxique (l’application duλ-
calcul ou lemodus ponens). Par correction on a alors que toute interprétation de terme ou de
preuve est extensionnelle. Le quotient (partiel) du modèlecatégorique par la relation d’exten-
sionnalité est alors encore un modèle dénotationnel du calcul. Ce quotient est appelé le collapse
extensionnel du modèle.

Dans cette thèse, nous considérerons de tels collapses extensionnels de modèles, dans le
cadre particulier ou la catégorieK est obtenue à partir d’un modèle catégoriqueC deILL (comme
co-construction de Kleisli associée à la catégorieC). Nous serons aussi amenés à comparer les
collapses extensionnels définis par différents modèles catégoriques deILL .

Dans [s02b] P.-A. Melliès définit un critère catégorique suffisant pour que deux modèles
catégoriques deILL définissent le même collapse extensionnel. Nous utilisons ce critère uni-
quement dans le cadre où les deux modèles deILL sont données dans la même catégorie et ne
différent que par la structure qu’elles associent aux exponentielles. Ce cadre restreint corres-
pond en fait à une version antérieure et non publiée du critère de Melliès et qui peut désormais
être considérée comme un cas particulier d’application du résultat établit dans [s02b]. Nous
rappelons le critère de Melliès dans ce cas particulier.

Soit une catégorieC équipée de deux structures exponentielles,(!
1
, †1, aff1, cont1, der1) et

(!
2
, †2, aff2, cont2, der2), telle queC soit un modèle catégorique deILL pour chacune des deux

structures exponentielles et pour une même structure multiplicative additive(1,>, &,⊗). Nous
supposons de plus queC est donnée avec un ensemble de types de basesι. SoientTopUn1

l’isomorphisme!
1
> ∼= 1 du premier modèle etTopUn2 l’isomorphisme!

2
> ∼= 1 du second

modèle.

Théorème 2.1 ([s02b]).S’il existe une famille(θA)A∈C de morphismesθA : !
1
A → !

2
A deC et

une famille(ζA)A∈C de morphismesζA : !
2
A → !

1
A deC telles que, pour tout objetA ∈ C :
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– les diagrammes suivants commutent

!
1
>

θ>1

TopUn
†1
1

TopUn
†2
2

!
2
>

!
1
A

θA

der1,A

A

!
2
A

der2,A

!
1
>

1

TopUn
†1
1

TopUn
†2
2

!
2
>

ζ>

!
1
A

der1,A

A

!
2
A

der2,A

ζA

– si f : !
1
> → A et g : !

2
> → A sont deux morphismes deC tels queθ> # g = f alors le

diagramme suivant commute :

!
1
>

θ>

f†1

!
1
A

θA

!
2
>

f†2

!
2
A

– si f : !
1
> → A et g : !

2
> → A sont deux morphismes deC tels queζ> # f = g alors le

diagramme suivant commute :

!
1
> f†1

!
1
A

!
2
>

ζ>

f†2

!
2
A

ζA

Alors les deux modèles(C, !
1
) et (C, !

2
) de ILL définissent le même collapse extensionnel.

Dans les applications que nous ferons de ce théorème nous ne préciserons pas les types de
bases.
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Nous voulons associer à chaque hypercohérence unestructure de jeu, autrement dit un arbre

muni d’une notion de polarité (à deux valeurs) tel que les étiquettes successives sur une branche
alternent en polarité. Or une polarité naturelle dans les hypercohérences est la valeur de co-
hérence d’un ensemble de points lorsque cet ensemble est finiet non vide. Si ce n’est pas un
singleton, un tel ensemble est soit cohérent soit incohérent. On peut alors faire coïncider la po-
larité de cohérence avec la polarité des jeux. C’est effectivement cette intuition simple que nous
suivrons dans ce chapitre. Ainsi les coups dans la structurede jeu seront des sous-ensembles de
la trame et la polaritéJoueurouOpposantd’un coup sera donnée par sa valeur de cohérence. À
cohérent nous ferons correspondreJoueuret à incohérentOpposant.1

Avant de définir la manière dont on associe une structure de jeu à chaque espace et d’en
étudier les propriétés sémantiques nous allonsapprêterun petit peu nos hypercohérences. Es-
sentiellement nous souhaitons faire une étude la plus générale possible et pour cela nous devons
avoir accès à une valeur de cohérence pour des ensemblesinfinis de points de la trame. En se
contentant de la valeur de cohérence pour des ensembles finisde points de la trame nous se-
rions cantonné à ne considérer pour nos structures de jeux que des hypercohérences finies. Nous
introduisons donc une généralisation des valeurs de cohérence : l’infinie cohérence.

\ &( &( �.� .-3 1*�T U3.13
Définition 3.1. SoitX une hypercohérence. Un sous-ensemble non videx de points de la trame
deX est ditinfiniment cohérentdansX lorsque :

∀u ⊆fin x, ∃v ∈ Γ(X), u ⊆ v ⊆ x.

L’ensemble des sous-ensembles infiniment cohérent de la trame deX est noté∆(X). Un sous-
ensembleinfiniment incohérentdansX est un élément de∆(X⊥). Un ensemble infiniment
cohérent (resp. incohérent) est dit strictement infinimentcohérent (resp. strictement infiniment
incohérent) lorsqu’il n’est pas réduit à un singleton. On note∆∗(X) (resp.∆∗(X⊥)) l’ensemble
des parties de la trame deX strictement infiniment cohérentes (resp. strictement infiniment
cohérentes).

1Dans cette thèse, pour signifier qu’un coup ou qu’une partie dans un jeu sont de la polarité duJoueurou de la
polarité de l’Opposantnous emploierons les motsjoueur et opposantcomme s’il s’agissait d’adjectifs (invariables).
Ainsi « coup joueur » signifie ici coup de la polarité duJoueur.

25
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Remarques3.2. Une notion très naturelle de sous-espace existe pour les hypercohérences : si
X est une hypercohérence et siE est un sous-ensemble de la trame deX alors le sous-espace
induit parX surE est l’hypercohérence de trameE et de cohérence

ΓX(E) = Γ(X) ∩ Pfin(E).

L’infinie cohérence est clairement compatible avec cette notion de sous-espace puisque

∆((E, ΓX(E)) = ∆(X) ∩ P∗(E).

La cohérence infinie∆(X) est en fait égale à l’ensemble de toutes les unions filtrantesnon
vides d’éléments deΓ(X), i.e.

x ∈ ∆(X) ⇐⇒ ∃D ⊆∗ Γ(X), (∀u, v ∈ D, ∃w ∈ D, u ∪ v ⊆ w) et ∪ D = x. (3.1)

Démonstration.Soit un élémentx de∆(X). Pour chaque sous-ensemble finiu dex, il existe
un sous-ensemble fini non videvu dex qui contientu et qui est un élément deΓ(X). Posons
D = {vu | u ⊆fin x}. Alors D est une partie filtrante non vide deΓ(X) (car pour chaque
paire d’élémentsvu, vu′ deD, vvu∪vu′ est un élément deD) et ∪D = x. Réciproquement si
D est une partie filtrante deΓ(X) alors, pour chaque sous-ensemble finiu de∪D, il existe un
sous-ensemble finiV deD tel queu ⊆ ∪V et il existe un élémentw deD tel que∪V ⊆ w,
doncu ⊆ w ⊆ D etw ∈ Γ(X). Ceci prouve bien que∪D ∈ ∆(X).

Les hypercohérences qui nous intéressent viennent de la sémantique. À ce titre, bien qu’elles
puissent être de trame infinie, elles vérifient une conditionde cardinalité très utile pour l’étude de
la cohérence infinie. En l’absence du second ordre toutes leshypercohérences de la sémantique
(de la logique linéaire ou d’un calcul simplement typé avec comme types de bases les entiers ou
les booléens) sont localement finies. Pour une preuve de ce résultat on se reportera à la section
’A cardinality issue’de [Ehr00]. Nous rappelons simplement la définition de la finitude locale.

Définition 3.3. Soit une hypercohérenceX et soita ∈ |X |. On notePa
fin(|X |) l’ensemble des

parties finies de|X | qui contiennenta. Soit alors≈X la relation d’équivalence surPa
fin(|X |)

définie par

u ≈X u′ ssi∀v ∈ Pa
fin(|X |), u ∪ v ∈ Γ(X) ⇐⇒ u′ ∪ v ∈ Γ(X).

Le nombre de classes d’équivalences pour cette relation estappelé ledegré réduitdea. L’hyper-
cohérenceX est dite localement finie lorsque ce degré réduit est fini pourtout élément de|X |.

Remarques3.4. Toute hypercohérence finie est localement finie. Par ailleurs, la finitude locale
est préservée par sous-espaces. Autrement dit, siX est une hypercohérence localement finie et
si E ⊆ |X | alors(E, ΓX(E)) est localement finie.

Dans les cas d’hypercohérences localement finies, la cohérence infinie se comporte, bon gré
mal gré, comme la cohérence. Pour établir quelques uns des résultats mettant en évidence cela
le lemme suivant est fort utile.

Lemme 3.5. Si X est une hypercohérence localement finie alors toute suite sur P∗
fin(|X |) qui

est strictement croissante pour l’inclusion et qui alterneles éléments deΓ(X) et deΓ⊥(X) est
de longueur finie.

Démonstration.Supposons qu’il existe une telle suiteS = (Si)i∈N de longueur infinie. Le pre-
mier élément deS contient au moins un point de la trame deX . Appelons lea. Par croissance de
S, tous ses termes sont des éléments dePa

fin(|X |). Par alternance, la suiteS contient une infinité
d’éléments strictement cohérents (et aussi une infinité d’éléments strictement incohérents). Pour
chaque paire(si, sj) d’éléments strictement cohérents distincts (i 6= j) il existe un éléments′

deS qui vérifiesmin(i,j) ( s′ ( smax(i,j). Ainsi pour chacune de des paires(si, sj), il existe
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uns′ tel quesmin(i,j) ∪ s′ est strictement incohérent car égal às′ etsmax(i,j) ∪ s′ est strictement
cohérent car égal àsmax(i,j). Doncsi 6≈X sj . Ainsi S contient une liste infinie d’éléments de
Pa

fin(|X |) dont les classes d’équivalence pour≈X sont distinctes deux à deux. C’est en contra-
diction avec la finitude du degré réduit dea et donc en contradiction avec la finitude locale de
X , ce qui conclut.

Proposition 3.6 (caractérisation de la cohérence infinie).SiX est une hypercohérence loca-
lement finie alors un sous-ensemble non videx de la trame deX est infiniment cohérent si et
seulement si :

∀a ∈ x, ∃v ∈ Γ(X), a ∈ v ⊆ x et∀w ⊆fin x, v ⊆ w ⇒ w ∈ Γ(X).

ou de manière équivalente si et seulement si

∀u ⊆fin x, ∃v ∈ Γ(X), u ⊆ v ⊆ x et∀w ⊆fin x, v ⊆ w ⇒ w ∈ Γ(X).

Démonstration.L’équivalence entre les deux propriétés énoncées dans la proposition est tri-
viale. La seconde est clairement plus forte que la première et la première implique la seconde :
il suffit de choisir un élémenta deu, d’obtenir ainsi unv comme dans la première propriété et
de choisirv ∪ u pour lev de la seconde. On prouve le résultat (l’équivalence avec la définition
de la cohérence infinie) pour la première version de la caractérisation. La propriété de la pro-
position implique la propriété de la définition. La seule chose à vérifier est donc l’implication
réciproque. Six est un singleton les deux propriétés sont triviales et toujours vérifiées. On peut
donc supposer quex contient au moins deux élémentsb et c.

Supposons qu’il existe un élémentx de∆(X) qui ne vérifie pas la caractérisation. Alors il
existe una dans|X | tel que pour chaquev, si a ∈ v ⊆fin x alors il existe un élémento(v) de
Γ⊥(X) tel quev ⊆ o(v) ⊆fin x. De plus, lorsquev n’est pas un singleton,o(v) est strictement
plus grand quev. Mais commex est infiniment cohérent on a aussi que pour chaqueu, si
u ⊆∗

fin x alors il existe un élémente(u) deΓ(X) tel queu ⊆ e(u) ⊆fin x et lorsqueu n’est pas
un singleton,e(u) est strictement plus grand queu.

Ainsi en posant :u0 = e({a, b, c}), ui+1 = e(ui), pour chaque entier naturel pairi, et
ui+1 = o(ui), pour chaque entier naturel impairi, on construit une suite strictement croissante
(ui)i∈N∗ surPfin(X) alternant les éléments deΓ(X) et deΓ⊥(X). Par le lemme3.5, on a une
contradiction avec la finitude locale. Ceci conclut la preuve que la caractérisation est correcte.

485L89;:;< �;?;876A<
Propriétés:

3.7. La cohérence infinie est compatible avec la cohérence

Pfin(X) ∩ ∆(X) = Γ(X) (et doncPfin(X) ∩ ∆(X⊥) = Γ⊥(X)).

3.8. SiX est localement finie alors la cohérence infiniesépareX , c’est à dire que :

(a) seuls les singletons sont à la fois infiniment cohérent etinfiniment incohérent,i.e.

∆(X⊥) ∩ ∆(X) = {{a}/a ∈ |X |}.

(b) tout sous-ensemble de la trame deX est infiniment cohérent ou infiniment incohé-
rent, i.e.

∆(X) ∪ ∆(X⊥) = P∗(X).
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3.9. SiX est parallèle alors

∀I ⊆∗ N, ((∀i ∈ I, xi ∈ ∆(X)) ∧ ∩i∈Ixi 6= ∅) ⇒ ∪i∈Ixi ∈ ∆(X)

(et par passage à l’orthogonal on a la même propriété pour l’infinie incohérence dans
une hypercohérence série).

Démonstration de la propriété 7.Si x est un élément deΓ(X) alorsx est aussi un élément de
∆(X) (pour chaque sous-ensembleu dex on au ⊆ x ⊆fin x etx ∈ Γ(X)). Soit maintenantx
un sous-ensemble fini de|X | infiniment cohérent. Alors pour chaque sous-ensemble finiu dex,
en particulier pourx lui-même, il existe un élémentv deΓ(X) tel queu ⊆ v ⊆fin x. Lorsqueu
égalex, v égalex aussi doncx ∈ Γ(X).

Démonstration de la propriété 8a.La propriété précédemment prouvée assure que tous les sin-
gletons sont à la fois infiniment cohérent et infiniment incohérent.

Soit maintenantx un sous-ensemble non vide de|X | non réduit à un singleton et supposons
quex ∈ ∆(X)∩∆(X⊥). On va alors obtenir une suite infinie contredisant la finitude locale de
X grâce au lemme 3.5.

Soienta etb deux éléments distincts dex alors il existe un sous-ensembleu0 dex strictement
cohérent et contenanta et b. De plus siui est un sous-ensemble fini dex strictement incohérent
alors il existe unui+1 strictement cohérent et tel queui ⊆ ui+1 ⊆ x et si ui est un sous-
ensemble fini dex strictement cohérent alors il existe unui+1 strictement incohérent et tel que
ui ⊆ ui+1 ⊆ x. Ceci garantie l’existence d’une suite infinie(ui)i∈N strictement croissante et
dont les éléments alternent entre stricte cohérence et stricte incohérence. D’où la contradiction.

Démonstration de la propriété 8b.Supposons qu’il existe un sous-ensemble non videx de |X |
qui n’est ni infiniment cohérent ni infiniment incohérent. CommeX est localement finie on peut
utiliser la caractérisation de l’infinie cohérence de la proposition 3.6 et en déduire quex vérifie :

∃a ∈ x, ∀ui ∈ Γ(X), (a ∈ ui ⊆fin x ⇒ ∃ui+1 ∈ Γ∗⊥(X), ui ⊂ ui+1 ⊆ x)

∃b ∈ x, ∀ui ∈ Γ⊥(X), (b ∈ ui ⊆fin x ⇒ ∃ui+1 ∈ Γ∗(X), ui ⊂ ui+1 ⊆ x).

En choisissantu0 égal à{a, b} on obtient alors une suite infinie contredisant la finitude locale
par le lemme 3.5.

Démonstration de la propriété 9.Si I est un singleton il n’y a rien à prouver. On commence par
prouver la propriété pourI = {1, 2}. Soientx1 et x2 deux éléments de∆(X), d’intersection
non vide. Soita un élément dex1∩x2. Et soitu un sous-ensemble fini non vide dex1∪x2. Il faut
prouver qu’il existe un sous-ensemble cohérent dex1 ∪ x2 qui contientu. Or, par cohérence de
x1, il existe un sous-ensemble cohérentv1 dex1 qui contient le sous-ensemble fini(u∩x1)∪{a}
dex1. De même il existe un sous-ensemble fini cohérentv2 dex2 et qui contient(u∩x2)∪{a}.
Par parallélisme deX et commev1 et v2 s’intersectent,v = v1 ∪ v2 est cohérent. De plus
u ⊆ v ⊆ x1 ∪ x2. La propriété pourI = {1, 2} est donc prouvée. Son extension à toutI fini
non vide est alors immédiate. Reste le cas oùI n’est pas un ensemble fini. Ce cas se ramène
au cas fini. En effet, soitu une partie finie de∪i∈Ixi. Alors il existe une famille finie(xi)i∈J

extraite de la famille(xi)i∈I telle queu est encore un sous-ensemble fini de∪i∈Jxi. On en
déduit l’existence d’un sous-ensemble cohérentv de∪i∈Jxi qui contientu. Maisa fortiori v est
un sous-ensemble de∪i∈Ixi. C’est donc que∪i∈Ixi est infiniment cohérent.
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Définition 3.10 (généralisation additive).Soit (Xi)i∈I une famille finie ou dénombrable. Les
hypercohérences&i∈IXi et⊕i∈IXi ont pour trame

∑

i∈I |Xi| et pour relations de cohérence

Γ(&i∈IXi) = {u ⊆∗
fin

∑

i∈I

|Xi||∀i ∈ I, (u ⊆ |Xi| ⇒ u ∈ Γ(Xi))}

Γ(⊕i∈IXi) = {u ⊆∗
fin

∑

i∈I

|Xi||∃j ∈ I, u ∈ Γ(Xj)}.

Cette définition généralise les constructions additives binaires& et⊕.

Propriétés (logiques):SoientX , X1 et X2 trois hypercohérences et soit(Xi)i∈I un famille
finie ou dénombrable d’hypercohérences. Alors :

3.11. ∀x ⊆∗
∑

i∈I |Xi|, x ∈ ∆(&i∈IXi) ⇔ ∀i ∈ I, (x ⊆fin |Xi| ⇒ x ∈ ∆(Xi))

3.12. ∀x ⊆∗
∑

i∈I |Xi|, x ∈ ∆(⊕i∈IXi) ⇔ ∃j, x ∈ ∆(Xj)

3.13. si X1 etX2 sont localement finies alors

∀x ⊆∗ |X1| × |X2|, x ∈ ∆(X1 ⊗ X2) ⇔ π1(x) ∈ ∆(X1) etπ2(x) ∈ ∆(X2)

(et la propriété respective pour leW).

3.14. SiX est localement finie etsériealors

∀x ⊆ |!X |, x ∈ ∆(!X) ⇔ ∀w / x, w ∈ ∆(X)

(et la propriété respective pour le “pourquoi pas” lorsqueX est localement finie et pa-
rallèle).

Preuve de la propriété 11.Si un sous-ensemble non videx de
∑

i∈I Xi est entièrement inclus
dans l’un des|Xi| alors il y a équivalence entrex ∈ ∆(X) etx ∈ ∆(Xi). Ainsi la seule chose à
prouver est que six∩ |Xi| 6= ∅ etx∩ |Xj | 6= ∅ pouri etj deux indices distincts deI alorsx est
infiniment cohérent dans&i∈IXi. Un telx contient au moins un élément de|Xi|, disonsa, et un
élément de|Xj |, disonsb. Soit maintenantu un sous-ensemble fini dex. L’ensembleu ∪ {a, b}
est fini, non vide et il n’est contenu dans aucun des|Xi|. C’est donc un ensemble cohérent qui
contientu et est contenu dansx. Ce qui conclut.

Preuve de la propriété 12.Comme pour la propriété précédente, la seule chose à prouvercon-
cerne unx qui intersecte au moins deux|Xi|. Disonsa ∈ x∩|Xi| etb ∈ x∩|Xj |. Il faut montrer
qu’un telx n’est pas infiniment cohérent. Pour cela il suffit de considérer le sous-ensemble{a, b}
dex : il est clair que pour toutv qui contient{a, b}, v est strictement incohérent. Ainsi un telx
ne peut pas être infiniment cohérent.

Preuve de la propriété 13.Soit x un sous-ensemble non vide de|X |. Supposons quex est in-
finiment cohérent dansX1 ⊗ X2 et soitu1 un sous-ensemble fini non vide deπ1(x). Alors il
existe un sous ensemble finiu dex tel queu1 ⊆ π1(u). Commeu est un sous-ensemble fini de
x, il existe un sous-ensemble cohérentv dex qui contientu. Le sous-ensembleπ1(v) deπ1(x)
est cohérent dansX1, de plusu1 ⊆ π1(u) ⊆ π1(v). Ceci conclut à l’infinie cohérence deπ1(x).
L’infinie cohérence deπ2(x) dansX2 s’obtient de même.

Maintenant supposons queπ1(x) et π2(x) sont tous deux infiniment cohérents et soitu un
sous-ensemble fini dex. Il existe unv1 ⊆fin π1(x) et unv2 ⊆fin π2(x) tels que

π1(u) ⊆ v1 et∀w1(π1(u) ⊆ w1 ⊆fin π1(x) =⇒ w1 ∈ Γ(X1))

π2(u) ⊆ v2 et∀w2(π2(u) ⊆ w2 ⊆fin π2(x) =⇒ w2 ∈ Γ(X2)).

Mais il existe un sous-ensemble finiv′ de x tel quev1 ⊆ π1(v
′) et il existe aussi un sous-

ensemble finiv′′ dex tel quev2 ⊆ π1(v
′′). Ainsi u ∪ v′ ∪ v′′ est un sous-ensemble fini dex
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contenantu et que nous noteronsw. Commev1 ⊆ π1(w) ⊆ π1(x) on a queπ1(w) est cohérent
dansX1 et commev2 ⊆ π2(w) ⊆ π2(x), π2(w) est cohérent dansX2. Donc, finalementw est
cohérent dansX1 ⊗ X2. Ce qui achève bien la preuve de la propriété pour le tenseur.

On a facilement la propriété respective pour lepar : rappelons juste que lorsqueX1 et X2

sont tous deux localement finis alorsX1 W X2 est encore localement fini ([Ehr00]), ce qui
permet de conclure en utilisant la bonne dualité de l’infiniecohérence dans le cas localement
fini.

Preuve de la propriété 14.Soit x un sous-ensemble non vide de|!X | tel que chacune de ses
sections soit infiniment cohérente dansX . Nous devons prouver quex ∈ ∆(!X). Autrement
dit, étant donnéU un sous-ensemble fini non vide dex, nous devons exhiber un sous-ensemble
V cohérent de!X tel queU ⊆ V ⊆fin x.

Supposons la propriété suivante vraie :

∃r / U, ∀S ⊆fin x, ∃t(S) ∈ Γ∗⊥(X), r ⊆ t(S) ⊆ ∪x et t(S) ∩ (∪(U ∪ S)) / (U ∪ S)

Pour chaqueS ⊆fin x on se donne un telt(S). Considéronss = ∪S⊆finxt(S). Clairement,s
est un sous-ensemble non vide de∪x qui intersecte chacun des éléments dex. C’est donc une
section dex. Nous allons exhiber une contradiction en montrant ques est en fait une section
strictement infiniment incohérente dex. Soitu un sous-ensemble fini non vide des et soitV un
sous-ensemble fini dex tel queu ⊆ ∪V . Choisissons maintenant unt(y) pour chaquey ∈ V .
Comme chacun de cest(y) contientu et est strictement infiniment incohérent dansX , on peut
conclure par sérialité deX que leur union∪y∈V t(y) est strictement incohérente. Ceci prouve
ques est strictement infiniment incohérent dansX ce qui contredit notre hypothèse.

La propriété précédemment supposée vraie est donc fausse, on a donc :

∀r / U, ∃S ⊆fin x, ∀t ∈ Γ∗⊥(X), r ⊆ t ⊆ ∪x =⇒ t ∩ (∪(U ∪ S)) 6 (U ∪ S)

Comme l’ensembleU est fini, l’ensemble{r | r / U} est aussi fini. Pour chacun des élémentsr
de cet ensemble, choisissons unS comme dans la propriété précédente, que nous noteronsSr.
On obtient que∪r/USr est un sous-ensemble fini dex. Donc finalementU∪(∪r/USr), que nous
noteronsV , est un sous-ensemble fini dex. Soit maintenant une sectiont deV . L’ensemblet
est fini et non vide et est contenu dans∪x. Soitr égal àt ∩ (∪U). L’ensembler est une section
deU et t∩ (∪(U ∪Sr)) est une section de(U ∪Sr) qui contientr. Donct est cohérent dansX .
Ainsi V est cohérent dans!X . Ceci achève de prouver quex est infiniment cohérent dans!X .

Il reste à prouver l’implication de la gauche vers la droite.Les constructions logiques, en
particulier!, conservent la finitude locale. Nous pouvons donc utiliser la propriété 8 pour!X .
Ainsi il suffit de prouver que, six est un sous-ensemble deClfin(X) qui admet une sectionw
strictement infiniment incohérente, alorsx est strictement infiniment incohérent dans!X . Soit
U un sous-ensemble fini dex. Nous devons exhiber un sous-ensemble strictement infiniment
incohérentV contenantU et inclus dansx. CommeU est un ensemble fini d’ensembles finis
la réunion de ses éléments∪U est finie etw ∩ (∪U) est un sous-ensemble fini dew. Comme
w est strictement infiniment incohérent il contient au moins deux éléments distincts, disonsa1

et a2 et l’ensemblew ∩ (∪U) ∪ {a1, a2}, que nous noteronsu, est un sous-ensemble fini non
vide dew. Donc il existe un sous-ensemble incohérentv deX tel queu ⊆ v ⊆ w. Et comme
a1 eta2 appartiennent àv, v est strictement incohérent dansX . Commev est un sous-ensemble
dew, pour chaque élémenta de v il existe au moins un élémenty dex tel quea ∈ y. On se
donne pour chaque élémenta dev un tely notéya. SoitV l’ensemble égal àU ∪ {ya/a ∈ v}.
Pour chaque élémenta dev il existe un élémenty deV tel quea est un élément deV et pour
chaque élémentya, l’élémenta dev est tel quea ∈ ya. De plus,w étant une section dex, pour
chaque élémenty deU il existe un élémenta dew tel quea ∈ y, et cet élémenta est encore un
élément dew ∩ (∪U), donc deu. Conséquemmentv est une section deV ce qui fait deV un
sous-ensemble strictement incohérent de!X . Ce qui achève la preuve.

En utilisant à nouveau la conservation logique de la finitudelocale on en déduit que le
pourquoi paspossède la propriété duale, en tenant bien compte du fait quela dualité échange le
parallélisme et la sérialité.
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Proposition 3.15 (Décomposition série).SiX est une hypercohérence série, siE est un sous-
ensemble non vide de|X | et sie est un élément deE alors : il existe un unique sous-ensemble
de E, infiniment incohérent dansX , qui contiente et qui est maximal pour l’inclusion. On
note↓ (E, e) ce sous-ensemble. En conséquent tous les sous-ensemble infiniment incohérent
maximaux deE sont disjoints et il existe un unique ensemble d’hypercohérences{Yi | i ∈ I}
appelée décomposition série du sous-espaceE deX et qui vérifie

(E, ΓX(E)) = &i∈IYi.

Pour un sous-espaceE d’une hypercohérence parallèle on a la décomposition deE en un
⊕ généralisé d’hypercohérences de trame les sous-ensemblesinfiniment cohérents maximaux de
E.

Démonstration.Soientu et v deux sous-ensembles infiniment incohérents deE contenante et
maximaux pour l’inclusion. Comme ils s’intersectent, par sérialité étendue à l’infinie cohérence
(propriété 9), leur union est encore infiniment incohérente. Par maximalité ils sont donc égaux.
La décomposition série{Yi | i ∈ I} deE est obtenue en prenant l’ensemble des sous-espaces
deX généré par l’ensemble de tous les sous-ensembles infinimentincohérents maximaux deE.
Son unicité est conséquence directe de l’unicité de ce dernier ensemble.

\ &( &% O3 ^TVS* -3]3.+ 3. +*RU/
Nous généralisons ici le déploiement en tours des hypercohérences finies séries, défini par

T. Ehrhard dans [Ehr00], aux hypercohérences localement finies.
Une tour sera une suite finie de partie de la trame alternant entre parties infiniment cohé-

rentes et parties infiniment incohérentes. Nous la verrons donc tout naturellement comme une
partie dans un jeu à deux joueurs. En considérant toutes les tours sur une hypercohérence nous
obtiendrons une structure de jeu.

Définition 3.16 (Relation d’habilitation). Soit une hypercohérence localement finieX . On
définit une relation binaire “̀X ” surP∗(|X |) en posantx `X y lorsque :

– y ( x ;
– si x est un sous-ensemble strictement infiniment incohérent dans X alorsy est un sous-

ensemble infiniment cohérent dex maximal pour l’inclusion dansx ;
– et six est strictement infiniment cohérent dansX alorsy est un sous-ensemble infiniment

incohérent dex maximal pour l’inclusion dansx.
Lorsquex `X y on dit quex habilite y dansX ou quey esthabilité par x. On noteS(x)
l’ensemble des éléments deP∗(|X |) habilités parx dansX .

Remarque3.17. L’ensembleS(x) est vide seulement six est un singleton.

Définition 3.18 (coups, parties et tours).
– Unepartie surX est une suite non videS = 〈xi0 . . . xn〉 telle quexi0 = |X | et telle que

si i0 ≤ i < n alorsxi `X xi+1. Avec la convention quei0 = 0 si |X | ∈ ∆(X) et i0 = 1
si |X | ∈ ∆∗⊥(X).

– Unetour surX est une partie finieS surX dont le dernier élément est un singleton. Le
piedd’une tourS surX , notép(S), est l’unique élément de son dernier élément.

– On appellecoupssur X les sous-ensembles de|X | qui apparaissent comme éléments
d’une tour surX et on noteM(X) l’ensemble des coups surX .

Remarques3.19.
– CommeX est localement finie, par le lemme 3.5, toutes les parties sont finies.
– Pour chaquea ∈ |X | il existe une tour surX de pieda et pour chaque partie (finie)S sur

X , si a est un élément du dernier élément de la partie, il existe une tour surX de pieda
dontS est préfixe.
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– La convention choisie pour la valeur dei0 nous place dans un cadre ou chaque élément
d’une partie indexé par un entier pairX est infiniment cohérent et chaque élément indexé
par un entier impair est infiniment incohérent.

Définition 3.20 (arbre des tours). On note|X̃| l’ensemble des tours surX . L’ensemble des
parties surX muni de la relation de précédence pour l’ordre préfixe des suites définit un arbre,
égal à la clôture par préfixes non-vides de|X̃|. On l’appelle l’arbre des tourssurX .

Remarque3.21. Cet arbre a les deux propriétés suivantes :

plénitude ∀s ∈ |X̃ |, ∀k ∈ N, 1 ≤ k < ‖s‖ ⇒ ∃s′ ∈ |X̃|, ‖s ∧ s′‖ = k ;

bonne terminaison∀s, s′ ∈ |X̃|, ‖s ∧ s′‖ = ‖s‖ ⇒ s = s′.

Ces deux propriétés prendront de l’importance lors de la construction de modèles de jeux
dans les chapitres 5 et 4.

Lemme 3.22.Si de plusX est série parallèle alors chaque coup surX apparaît comme dernier
élément d’une seule partie surX . L’arbre des tours surX est alors en isomorphisme de graphe
avec le graphe(M(X),`X).

Démonstration.Supposons qu’il existe un coupu surX qui apparaît comme dernier élément
d’au moins deux parties différentesP etP ′ surX . Prenons le plus grand préfixe commun àP et
àP ′, 〈ui0 , . . . , uk〉. Cette suite est non vide car〈|X |〉 est forcément préfixe deP et deP ′. Soient
v et v′ les deux coups surX tels que〈ui0 , . . . , uk, v〉 soit un préfixe deP et 〈ui0 , . . . , uk, v′〉
soit un préfixe deP ′. On au ⊆ v ∩ v′. Il y a deux possibilités. Soituk est infiniment cohérent
et c’est quev etv′ sont infiniment incohérents. Auquel cas, par sérialité, on aurait quev ∪ v′ est
encore infiniment incohérent. Et par maximalité respectives dev et v′ dansuk, dans ce cas,v
égalev′. Soituk est infiniment incohérent et de la même manière par parallélisme on conclurait
quev égalev′. Dans les deux cas c’est une contradiction avec la maximalité de〈ui0 , . . . , uk〉.
Chaque coup surX apparaît donc comme dernier coup d’une seule partie surX .

Et c’est une conséquence immédiate que l’arbre des tours estfidèlement représenté par le
graphe orienté dont les sommets sont les coups et pour lequelil y a une arrête du sommetu au
sommetv lorsqueu `X v.

Définition 3.23. On noteM J(X) l’ensemble des coups surX apparaissant avec un un indice
pair dans une partie surX , on noteM∗J(X) ceux d’entre eux qui ne sont pas des singletons, on
noteM O(X) l’ensemble des coups surX qui apparaissent avec un indice impair dans une partie
surX etM∗O(X) ceux d’entre eux qui ne sont pas des singletons. On appellecoups joueursur
X les éléments deM J(X), coups joueur strictssurX les éléments deM∗J(X), coups opposant
sur X les éléments deM O(X) et coups opposant strictssur X les éléments deM∗J(X). On
appelle parfois les singletonscoups finaux.

Ceci fait ainsi correspondre joueur avec infinie cohérence et opposant avec infinie incohé-
rence. Au delà du fait que seuls certains sous-ensembles (les coups) sont pris en considération
dans la terminologie opposant/joueur, ce glissement terminologique a pour intérêt essentiel un
traitement différent des singletons. Ainsi si les singletons sont tous ambivalent pour la cohérence
(infinie), il n’en va pas de même pour la distinction opposant/joueur qui attribue une polarité aux
singletons en les localisant dans les tours. Mais cette polarité locale n’implique pas une polarité
globale comme l’indique l’exemple donné dans la remarque suivante.

Remarques3.24.
– L’ensembleM J(X)∩M O(X) contient les coups surX qui apparaissent à la fois avec un

indice pair dans une partie surX et avec un indice impair dans une (autre) partie surX . Il
ne peut donc contenir que des singletons puisque ceux-ci sont les seuls sous-ensembles de
|X | qui sont à la fois infiniment cohérent et infiniment incohérent. Il n’est généralement
pas vide : par exemple le singleton{a} dans l’hypercohérence finieX0 de trame|X0| =
{a, b, c, d} et dont la cohérence estΓ∗(X0) = {{a, b, c, d}, {a, b, c}, {a, b, d}, {a, c}}
apparaît à un indice pair dans la tour〈{a, b, c, d}, {a, b}, {a}〉 et à un indice impair dans
la tour〈{a, b, c, d}, {a, c, d}, {a, c}, {a}〉 donc{a} ∈ M J(X0) ∩ M O(X0).
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– Mais dans le cas oùX est série parallèle l’ensembleM J(X)∩M O(X) des coups à la fois
joueur et opposant est vide (puisque chaque singleton n’apparaît qu’une fois dans l’arbre
des tours).

Lemme 3.25. Pour chaque élémenta de la trame d’une hypercohérence localement finieX , le
nombre de tours terminant par le singleton{a} est fini.

Démonstration.Soit a un élément de la trame deX et considérons le sous-arbre de l’arbre des
tours décrit par l’ensemble des tours terminant sur{a}. Comme chaque tour est de longueur
finie, nous avons seulement à prouver que le nombre de branches au-dessus de chaque nœud de
l’arbre est fini. C’est-à-dire prouver que pour chaque coup opposant de ce sous-arbre ses sous-
ensembles infiniment cohérents maximaux contenanta sont en nombre fini et que pour chaque
coup joueur de ce sous-arbre ses sous-ensembles infiniment incohérents maximaux contenanta
sont aussi en nombre fini.

Nous le faisons en remarquant que pour chaque sous-ensemblex contenanta et pour chaque
sous-ensembley dex infiniment cohérent (resp. infiniment incohérent) maximal et contenanta,
l’inclusion dansy des parties finies dex contenanta est close par la relation d’équivalence≈X

i.e.
∀u, u′ ∈ Pa

fin(x), (u ≈X u′ etu ⊆fin y) ⇒ u′ ⊆fin y

En effet ceci permettra de conclure car on aura alors que le nombre dey infiniment cohérent
(resp. infiniment incohérent) possibles sera majoré par le nombre de classes d’équivalences pour
la relation≈X dansPa

fin(x) donca fortiori par le degré réduit dea dansX qui lui est fini, par
hypothèse.

Il nous reste à prouver la remarque. Soientx un élément dePa(|X |) et y un sous-ensemble
infiniment cohérent (resp. infiniment incohérent) maximal dex contenanta. Soient encoreu et
u′ des éléments dePa

fin(x) tels queu ≈X u′ et u ⊆fin y. On prouve queu′ ⊆fin y. Commey
est maximal il suffit de prouver quey ∪ u′ est infiniment cohérent (resp. infiniment incohérent).

Soit v ⊆fin (y ∪ u′). Puisquey est infiniment cohérent (resp. infiniment incohérent) et
puisque{a} ∪ (v ∩ y) ∪ u ⊆fin y, il existe un élémentw de Γ(X) (resp.w ∈ Γ⊥(X))
tel que{a} ∪ (v ∩ y) ∪ u ⊆ w ⊆fin y. Commew ∪ u = w est cohérent (resp. incohérent),
en utilisantu ≈X u′, on a quew ∪ u′ est lui aussi cohérent (resp. incohérent). De plus,
v ⊆ (w ∪ u′) ⊆fin (y ∪ u′). Donc y ∪ u′ est bien infiniment cohérent (resp. infiniment inco-
hérent). Ce qui conclut la preuve.

Une conséquence de ce lemme est que l’ensemble des tours surX est au plus dénombrable.
Pour chaque hypercohérence localement finie nous lui associons son déployé en tours, une

hypercohérence localement finie et série parallèle dont la trame est l’ensemble des tours sur
l’hypercohérence de départ.

Définition 3.26 (Structure d’hypercohérence des tours).Soit X une hypercohérence loca-
lement finie. Ledéployé en toursde X notéeX̃ est l’hypercohérence de trame l’ensemble
des tours surX et pour laquelle tout sous-ensemble fini non vide et non réduit à un single-
ton U = {S0, . . . , Sk+1} de |X̃ | est strictement cohérent si et seulement si le dernier élément
du plus grand préfixe commun de toute les suitesSj est indexé par un entier pairi.e.

U ∈ Γ∗(X̃) ⇔ ∧{i | ∃p, q, Sp
i 6= Sq

i } ∈ 2N + 1

Remarque3.27. L’hypercohérence(X⊥)̃ est isomorphe à(X̃)⊥ et plus précisément la seul
différence entre ces deux hypercohérences consiste en un décalage dans l’indexation des tours.

Propriétés: SiX est un hypercohérence localement finie alors :

3.28. l’hypercohérencẽX est série et parallèle ;

3.29. l’hypercohérencẽX est localement finie ;

3.30. si U est un sous-ensemble non vide et non réduit à un singleton de|X̃| alors :
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(a) U est (strictement) infiniment cohérent ssi le dernier élément du plus long préfixe
commun des éléments deU , ∧U , est indexé par un entier pair ;

(b) U est (strictement) infiniment incohérent ssi le dernier élément du plus long préfixe
commun des éléments deU , ∧U , est indexé par un entier impair.

Preuve de la propriété 28.SoientU et V deux sous-ensembles finis de|X̃| non vides et non
réduits à des singletons et qui s’intersectent. Les suites∧U et ∧V sont toutes deux préfixes
de∧(U ∩ V ) elles sont donc comparables et∧(U ∪ V ) est donc égale à(∧U) ∧ (∧V ). La
suite∧(U ∪ V ) est alors de longueur paire lorsque∧U et ∧V sont toutes deux de longueur
paire et de longueur impaire lorsque∧U et∧V sont de longueur impaire. Donc siU et V sont
(strictement) infiniment cohérent alorsU ∪ V est (strictement) infiniment cohérent et siU et
V sont (strictement) infiniment incohérent alorsU ∪ V est (strictement) infiniment incohérent.
Ainsi X̃ est à la fois série et parallèle.

Preuve de la propriété 29.Nous prétendons que pour chaque tourT ∈ |X̃ | le degré réduit de
T dansX̃ est borné par la taille deT et donc queX̃ est localement finie. Pour établir cela
nous montrons qu’à chaque fois que deux éléments dePT

fin(|X̃ |) ont le même inf, qui est en
particulier un préfixe deT , alors ces deux éléments sont équivalents pour la relation≈X̃ . Soient
U et U ′ deux tels éléments dePT

fin(|X̃|) et soitV un troisième élément dePT
fin(|X̃ |). Comme

T ∈ U ∩ V , ∧(U ∪ V ) est égal à(∧U) ∧ (∧V ) et la même chose est vraie pourU ′. Donc
∧(U ∪ V ) et∧(U ′ ∪ V ) sont égaux. Il y a alors deux cas : soit l’un des deux ensemblesU ∪ V
et U ′ ∪ V est un singleton, qui est alors égal à{T } auquel cas∧(U ∪ V ) = ∧(U ′ ∪ V ) = T
et ainsiU ∪ V = {T } et U ′ ∪ V = {T } sont tous deux cohérents ; soit aucun de ces deux
ensemble n’est un singleton et dans ce cas leur cohérence dans X̃ dépend uniquement de la
parité du dernier élément de leur plus grand préfixe commun respectif dont nous savons qu’elle
est la même puisque ce préfixe est le même pour les deux ensembles. On a donc bienU ≈X̃ U ′

ce qui achève la preuve.

Preuve de la propriété 30.la première chose à remarquer est qu’il existe forcémentS etT des
éléments deU tels que∧U = S ∧ T . Ainsi pour toute sous-ensemble finiV deU il suffit de
formerV ∪ {S, T } pour obtenir un sous-ensemble deU qui contientV et qui admet le même
plus grand préfixe commun queU . Ceci induit que si le dernier élément de∧U est indexé par un
entier pair alorsU est (strictement) infiniment cohérent et que si cet entier est impair alorsU est
(strictement) infiniment incohérent. CommeU ne peut pas être à la fois infiniment cohérent et
infiniment incohérent (par finitude locale) et en utilisant le fait que∧U a forcément un dernier
élément et que son indice est soit pair soit impair alors on a aussi la réciproque c’est-à-dire que
lorsqueU est strictement infiniment cohérent cet indice est pair et lorsqueU est strictement
infiniment incohérent cet indice est impair.
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Nous rappelons brièvement quelques résultats à propos du déploiement rigide parallèle tels

qu’originellement établis dans [Ehr00].

Définition 3.31. Si X etY sont deux hypercohérences, une fonctionf de la trame deX dans la
trame deY est unmorphisme de tramedeX dansY lorsque son extension aux parties finies non
vides de la trame envoie chaque sous-ensemble strictement cohérent du domaine de définition
def sur un sous-ensemble strictement cohérent deY .

Définition 3.32. Soit X une hypercohérence. Undéployé rigide parallèledeX est une paire
(X̂, pX) où X̂ est une hypercohérence parallèle etpX est un morphisme de tramêX dansX
qui vérifie :

– pour chaque hypercohérence parallèleP et pour chaque morphisme de tramef deP dans
X il existe un morphisme de tramef ′ : P → X̂ appelérelèvementdef le long depX et
tel quef = f ′ # pX ;
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– (rigidité) le relèvement depX le long de lui-même est unique et c’est l’application identité.
On a en particulier quep est une fonction surjective de|X̂ | dans|X |. Si α est un point de la
trame deX̂, alorspX(α) est appelé lepieddeα.

Remarque3.33(rigidité). Le déployé parallèle d’une hypercohérence n’est pas nécessairement
unique mais si(P, p) et (P ′, p′) sont deux déployés rigides parallèles d’une même hypercohé-
rence, alors il existe un unique isomorphisme entreP etP ′ qui commute avecp etp′.

Proposition 3.34 (existence).[Ehr00]. Pour chaque hypercohérenceX , un déployé rigide pa-
rallèle particulier deX est(X̂, π), défini par :

– la trame deX̂ est égale à∪a∈|X|F{a} où Fu est l’ensemble des sous-ensembles de
Γu(X) = {v ∈ Γ(X)|u ⊆ v} qui sont clos par unions finies et maximaux pour cette
propriété. De manière équivalente un sous-ensembleα deΓu(X) est un élément deFu

ssi∀v, w ∈ α, v ∪w ∈ Γ(X) et pour chaquev′ ∈ Γu(X) si ∀v ∈ α, v ∪ v′ ∈ Γ(X) alors
v′ est encore un élément deα.

– un sous-ensembleU = {α0, . . . , αn+1} de |X̂| est strictement cohérent danŝX lorsque,
pour chaque famille(ui)0≤i≤n+1 telle que∀i, ui ∈ αi, le sous-ensemble∪0≤i≤n+1ui de
|X | est cohérent dansX .

– l’applicationπ associe à chaqueα de la trame deX̂ l’unique pointa de la trame deX
tel queα ∈ F{a}.

En utilisant cette dernière proposition nous montrons maintenant que dans le cas ou l’hyper-
cohérenceX est série et localement finie son déployé en tours est un déployé rigide parallèle.
Ceci s’avérera utile pour l’étude du comportement logique du déployé en tours puisque nous
tirerons ainsi partie des propriétés logiques du déployé rigide parallèle.

Théorème 3.35.SiX est localement finie et série alorsp : X̃ → X est un morphisme de trame
et (X̃, p) est un déployé rigide parallèle deX .

Preuve du théorème 3.35.On commence par établir quep est un morphisme de trame. Soit
U = {T1, . . . , Tn} ∈ Γ∗(X̃) et soit x le dernier élément de∧U . Pour chaquei soit {ai}
le dernier élément deTi et soit encoreyi l’élément qui fait suite àx dansTi. Alors p(U) =
{a1, . . . , an} ⊆ x pour chaquei, ai ∈ yi et il existej etk tels queyj 6= yk. Par sérialitéyj etyk

sont disjoints et doncp(U) n’est pas tout entier contenu dans un desyi. Toujours par sérialité,
le sous-espace deX de trame∪{yi|1 ≤ i ≤ n} est égal à⊕{Yi|1 ≤ i ≤ n} où Yi est le
sous-espace deX de trameyi. De quoi l’on déduit finalement quep(U) est strictement cohérent
dans ce sous-espace et donc dansX .

Supposons que l’on ait prouvé quẽX est en isomorphisme de trame avecX̂ par le relève-
mentp̂ dep le long deπ. Alors :

– Pour chaque hypercohérence parallèleP et pour chaque morphisme de tramef : P → X ,
la compositionf̂ # p̂−1 du relèvement def le long deπ et du morphisme inverse dêp est
un morphisme de trame deP dansX̃ tel que(f̂ # p̂−1) # p est égal àf c’est à dire un
relèvement def le long dep.

– Tout relèvement̃p de p le long de lui-même vérifiep = p̃ # p = p̃ # p̂ # π. Mais
p̂−1 # p = π doncp̂−1 # p̃ # p̂ # π = π et p̂−1 # p̃ # p̂ est un relèvement deπ le long de
lui-même ainsi c’est l’application identité sur̂X en conséquence de quoip̃ = p̂ # p̂−1 est
l’application identité surX̃. Il n’y a ainsi qu’un seul relèvement dep le long de lui-même
et c’est l’identité.

Cela conclurait donc la preuve que(X̃, p) est un déployé rigide parallèle deX .
Il reste à prouver quẽX est en isomorphisme de trame avecX̂ par un relèvement̂p dep le

long deπ.
Nous commençons par définir une applicationTour : X̂ → X̃. comme suit. Soit un élément

α de X̂ de pieda. Pour chaquey ∈ P∗(X) on noteαy le sous-ensemble{u ∈ α|u ⊆ y} =
α ∩ P(y) deα. Tour(α) = 〈xi0 , . . . , xn〉 est définie récursivement comme suit :

première étape xi0 = |X |
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étape impaire x2k+1 =↓ (x2k, a) pour chaquek tel quex2k n’est pas un singleton

étape paire x2k+2 = ∪αx2k+1 pour chaquek tel quex2k+1 n’est pas un singleton

dernière étape xn = {a}

Pour prouver queTour(α) est une tour surX il suffit de prouver qu’à chaque étape paire
x2k+1 ` x2k+2 (c’est trivialement le cas pour les étapes impaires). Pour chaqueu ⊆∗

fin ∪αx2k+1

il existe un recouvrement finiv1, . . . , vn ∈ αx2k+1 deu et, en utilisant la clôture deα par unions
finies,∪vi est un sous-ensemble cohérent deαx2k+1 qui contientu. Il en résulte que∪αx2k+1

est infiniment cohérent et comme∪αx2k+1 ( x2k+1 il existe un sous-ensemble infiniment co-
hérent maximaly2k+2 dex2k+1 qui contientαx2k+1 = x2k+2. Il faut maintenant prouver que
y2k+2 ⊆ ∪αx2k+1 = x2k+2 pour conclure quex2k+1 ` x2k+2. En fait nous prouvons le résultat
plus fort :

∀u ⊆fin y2K+2, (a ∈ u etu 6⊆↓ (y2k+2, a)) ⇒ u ∈ α.

On aura alors soity2k+2 = {a} et clairementy2k+2 = x2k+2, soit∃b ∈ y2k+2− ↓ (y2k+2, a),
auquel cas, pour chaque élémentc de y2k+2, {a, b, c} 6⊆↓ (y2k+2, a), donc{a, b, c} ∈ α et,
comme{a, b, c} ∈ αx2k+1 , c ∈ ∪αx2k+1 = x2k+2.

Nous prouvons par récurrence suri que

∀u ⊆fin yi, (a ∈ u etu 6⊆↓ (yi, a)) ⇒ u ∈ α

pour chaque entieri pair tel quei0 ≤ i < n et en posantyi0 = |X | si besoin.
– Soitu ⊆fin y2i0 tel quea ∈ u 6⊆↓ (y2i0 , a). y2i0 est un sous-ensemble infiniment cohérent

maximal de|X | qui ou bien est égal à|X | (si i0 = 0) ou bien qui contient∪α|X| = ∪α
(si i0 = 1). Donc, pour chaque élémentv deα, u∪ v ⊆fin y2i0 eta ∈ u ∪ v 6⊆↓ (y2i0 , a).
En conséquent, par sérialité,u ∪ v est cohérent. Ainsi chacun de cesu appartient bien à
α.

– Supposons que cela soit prouvé pouri ≤ 2k et soitu un sous-ensemble fini dey2k+2

tel quea ∈ u 6⊆↓ (y2k+2, a). Soit v ∈ α. Il y a deux cas. Ou bienv ∈ αx2k+1 , et alors
v ⊆ x2k+2 doncu ∪ v ⊆ y2k+2 et a ∈ u ∪ v 6⊆↓ (y2k+2, a) ce qui permet de conclure
à la cohérence deu ∪ v en utilisant la sérialité. Ou biena ∈ v 6⊆ x2k+1 et alors comme
v ⊆fin x2i0 et puisque pour chaquek′ ≤ k, si v ⊆ x2k′+1 alors v ⊆ x2k′+2, c’est
qu’il existe unk′ ≤ k tel quev ⊆fin x2k′ et a ∈ v 6⊆ x2k′+1. Doncu ∪ v ⊆ x2k′ et
u ∪ v 6⊆↓ (x2k′+1, a) ainsi par sérialitéu ∪ v est encore cohérent. Dans les deux cas,
u ∈ α.

DoncTour(α) = 〈xi0 , . . . , xn〉 est une tour surX pour toutα ∈ |X̂ |. de plus on a prouvé que
pour chaqueu ⊆ |X | :

(∃k(a ∈ u ⊆fin x2k) et (u 6⊆ x2k+1)) ⇒ u ∈ α. (3.2)

On construit maintenant ce qui sera la réciproque deTour. Soit donc une opération sur les
tours, notéealpha, définie par :

alpha(〈xi0 , . . . , xn〉) ={u ∈ Pa
fin(|X |) | ∃k, (i0 ≤ 2k < n) et (u ⊆fin x2k) et (u 6⊆ x2k+1)}

∪ {{a}}

Pour chaque tour〈xi0 , . . . , xn〉. Dans cette définition, pour chaqueu l’entier k est clairement
unique. On dit alors que leniveaudeu dans la tour est2k. Le niveau de{a} estn qui est bien
pair. On prouve maintenant queα = alpha(〈xi0 , . . . , xn〉) est un élément de la trame dêX.

– Par sérialité, il est clair que les éléments dealpha(〈xi0 , . . . , xn〉) sont dansΓa(X).
– L’ensembleα est clos par unions finies. Siu1, . . . , up sont des éléments deα, de niveaux

respectifsk1, . . . , kp alors∪ui ⊆fin x∧ki
et, si∪ui 6= {a}, ∪ui 6⊆ x(∧ki)+1 donc∪ui est

un élément deα.
– L’ensembleα est maximal pour cette propriété dansΓa(X). En effet, considérons un

élémentu deΓa(X) non réduit au singleton{a}. Commexi0 , . . . , xn est une suite dé-
croissante commençant parxi0 = |X | il existe un (unique) indicek entrei0 et n − 1 tel
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queu ⊆ xk et u 6⊆ xk+1. Si cek est pair,u est déjà dansα. Si cek est impair alors
xk+1 ( u ∪ xk+1 ⊆ xk, donc par maximalité dexk+1 dansxk, u ∪ xk+1 est strictement
infiniment incohérent. Ainsi il existe unv tel queu ⊆ v ⊆fin u ∪ xk+1 et pour chaquew,
si v ⊆ w ⊆fin u ∪ xk+1 alorsw ∈ Γ∗⊥(X). Mais il existeu′ ∈ α de niveauk + 1 qui
contientv ∩ xk+1 (si xk+1 n’est pas un singleton, il suffit de choisir un élémentb ∈ xk+1

tel queb 6∈ xk+2 et de prendreu′ = v ∪ {b}). Finalementv ⊆ u ∪ u′ ⊆ u ∪ xk+1, par
conséquentu ∪ u′ est strictement incohérent. Doncα est maximal.

En utilisant 3.2 on aalpha(Tour(β)) = β pour chaque élémentβ de la trame dêX. Supposons
quealpha(〈xi0 , . . . , xn〉) = β. Alors, pour chaquei tel quei0 ≤ 2i − 1 ≤ n, l’ensemble
βx2i−1 est l’ensemble des éléments deβ de niveau supérieur ou égal à2i dans〈xi0 , . . . , xn〉.
Réciproquement,∪βx2i1 est égal àx2i, pour chaquei tel quei0 ≤ 2i − 1 ≤ n. Ainsi on a
queTour(alpha(S)) est égal àS pour chaque tourS surX . Ce qui achève de prouver que|X̃|
est en bijection avec|X̂| par l’applicationalpha de réciproqueTour. De plus il est établit que
p = α # π.

Nous prouvons maintenant quealpha est un isomorphisme de trame.
Soit{T0, . . . , Tn+1} un ensemble de toursTi = 〈xi

i0
, . . . , xi

ni
〉 surX et soit〈xi0 , . . . , xk〉 =

∧Ti. L’ensemble{T0, . . . , Tn+1} est choisi non réduit à un singleton ainsixk ne peut pas être
un singleton. Si{T0, . . . , Tk+1} est strictement cohérent alorsk est pair. On prouve que pour
chaque famille(ui)0≤i≤n+1, si, pour touti, ui est un élément deαi dont le niveau sera noté
ki, alorsalpha({T0, . . . , Tn+1}) est strictement cohérent. Soitp = (∧ki) ∧ k. Alors p est pair,
∪0≤i≤n+1ui ⊆ xp et il y a deux cas : ou bienp = k et donc tous lesxi

p+1 sont disjoints et
∪0≤i≤n+1ui ∩ xp+1 6= ∅, ou bien il existei′ tel queki′ = p < k et doncui′ 6⊆ xp+1 et l’en-
semble∪0≤i≤n+1ui rencontre l’ensemblexp+1 sans y être inclus. Dans les deux cas on conclut
par sérialité que∪0≤i≤n+1ui est strictement cohérent. Doncalpha conserve la cohérence stricte.
Maintenant, si{T0, . . . , Tn+1} est strictement incohérent alorsk est impair. Commexk n’est
pas un singletonni > k, pour chaquei et il existe une famille(ui)0≤i≤n+1 telle que pour chaque
i, ui est de niveauk + 1 dansαi. Soitu = p({T0, . . . , Tn+1}). En utilisant le lemme 3.25, on
a que le nombre dex tel quexk ` x et x ∩ u 6= ∅ est fini. Pour chaquei et pour chaquex de
cette sorte, six 6= xi

k+1 on choisit un élémentai
x dexi

k+1 qui n’est pas dansx. Pour chaquei,
notons maintenantvi l’union deui avec l’ensemble de tous lesai

x. Alors vi ⊆fin xi
k+1 et vi est

de niveauk+1 dansαi. Doncvi ∈ αi et∪0≤i≤n+1vi ⊆ xk. Mais pour chaquex tel quexk ` x,
on a∪0≤i≤n+1vi 6⊆ x car ou bienx ∩ u = ∅ etu ⊆ ∪0≤i≤n+1vi, ou bien six ∩ u 6= ∅ il existe
unxi

k+1 différent dex doncai
x ∈ ∪0≤i≤n+1vi etai

x 6∈ ∪0≤i≤n+1vi. Finalement la maximalité
d’un telx dansxk implique la stricte incohérence de∪0≤i≤n+1vi. Doncalpha({T0, . . . , Tn+1})
est strictement incohérent ce qui prouve quealpha préserve l’incohérence stricte.
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Dans cette section, nous caractérisons les coups dans les tours par des notions de théorie des

graphes. Cette digression s’avérera en fait très utile pourl’étude du déployé d’une exponentielle.

Définition 3.36 (intervalle fort). Soit X une hypercohérence localement finie série parallèle.
Un sous-ensemble non videx de |X | est unintervalledeX lorsque, pour chaque élémentb de
|X | − x, ou bien∀y ⊆∗ x, y ∪ {b} ∈ ∆(X), ou bien∀y ⊆∗ x, y ∪ {b} ∈ ∆⊥(X). L’ensemble
des intervalles deX est notéI (X). Un intervallex deX estfort si pour chaque intervalley de
X qui intersectex, x ⊆ y ouy ⊆ x. L’ensemble des intervalles forts est notéIs(X).

Proposition 3.37. SoitX un hypercohérence localement finie série parallèle. Alors les inter-
valles forts deX sont exactement les éléments des tours surX (i.e. Is(X) = M(X)) et les
intervalles surX sont exactement les unions non vides d’éléments deM(X) justifié par un
mêmex ∈ M(X) (i.e. I (X) = {∪A | ∃x ∈ M(X), A ⊆∗ S(x)}).

Démonstration.On commence par prouver que{∪A | ∃x ∈ M(X), A ⊆∗ S(x)} ⊆ I(X) et
M(X) ⊆ Is(X) par induction sur la hauteur des éléments deM(X) dans les tours.

Trivialement le premier élément de chaque tour,|X |, est un intervalle fort. Supposons main-
tenant qu’un élémentxn d’une tour soit un intervalle fort et soitA un sous-ensemble non vide
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de S(xn). Supposons de plus quexn est infiniment cohérent et que donc chaque élément de
S(x) est infiniment incohérent. L’autre cas, oùxn est infiniment incohérent se traite de la même
manière que non allons traiter celui-ci, modulo l’échange des rôles entre l’incohérence et la
cohérence et entre la sérialité et le parallélisme. Soitb un élément de|X | −∪A, il y a deux cas :

1. Si b /∈ xn. Ce b est un élément de|X | − xn. Donc en utilisant le fait quexn est un
intervalle et en utilisant le fait quey ⊆∗ ∪A impliquey ⊆∗ xn, nous obtenons facilement
que ou bien∀y ⊆∗ ∪A, y ∪ {b} ∈ ∆(X), ou bien∀y ⊆∗ ∪A, y ∪ {b} ∈ ∆⊥(X).

2. Sib ∈ xn. Soity un sous-ensemble non vide de∪A. CommeX est parallèle, par la pro-
position 3.15,xn =&x∈S(xn) x. De plusy rencontre un élément deA et b un élément de
S(xn), ainsiy∪{b} rencontre au moins deux éléments différents deS(xn). Cet ensemble
est donc infiniment cohérent. En conséquent,∀y ⊆∗ ∪A, y ∪ {b} ∈ ∆(X).

Donc ∪A est un intervalle. Il reste à prouver que si∪A ∈ M(X), c’est à dire siA est un
singleton, disons{xn+1}, alors l’intervalle∪A = xn+1 est fort. Soitz un intervalle surX tel
quexn+1 intersectez. Commexn intersecte aussiz, le fait que l’intervallexn est fort implique
qu’il ne peut y avoir que deux cas :

1. ou bienxn ⊆ z et il est immédiat quexn+1 ( z ;

2. ou bienz ( xn. dans ce cas, supposons que l’on n’ait niz ⊆ xn+1, ni xn+1 ⊆ z.
Pour chaque élémentb dexn+1, par sérialité,z ∪{b} est infiniment cohérent (le contraire
contredirait la maximalité dexn+1). Donc, en exploitant le fait quez est un intervalle,
nous avons que∀b ∈ xn+1 − z, ∀y ⊆∗ z, y ∪ {b} ∈ ∆∗(X). En particulier, siy =
xn+1 ∩ z alorsxn+1 − y est non vide. En utilisant le parallélisme nous obtenons ainsi que
xn+1 = ∪b∈xn+1−y(xn+1 ∩ z)∪ {b} ∈ ∆∗(X) ce qui est une contradiction. Dans ce cas,
on a donc bien, aussi, quez ⊆ xn+1 ouxn+1 ⊆ z.

Ainsi l’intervalle xn+1 est fort.
Nous prouvons maintenant que siz est un intervalle alors il existex ∈ M(X) etA ⊆∗ S(x)

tels quez = ∪A et que siz est fort alors ceA est un singleton. Soitz un intervalle et soita
un élément dez. Soit 〈xi0 , . . . , xn〉 une tour surX de pieda. On axn = {a} ⊆ z ⊆ |X | =
xi0 . Ainsi puisque nous savons que lesxi sont des intervalles forts on obtient qu’il existe un
indice k, tel quei0 ≤ k < n et xk+1 ⊆ z ⊆ xk. De plus, comme les éléments deS(xk)
sont aussi des intervalles forts nous avons que pour chaquex ∈ S(xk), si z ∩ x 6= ∅ alors
soit x ( z soit xk+1 ⊆ z ⊆ x auquel cas c’est quexk+1 = z = x. Donc z = ∪A pour
A = {x ∈ S(xk) | x ∩ z 6= ∅}. Maintenant supposons quez 6= xk et z 6= xk+1. Alors il existe
y ∈ S(xk) tel quey ∩ z = ∅. L’ensemblexk+1 ∪ y est un intervalle etz ∩ (xk+1 ∪ y) 6= ∅ mais
z 6⊆ xk+1 ∪ y et xk+1 ∪ y 6⊆ z Donc siz est fort c’est que bien quez = xk ou z = xk+1. Ce
qui termine la preuve.

� �� �������
�
�� ��� ���

L’arbre des tours associé à une hypercohérence est un arbre polarisé, autrement dit une struc-

ture de jeu au sens défini au début de ce chapitre. L’opérationde déploiement en tour permet
ainsi d’associer une structure de jeu à chaque hypercohérence localement finie. Dans cette sec-
tion nous étudions le comportement de ces structures de jeuxsous l’action des connecteurs lo-
giques du modèle des hypercohérences. Le but est de décrire l’arbre des tours de l’interprétation
hypercohérente d’une formule de la logique en fonction des arbres des tours de l’interprétation
de ses sous-formules immédiates. En fait nous serons forcésde faire quelques hypothèses sur la
nature de ces sous-formules.

La propriété d’être en isomorphisme d’arbre est clairementun relation d’équivalence. Nous
notons∼=t cette équivalence. Nous noterons désormais∼=w l’équivalence par isomorphisme de
trame des hypercohérences.

Le arbres de tours sont équipés d’une polarité. Celle-ci peut être donnée par la valeur de
l’indice initial i0 dans les tours, ou encore par la valeur de cohérence de la trame dans l’espace.
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On dira alors d’un isomorphisme d’arbre qu’il est compatible avec la polarité, lorsque la valeur
donnant celle-ci est invariante par l’isomorphisme.

Sur les déployés en tours la notion d’isomorphisme d’arbre compatible avec la polarité et la
notion d’isomorphisme de trame sont équivalentes.

Proposition 3.38. Si X et Y sont deux hypercohérences localement finie alorsX̃ et Ỹ sont
en isomorphisme de trame ssi|X̃ | et |Ỹ | sont en isomorphisme d’arbre par un isomorphisme
compatible avec la polarité.

Un exemple canonique de deux déployés en tours en isomorphisme d’arbre mais pas en
isomorphisme de trame (l’isomorphisme d’arbre est incompatible avec la polarité) est celui des
déployés d’un espace et de son orthogonal.

\ &% &( �^^ -+ -�/
Les constructions additives commutent avec les déploiements en tours : siX etY sont deux

hypercohérences localement finies alors(X&Y )̃ ∼=w X̃&Ỹ et (X ⊕ Y )̃ ∼=w X̃ ⊕ Ỹ (vérifi-
cation facile). Mais leur action sur les arbres des tours estmoins triviale. Cette action dépend
essentiellement de la valeur d’infinie cohérence des tramesde X et deY , c’est-à-dire de la
polarité des arbres de tours|X̃ | et |Ỹ |.

Au regard de cette action des connecteurs additifs, décriteplus loin, nous fixons définitive-
ment la convention de polarité pour les hypercohérences et les arbres de tours associés. Du point
de vue de la syntaxe,⊕ est un connecteur positif (puisque non réversible) et& est un connec-
teur négatif (réversible). Ainsi une hypercohérence dont la trame est infiniment incohérente sera
considérée commepositiveet une hypercohérence dont la trame est infiniment cohérentesera
négative. Le cas des hypercohérences de trame vide ou égale à un singleton n’étant pas couvert
par cette convention, elles restent donc de polarités indéterminées, sauf avis contraire. Ainsi, du
point de vue des structures de jeu, la racine d’un arbre de tours positif est un coup opposant et
la racine d’un arbre de tours négatif est un coup joueur.2

Le passage à l’orthogonal échange la polarité positif/négatif des hypercohérences.
SoientX et Y deux hypercohérences localement finies de trames contenantchacune au

moins deux points. Une tour surX&Y commence par|X&Y | suivie par un sous-ensemble infi-
niment incohérent maximal de|X&Y | c’est à dire par un sous-ensemble infiniment incohérent
maximal de|X | ou par un sous-ensemble infiniment incohérent maximal de|Y |. Tous les élé-
ments suivant de la tour ne dépendent plus que de l’espace dans lequel a été joué ce deuxième
coup. La même chose est vraie pour le connecteur⊕. Ainsi l’action des connecteurs additifs sur
les arbres de tours ne porte que sur les racines :

– si les deux hypercohérencesX et Y sont négatives, alors l’arbre des tours surX&Y est
obtenu par juxtaposition des deux arbres|X̃ | et |Ỹ | et par le remplaçant de leurs racines
par la racine commune|X&Y |. Formellement :

|(X&Y )̃| = {〈(|X&Y |, 0), u1, . . . , un〉 |〈(|X |, 0), u1, . . . , un〉 ∈ X̃

ou 〈(|Y |, 0), u1, . . . , un〉 ∈ Ỹ }

– Si l’une (ou les deux) de ces hypercohérences est (sont) positive(s), alors l’arbre des tours
sur X & Y est obtenu en ne supprimant pas le premier coup de celle(s) deces deux
hypercohérences qui est (sont) positive(s) avant d’ajouter la racine|X & Y |. Par rapport à
la construction précédente c’est comme si le(s) arbre(s) detours positif(s) étaient décalés
par ajout d’un coup spécial au début de chaque tour avant d’appliquer la construction

2À ce stade le lecteur connaissant les jeux polarisés d’Olivier Laurent ([Lau02b]) pourra croire à une inversion de
convention par rapport à ces jeux. Rien de cela : le jeu polarisé que nous associerons à un arbre de tours sera la forêt
obtenue par effacement de sa racine. Les coups initiaux d’unjeu positif seront bien de polarité joueur et ceux d’un jeu
négatif seront bien de polarité opposant, comme dans les jeux polarisés standards.
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précédente. Formellement : siX est négatif etY positif alors

|(X&Y )̃| = {〈(|X&Y |, 0), u1, . . . , un〉 |〈(|X |, 0), u1, . . . , un〉 ∈ X̃

ou 〈u1, . . . , un〉 ∈ Ỹ }

et si les deux espaces sont positifs alors :

|(X&Y )̃| = {〈(|X&Y |, 0), u1, . . . , un〉 | 〈u1, . . . , un〉 ∈ X̃ ou 〈u1, . . . , un〉 ∈ Ỹ }

Le tableau 3.1 résume ces trois cas d’une manière graphique.Les racines des arbres de tours
sont représentées par∗ et seuls les deux premiers coups de chaque tours sont représentés. Les
coups joueur sont marqués parJ et les coups opposant sont marqués parO. Pour simplifier un peu
la présentation on a représenté des arbres de tours n’ayant qu’un nombre fini de coups possibles
après la racine. La table du⊕ se déduit par dualité.

X̃ Ỹ (X&Y )̃ forêts polarisées

∗J

aO
1 aO

n

∗J

bO
1 bO

m

∗J

aO
1 aO

n bO
1 bO

m

N&N

∗J

aO
1 aO

n

∗O

bJ
1 bJ

m

∗J

aO
1 aO

n ∗O

bJ
1 bJ

m

N& ↑P

∗O

aJ
1 aJ

n

∗O

bJ
1 bJ

m

∗J

∗O

aJ
1 aJ

n

∗O

bJ
1 bJ

m

↑P& ↑P

TAB . 3.1 – les premiers coups duavecdes arbres de tours

Les polarités jouent un rôle important dans l’action des connecteurs sur les arbres de tours :
au minimum les polarités déterminent le premier joueur à jouer dans la structure de jeu associée.
Notre parti pris est de ne pas considérer la racine des arbresde tours comme un vrai coup puisque
celui-ci est toujours le même quel que soit la tour considérée. Ainsi les véritables premiers coups
des jeux associés aux déploiement en tours seront ceux apparaissant en deuxièmes éléments dans
les tours. La racine de l’arbre des tours est juste unepoignéepar laquelle on manipule la structure
de jeu. Suivant cette idée nous appelonscoups initiauxles coups apparaissant en second dans
les tours. Les coups initiaux d’une hypercohérence positive sont des coups joueur et les coups
initiaux d’une hypercohérence négative sont opposant.

Si l’on fait abstraction de la racine des tours nos structures de jeu sont des forêts et l’action du
avecjuxtapose les forêts négatives tandis que son action lorsque l’une ou plusieurs des forêts est
négative est de leur ajouter un premier coup distingué (joueur) à chacune puis de les juxtaposer.
L’opération qui ajoute un premier coup distingué joueur comme nouvelle racine correspond à la
notation↓ dans la quatrième colonne de la table 3.1 Cette opération transforme ainsi une forêt
positive en arbre négatif. Les lettresN et P dénotent quand à elles des forêts respectivement



3.2. COMPORTEMENT LOGIQUE 41

négatives et positives. Dans cette colonne, le& dénote une opération polarisée de juxtaposition
des forêts qui ne s’applique qu’à des forêts négatives.

\ &% &% �RS+ -V S-1,+ -�/
Si X etY sont des hypercohérences localement finies séries, alors(X W Y )̃ ∼=w (X̃ W Ỹ )̃.

En effet, c’est vrai pour le déploiement parallèle ([Ehr00]) donc par le théorème 3.35 c’est éga-
lement vrai pour le déploiement en tours dans le cas série. Dualement siX etY sont localement
finies et parallèles alors(X ⊗ Y )̃ ∼=w (X̃ ⊗ Ỹ )̃.

Remarque3.39(rectangles).SoientX et Y deux hypercohérences localement finies, et soient
E ⊆ |X | et F ⊆ |Y |. Un sous-ensemblestrictementinfiniment incohérent de la trame de
X ⊗ Y maximal pour l’inclusion dansE × F est de la formeu × F oùu est un sous-ensemble
strictementinfiniment incohérent maximal deE, ou de la formeE×v oùv est un sous-ensemble
strictementinfiniment incohérent maximal deF . Un sous-ensemble infiniment cohérent de la
trame deX ⊗ Y maximal pour l’inclusion dansE × F est de la formeu × v où u est un
sous-ensemble infiniment cohérent maximal deE etv est un sous-ensemble infiniment cohérent
maximal deF . Donc les coups deX ⊗ Y sont des sous-ensemblerectangulairesde |X | × |Y |.
C’est à dire des sous-ensemble de la formeu × v oùu ⊆ |X | etv ⊆ |Y |. Par dualité les autres
connecteurs multiplicatifs (& et() ont la même propriété.

On déduit aisément de cette remarque que la suite sans répétitions des projetés sur|X | des
éléments d’une tour surX⊗Y est une tour surX et de même la suite sans répétition des projetés
sur|Y | est une tour surY . Un tour surX ⊗ Y est ainsi une sorte deproduitd’une tour surX et
d’une tour surY .

Cette remarque permet aussi d’établir que les parties dans le produit tensoriel d’hypercohé-
rences localement finies satisfont une propriété dite debasculementopposant : les coups joueur
doivent fournir un sous-ensemble infiniment cohérent dans chacune des composantes du tenseur
tandis que l’opposant choisit la composante dans laquelle il fournit un sous-ensemble infiniment
incohérent pour produire chacun de ses coups. Ainsi c’est toujours l’opposant qui a le choix de
la composante dans laquelle il joue c’est ce que nous appelons un basculement opposant. Dua-
lement, dans lepar le basculement est joueur.

SoientX et Y deux hypercohérences localement finies disjointes. Comme pour le cas du
avecnous avons résumé graphiquement dans le tableau 3.2 les différents cas de premiers coups
dans leur produit tensoriel en fonction de la polarité de ceshypercohérences. La quatrième co-
lonne se lit ainsi :↓ est l’opération duale de↑, elle ajoute une racine en bas d’une forêt négative
et en fait ainsi un arbre positif ;� est une opération appeléetenseur négatif, sur laquelle nous
reviendrons plus tard. Elle effectue en fait une sorte de produit entre forêts négatives en entrela-
çant par blocs de deux lettres opposant-joueur chaque mot dela première forêt avec chaque mot
de la seconde. L’opération notée⊗ est le tenseur entre forêt positives. Ces deux opérations sont
décrites en détail plus loin dans cette section.

– Si X et Y sont des hypercohérences positives, les coups initiaux surX ⊗ Y sont les
rectanglesu × v où u et v sont des sous-ensembles infiniment cohérents respectivement
de |X | et de|Y |, c’est à dire des coups initiaux respectivement sur|X | et sur|Y |. Nous
notons ces rectangles sous forme de paires(u, v) plutôt que de produitsu × v dans le
tableau.

– Si l’un des espaces est négatif et l’autre positif –disons,si X est positif etY négatif– alors
les coups initiaux deX ⊗ Y sont les rectanglesu × |Y | oùu est un coup initial deX . Ils
sont notésu dans le tableau.

– Finalement, siX etY sont négatifs les coups initiaux surX ⊗Y sont des coups opposant
et il y faut considérer deux cas. Les coups initiaux stricts de X ⊗ Y sont les rectangles
u⊗ |Y |, notésu dans le tableau, avecu coup initial strict surX et les rectangles|X | ⊗ v,
notésv dans le tableau, avecv coup initial strict deY . Les coups initiaux surX ⊗ Y qui
ne sont pas strictes (les coups initiaux qui sont aussi finaux) sont quant à eux de la forme
u×v oùu etv sont des coups initiaux finaux respectivement surX et surY . Nous n’avons
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pas représenté cette situation dans le tableau 3.2, celui-ci est donc incomplet.
Le tableau 3.3 résume les différents cas de terminaison d’untour surX ⊗ Y en fonction de

la position joueur ou opposant des derniers éléments des tours dont celle-ci est leproduit.

X̃ Ỹ (X ⊗ Y )̃ forêts polarisées

∗O

aJ
1 aJ

n

∗O

bJ
1 bJ

m

∗O

(aJ
i, b

J
j)

P ⊗ P

∗O

aJ
1 aJ

n

∗J

bO
1 bO

m

∗O

aJ
1

bJ
1 bJ

m

aJ
n

bJ
1 bJ

m

P ⊗ ↓N

∗J

aO
1 aO

n

∗J

bO
1 bO

m

∗J

aO
1 aO

n bO
1 bO

m

N � N

TAB . 3.2 – les premiers éléments des tours dans un tenseur

Le problème principal est l’absence d’une polarité ferme (cohérent/incohérent) pour les sin-
gletons. La polarité des singletons dépend de celle de l’avant-dernier élément de la tour dans
laquelle ils apparaîssent : elle est opposant si celle-ci est joueur, et joueur si celle-ci est oppo-
sant. On parlera depolarité relativedes singletons. Nous avons représenté dans les deuxième et
troisième colonnes les derniers coups des tours deX et deY dont la tour surX ⊗ Y , représen-
tée en quatrième colonne, est issue. Dans ces quatres colonnes les singletons des tours sont les
coups encadrés. Dans la quatrième colonne, le cas échéant, nous ne donnons que la projection
du rectangle qui change par rapport au rectangle précédent.La première colonne exprime l’ac-
tion du produit des tours sur la polarité (locale) des singletons. Les pointillés représentent un
nombre indéterminé de coups (éventuellement nul) et les traits pleins représentent la précédence
immédiate des coups dans les tours.

Si u × v est un coup joueur strict dansX ⊗ Y oùv est un coup joueur strict dansY , et siu′

est un coup opposant deX , justifié paru, mais qui n’est pas strict, la cohérence dans le tenseur
nous dit queu′ × v n’est pas un coup opposant dansX ⊗ Y . Dans cette situation pour atteindre
un coup ou il joueraitu′ dansX , l’opposant n’a plus le choix du côté dans lequel il joue. Tant
que la projection deu⊗ v surY est stricte il ne peut pas joueru′ (à cause de l’alternance). Deux
cas se présentent alors. Soit le joueur joue un singletonv′ dansY et dans ce cas l’opposant peut
maintenant jouer le dernier coupu′ × v′. Ce cas est un cas particulier de la deuxième ligne. Soit
l’opposant se retrouve dans la situation de pouvoir jouer dansY un singletonv′. Dans ce cas il
joue des deux cotés à la fois et termine la tour en plaçant le coup u′ × v′. C’est ce dernier cas
qui est représenté dans la troisième ligne.

Nous verrons avec l’étude des arbres de tours dans unbien sûrque la polarité des singletons
est tout aussi critique pour la définition des jeux correspondant aux arbres de tours que la polarité
de la racine ou des coups initiaux.

Les tableaux 3.2 et 3.3 présentent des situations symétriques pour peu que l’on oublie les
racines des arbres de tours : la dernière ligne du tableau 3.2correspond à la première ligne du
tableau 3.3 en ce qu’elles offrent un choix symétrique entreun coup dansX ou un coup dans
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X̃ Ỹ (X ⊗ Y )̃

J ⊗ J = J
aO

n−1

aJ
n

bO
m−1

bJ
m

aO
n−1

aJ
n

bO
m−1

bJ
m

ou

bO
m−1

bJ
m

aO
n−1

aJ
n

O ⊗ J = O
aJ

n−1

aO
n

bO
m−1

bJ
m

aJ
n−1

bJ
m

aO
n

ou

bJ
m

aJ
n−1

aO
n

O ⊗ O = O
aJ

n−1

aO
n

bJ
m−1

bO
m

aJ
n−1

bJ
m−1

(aO
n, bO

m)

ou

bJ
m−1

aJ
n−1

(aO
n, bO

m)

TAB . 3.3 – Les derniers éléments d’une tour dans le produit tensoriel
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Y , les secondes lignes se correspondent en ce que le coup initial et le coup final sont tout deux
dansX , et la première ligne du tableau 3.2 correspond à la dernièreligne du tableau 3.3 en ce
qu’elles mettent en jeu une paire de coups.

Nous établissons maintenant une proposition donnant la construction explicite de l’arbre des
tours surX ⊗ Y à partir des arbres des tours surX et surY .

Définition 3.40. Soientm = m1 . . . mn etp = p1 . . . pk des mots de longueurs paires sur deux
alphabets disjoints. On définit l’ensemble de motsm � p par :

ε � p = {p}

m � ε = {m}

(m1 . . . mn) � (p1 . . . pk) = m1m2 · ((m3 . . . mn) � (p1 . . . pk))

∪ p1p2 · ((m1 . . .mn) � (p3 . . . pk))

Si de plus les deux motsm etp sont non vides (doncn ≥ 2 etk ≥ 2), on définit aussi l’ensemble
de mots

m ⊗ p = {(m1, p1) · s · (mn, pk) | s ∈ (m2 . . .mn−1) � (p2 . . . pn−1)}.

Ces deux opérations sur les mots s’étendent en des opérations sur les ensembles de mots : siE
etF sont deux ensembles de mots de longueurs paires sur deux alphabets disjointsA etB alors

E � F =
⋃

m∈E
p∈F

m � p

et
E ⊗ F =

⋃

m∈E\{ε}
p∈F\{ε}

m ⊗ p.

Proposition 3.41 (Tenseur des tours).SoientX etY deux hypercohérences localement finies,
de trames non vides, non réduites à des singletons et disjointes. L’ensemble des tours surX⊗Y
est en isomorphisme d’arbre avec l’ensemble de motsE dans les trois cas suivant :

Tenseur négatif. Si |X | ∈ ∆∗(X), |Y | ∈ ∆∗(Y ) et tous les coups finaux deX et deY sont
joueur.

E = (|X |, |Y |) ·
⋃

(ui)i0≤i≤n∈|X̃|

(vi)j0≤j≤k∈|Ỹ |

(ui0+1 . . . un) � (vj0+1 . . . vk)

Tenseur positif. Si |X | ∈ ∆∗⊥(X), |Y | ∈ ∆∗⊥(Y ) et tous les coups finaux deX et deY sont
opposant. L’ensembleE est égal à

E = (|X |, |Y |) ·
⋃

(ui)i0≤i≤n∈|X̃|

(vi)j0≤j≤k∈|Ỹ |

(ui0+1 . . . un) ⊗ (vj0+1 . . . vk).

Cas général.Dans le cas général,

E =
⋃

U=(ui)i0≤i≤n∈|X̃|

V =(vi)j0≤j≤k∈|Ỹ |

d(U, V ) · ((u2i0+1 . . . uh(n)) � (v2j0+1 . . . vh(k))) · f(U, V )

où

d((ui)i0≤i≤n, (vi)j0≤j≤k) =







(|X |, |Y |) si i0 = j0 = 0

(|X |, |Y |)u2 si i0 = 1 et j0 = 0

(|X |, |Y |)v2 si i0 = 0 et j0 = 1

(|X |, |Y |)(u2, v2) si i0 = j0 = 1
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et

f((ui)i0≤i≤n, (vi)j0≤j≤k) =







ε si n, k ∈ 2N

un si n ∈ 2N + 1 etk ∈ 2N

vk si n ∈ 2N etk ∈ 2N + 1

(un, vk) sinon

et oùh(i) est le plus grand entier pair inférieur ài.

Démonstration.Les deux premiers cas sont bien des cas particuliers du cas général. On ne
considère donc que le cas général.

Soit l’opérationg sur les mots sans répétitions de{u × v | u ∈ P∗(|X |) etv ∈ P∗(|Y |)}∗

définie inductivement par :

g(ε) = ε

g((u × v)) = (u, v)

g(m · (u × v)(u × v′))) = g(m · (u × v)) · v′

g(m · (u × v)(u′ × v))) = g(m · (u × v)) · u′

g(m · (u × v)(u′ × v′))) = g(m · (u × v)) · (u′, v′)

oùu 6= u′ etv 6= v′.
L’opérationg est clairement totale et injective. De plus, elle préserve les longueurs des infs

préfixes binaires. En effet, il est clair qu’elle préserve lalongueur des mots et la relation de
précédence préfixe. pour montrer queg est un isomorphisme d’arbre de|(X ⊗ Y )̃| dansE, il
suffit donc de voir que les images par cette opération de deux mots incomparables sont deux
mots incomparables. À symétrie près et en utilisant le fait queg préserve la précédence préfixe,
il suffit de monter queg(m ·(u×v))∧g(m ·(u′×v′)) = g(m), pourv 6= v′, ce qui est immédiat
en raisonnant par cas sur le dernier élément dem.

En utilisant la remarque 3.39 (rectangles), on obtient facilement queg restreinte aux tours
surX ⊗ Y est à valeur dansE.

Pour montrer queg : |(X ⊗Y )̃| → E est un isomorphisme d’arbre il reste donc uniquement
à monter sa surjectivité. Soit donc un élémentm de E. Alors il existeU = (ui)i0≤i≤n et
V = (vj)j0≤j≤k deux tours, respectivement surX et surY , telles quem = d(U, V )·m′·f(U, V )
avecm′ ∈ ((u2i0+1 . . . uh(n)) � (v2j0+1 . . . vh(k))). Nous montrons qu’il existe une tourW =
(wl)l0≤l≤p surX⊗Y telle queg(W ) = m en montrant par induction que pour tout préfixe non-
vide m′′ dem, il existe une partieW ′ = (wl)l0≤l≤p′ telle queg(W ′) = m′′ puis en montrant
quewp est un singleton.

Si i0 = j0 = 0 alorsd(u2, v2) = (|X |, |Y |). Dans ce cas, en posantl0 = 0, d(u2, v2) est
l’image parg du mot associé à la partie〈(|X ⊗ Y |, l0)〉 surX ⊗ Y et |X ⊗ Y | est infiniment
cohérent dansX ⊗ Y . Dans tous les autres cas|X ⊗ Y | est strictement infiniment incohérent
dansX ⊗ Y , on pose alorsl0 = 1. Si i0 = 1 et j0 = 0 alorsd(u2, v2) = (|X |, |Y |)u2 et
|X ⊗ Y | est strictement infiniment incohérent dansX ⊗ Y . Dans ce cas,d est l’image par
g du mot sans répétitions associé à la suite〈(|X ⊗ Y |, l0)(u2 × |Y |)〉. Le sous-ensembleu2

est infiniment cohérent dansX et le sous-ensemble|Y | est infiniment cohérent dansY . On en
déduit queu2 × |Y | est infiniment cohérent. De plus en combinant la remarque 3.39 avec le fait
que|X | `X u2 on a que|X ⊗ Y | `X⊗Y u2 × |Y |. La suite〈(|X ⊗ Y |, j0), (u2 × |Y |, 2)〉 est
donc bien une partie surX ⊗ Y . Le casi0 = 0 et j0 = 1 se traite de manière symétrique. Enfin
si i0 = 1 et j0 = 1 alorsd(u2, v2) = (|X |, |Y |)(u2, v2) et |X ⊗ Y | est strictement infiniment
incohérent dansX ⊗Y . On ag((|X ⊗Y |)(u2 × v2)) = d(u2, v2). Les sous-ensemblesu2 etv2

sont infiniment cohérents doncu2 × v2 aussi. La maximalité deu2 × v2 est une conséquence de
la remarque 3.39. Ainsi〈(|X ⊗ Y |, l0)(u2 × v2, 2l0)〉 est bien une partie surX ⊗ Y .

On suppose que l’on a une partieW ′ = (wl)l0≤l≤p′ surX⊗Y telle queg(W ′) = d(u2, v2)·
m′′ pourm′′ un préfixe pair dem′, wp′ = (ui × vj) est infiniment cohérent etp′, i, j ∈ 2N. On



46 CHAPITRE 3. DÉPLOIEMENT D’HYPERCOHÉRENCES

montre que sim′′ · e1e2 est un préfixe dem′ alors il existe unwp′+1 et unwp′+2 tels que cette
propriété soit encore vraie pour(wl)l0≤l≤p′+2 etd(U, V ) · m′′ · e1e2, (i.e.g((wl)l0≤l≤p′+2) =
d(U, V ) · m′′ · e1e2). En raisonnant par symétrie, on peut supposer quee1 est un élémentui′

avec2i0 + 1 ≤ i′ ≤ n. Commeg(wl0 . . . wp′−1(ui × vj)) = d(u2, v2) · m′′ et quem′ est
sans répétitions c’est quei′ > i. Mais ui+1 n’apparaît certainement pas dansg(W ′) puisque
sinon cela contredirait la décroissance forte deswl. En revenant à la construction�, c’est donc
quee1 = ui+1 et e2 = ui+2. Il est alors facile d’utiliser la remarque 3.39 pour montrer que
wp+1 = ui+1 × vj etwp+2 = ui+2 × vj conviennent.

Ceci prouve qu’il existe une partieW ′ = (wl)l0≤l≤p′ sur X ⊗ Y telle queg(W ′) =
d(u2, v2) · m′, wp′ = (uh(n) × vh(k)) est infiniment cohérent etp′, i, j ∈ 2N. Si n, k ∈ 2N

alorsh(n) = n, h(k) = k, f(un, vk) = ε etwp′ est égal au singleton(un × uk) ce qui achève
la preuve de l’existence deW . Si n ∈ 2N et k ∈ 2N + 1 alorsh(n) = n, h(k) = k − 1 et
f(un, vk) = vk. On a alors quewp′ est strictement infiniment cohérent et en posantwp′+1 =
un × vk on a bien queW = (wl)l0≤l≤p′+1 est une tour dont l’image parg est m. Le cas
n ∈ 2N et k ∈ 2N + 1 est symétrique. Finalement, sin ∈ 2N + 1 et k ∈ 2N + 1 alors on a
wp′ = un−1×vk−1. À nouveau on obtient la tourW recherchée en posantwp′+1 = un×vk.

L’hypothèse de disjonction entreX etY a pour seul mérite de simplifier la présentation des
résultats. Il est clair qu’au prix d’un attention particulière portant sur la localisation des éléments
deE nous pourrions établir une proposition analogue sans cettehypothèse.

\ &% &\ �bV*.3.+ -3 SS3/
Le traitement des exponentielles demande plus d’attention. La caractérisation du déployé

d’une hypercohérence!X , donnée par la proposition 3.53 à la fin de cette section, est moins
évidente en première lecture. Cette caractérisation nécessite notamment la définition d’objets
intermédiaires sur lesquels nous établissons un certain nombre de lemmes.

C’est pourquoi nous commençons par donner, en exemple, le

⊕O

&J

⊕O

⊥J
a ⊥J

b

⊕O

⊥J
c ⊥J

d

⊥J
e

FIG. 3.1 – Arbre deX .

déploiement de l’hypercohérence!(((⊥⊕⊥) & (⊥⊕⊥))⊕⊥),
en exhibant les objets intermédiaires que nous définirons réelle-
ment plus loin. L’hypercohérenceX = ((⊥⊕⊥) & (⊥⊕⊥))⊕⊥
est trivialement série parallèle et localement finie. Son arbre syn-
taxique, donné dans la figure 3.1, est isomorphe à son arbre des
tours, donné dans la figure 3.3. Dans cet arbre syntaxique, nous
avons annoté les nœuds par la polarité opposant/joueur qui leur
correspond dans l’arbre des tours|X̃|. Nous avons indicé les
occurrences de la constante multiplicative⊥ par des lettres de
manière à distinguer ces différents constantes, en accord avec la
nécessité de délocaliser les espaces non disjoints avant deleur
appliquer un connecteur additif. Ainsi l’unique point de|⊥a| est
le singleton{a} et de même pour⊥b, ⊥c, ⊥d et⊥e. Le résultat
principal de cette section est qu’une tour sur!X est la succes-

sion de coups donnée par une visite sans répétitions d’un sous-arbre de|X̃ | dans lequel chaque
coup opposant est suivi par un unique coup joueur. Nous avonsreprésenté une telle visite par
des arrêtes grisées dans notre exemple de la figure 3.1. Cettevisite, notées{a,c},1 dans la suite,
commence à la racine, passe par la feuille⊥a et arrive à la feuille⊥c. Les coups opposant sont
représentés en pointillés et les coups joueur en traits pleins. Nous allons voir que cette visite
s{a,c},1 correspond bien à une tour sur!X et qu’en tronquant cette visites{a,c},1 de manière à
l’arrêter sur la feuille⊥a on obtient une visite notées{a}, correspondant à une autre tour sur!X .

Le déploiement de!X est doublement représenté dans la figure 3.2. Les deux représenta-
tions sont partielles. Les représentations complètes peuvent essentiellement être obtenues en
exploitant la symétrie entre les élémentsa, b, c etd de la trame deX . La trame de!X est égale
à

|!X | = {∅, {a}, {b}, {c}, {d}, {e}, {a, c}, {a, d}, {b, c}, {b, d}}.
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|!X | = C(∅)

C({{a, b, c, d, e}})O

{{e}}J = C({{e}}) C({{a, b, c, d}})J

C({{a, b}})O

C({{a}})J

{{a}}O C({{a}, {c, d}})O

{{a, c}}J = C({{a}, {c}}) {{a, d}}J = C({{a}, {d}})

C({{b}})J

C({{c, d}})O

{∅}O

∅

{c}

{d}

{a
}

{a
, c}

{a
, d}

{b}

{b,
c}

{b,
d} {e}

FIG. 3.2 – Déploiement de!(((⊥a ⊕⊥b) & (⊥c ⊕⊥d)) ⊕⊥e) : l’arbre des tours.
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La première représentation est donnée dans un plan oblique,où figurent les points de la trame
de !X . Les courbes fermées contenant des points de|!X | représentent les ensemble d’éléments
de cette trame qui sont des coups de!X . Les courbes fermées en pointillés sont des coups
opposant et les courbes fermées en traits pleins sont des coups joueur. Deux tours sur!X sont
entièrement représentés dans ce plan : une tour se terminantpar le singleton{{a}} et une tour
se terminant par le singleton{{a, c}}. Ces deux tours sont celles correspondant respectivement
à la visites{a} et à la visites{a,c}, mais cette représentation ne permet pas vraiment d’en rendre
compte.

La seconde représentation est l’arbre des tours sur!X (c’est une vue éclatée de la première).
Dans cette représentation, on utilise la notationC(S), oùS est un ensemble. Il s’agit là de deux
objets intermédiaires que nous devons expliciter. Dans notre exemple, cet ensembleS est le plus
souvent réduit à un singleton mais il arrive aussi qu’il soitvide où qu’il contienne deux éléments.
En général, l’ensembleS est un ensemble fini particulier de coups surX , que nous appellerons
plus loin unetranche de avecsurX . L’ensembleC(S) est égal à

C(S) = {x ∈ |!X | | ∀u ∈ S, x ∩ u 6= ∅}.

On a donc ,en particulier,C(∅) = |!X |, C({{e}}) = {{e}} C({{a}}) = {{a}, {a, c}, {a, d}},
C({{a, b, c, d, e}}) = |!X |\{∅} etC({{a, b, c, d}}) = |!X |\{∅, {e}}. Pour vérifier que l’arbre
représenté est bien l’arbre des tours sur!X , on vérifie, en partant de la racine vers les feuilles,
que chaque nœud apparaissant dans l’arbre est bien suivi de ses successeurs pour la relation`!X

et que les feuilles sont bien des singletons. À cet effet, on peut utiliser le fait que tout élément
deS est une section deC(S). Ainsi, siS contient un coup opposant strict surX , alorsC(S) est
un coup opposant strict sur!X .

Certains éléments de l’arbre de la figure 3.2 ne sont pas donnés par une tranche deavec. Il
s’agit des feuilles de polarité opposant (par exemple{∅} et {{a}} dans notre arbre incomplet).
Oublions ces feuilles un instant. De même, oublions la racine de l’arbreC(∅) et concentrons
notre attention sur les tranches deavecsuccessives utilisées dans cet arbre.

Chaque tranche deavecS est en fait l’ensemble des

{a, b, c, d, e}O

{a, b, c, d}J

{a, b}O

{a}J {b}J

{c, d}O

{c}J {d}J

{e}J

FIG. 3.3 – Arbre des tours deX

nœuds terminaux d’un sous-arbre deX̃ dans lequel chaque
coups opposant est suivi d’au plus un coup joueur. Plus pré-
cisément ces nœuds terminaux déterminent un sous-arbre
A(S) de l’arbre des tours deX et passer d’un nœud de
l’arbre de la figure 3.2 à un de ses nœuds fils consiste en
ajouter un nouveau nœud au sous-arbreA(S). Cet ajout
d’un nœud se fait soit en remplaçant un nœud terminal de
A(S) (de polarité opposant ou joueur) par un de ses fils soit
en ajoutant un nœud opposant fils d’un nœud joueur non
terminal dansA(S). Finalement, une branche de l’arbre
des tours sur!X détermine une certaine suite croissante de
sous-arbres de l’arbre des tours surX et cette suite corres-
pond à une visite de l’arbre des tours surX au sens donné
précédemment. Nous illustrons cette observation en mon-

trant comment la branche,B, déterminée par la succession de flèches grisées de l’arbre de la
figure 3.2 correspond à la visites{a,c},1 de l’arbre de la figure 3.1. Nous donnons dans la fi-
gure 3.4 les arbresA(S) définis successivement par chaque tranche deavecS apparaissant dans
la brancheB. Les arbresA(S) sont des sous-arbre de l’arbre des tours surX , représentés à
l’isomorphisme entre l’arbre de la figure 3.1 et l’arbre de lafigure 3.3 près.

L’étape cruciale est le passage de l’arbre déterminé par la tranche deavec{{a}} à l’arbre
déterminé par la tranche deavec{{a}, {c, d}}. Cette étape consiste à arrêter la visite d’une
branche pour en visiter une autre, à partir d’un branchementavec. En général pour un espaceX
assez gros une tour sur!X peut contenir plusieurs étapes de ce types. De plus, il est engénéral
possible qu’une tour sur!X interrompe de cette façon la visite d’une branche de l’arbredes tours
surX , quitte à y revenir plus tard.
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A(S)

S

{a, b, c, d, e}O

{{a, b, c, d, e}}

⊕O

{a, b, c, d}J

{{a, b, c, d}}

⊕O

&J

{a, b}O

{{a, b}}

⊕O

&J

⊕O

{a}J

{{a}}

⊕O

&J

⊕O

{a}J

{c, d}O

{{a}, {c, d}}

⊕O

&J

⊕O

{a}J

⊕O

{c}J

{{a}, {c}}

FIG. 3.4 – Une visite d’un sous-arbre de|X̃| par des tranches deavec.

Nous avons vue, sur cet exemple, que certaines tours sur!X déterminent des visites sans
répétitions de sous-arbres de l’arbre des tours surX . Dans la proposition 3.53, nous établirons
précisément une bijection entre les visites d’un ensemble de sous-arbres de|X̃| (en sémantique
des jeux cet ensemble correspond aux stratégies finies sur|X̃ |) et les tours sur!X . Cette bijection
sera, plus précisément, un isomorphisme d’arbre.

Après cette entrée en matière, nous pouvons commencer à établir cette caractérisation.
Dans [Ehr00] T. Ehrhard établit la proposition suivante.

Proposition 3.42. [Ehr00]. Si X est parallèle alors!X aussi. SiX est localement finie alors
!X aussi.

Remarque3.43(racine). Dans!X on a toujours que|!X | ∈ ∆(!X).

En effet, quel que soitu ⊆fin |!X | on au ∪ {∅} ∈ Γ(X) car l’ensemble des sections de
u ∪ {∅} est vide.

Nous nous intéressons maintenant aux coups initiaux sur!X dans le cas oùX est localement
finie et série parallèle.

Lemme 3.44 (sous-ensembles strictement infiniment incohérent maximaux de!X). SoitX
une hypercohérence localement finie série parallèle.

1. Si U est un sous-ensemble strictement infiniment incohérent maximal de |!X | alors il
existe un unique sous-ensemble strictement infiniment incohérentu deX telle queu / U .
Ce sous-ensembleu est égal à{a | {a} ∈ U} et c’est un sous-ensemble strictement
infiniment incohérent maximal de|X |.

2. Réciproquement, siu est un sous-ensemble strictement infiniment incohérent maximal de
|X | alors il existe un unique sous-ensemble strictement infiniment incohérentU dans!X
tel queu / U et c’est le sous-ensemble strictement infiniment incohérent maximal de|!X |
égal à{x ∈ Clfin(X) | x ∩ u 6= ∅}.

Démonstration.Soit U un sous-ensemble strictement infiniment incohérent maximal de !X et
soit v un sous-ensemble strictement infiniment incohérent dansX tel quev / U . Il est clair
que{a | {a} ∈ U} ⊆ v. Maintenant, sib est un élément dev alorsv / (U ∪ {{b}}). Ainsi
U ∪ {b} est strictement infiniment incohérent dans!X et, par maximalité deU , U contient{b}.
Par conséquent,u = {a | {a} ∈ U} est l’unique section strictement infiniment incohérente de
U .

Supposons quev est un sous-ensemble strictement infiniment incohérent maximal deX qui
contientu alorsv est une section de(U ∪ {{b} | b ∈ v}) donc cet ensemble est strictement
infiniment incohérent dans!X et, par maximalité deU , il est égal àU . Par conséquent,u est
égal àv et ceci permet de conclure à la maximalité deu.
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Maintenant soitu un sous-ensemble strictement infiniment incohérent maximal deX et soit
U = {x ∈ Clfin(X) | x ∩ u 6= ∅}. Comme il existe, pour chaque élémenta deu, un clique
finie {a} contenanta, u est une section deU . DoncU est strictement infiniment incohérent dans
!X . Si V est un sous-ensemble strictement infiniment incohérent maximal de!X contenantU
alors par la première partie du lemme,v = {a | {a} ∈ V } est strictement infiniment incohérent
dansX . Mais, pour chaquea ∈ u, le singleton{a} appartient àU donca fortiori, àV . Ainsi v
contientu et par maximalité deu, u et v sont égaux. Donc chaque élément deV intersecteu et
doncV ⊆ U . Ceci conclut en établissant la maximalité deU .

Nous allons étendre ce lemme en une caractérisation de tous les éléments deM(!X) à partir
des éléments deM(X) lorsqueX est série parallèle. Nous pourrons ensuite établir la construc-
tion effective de l’arbre des tours sur!X à partir de l’arbre des tours surX .

Avant cela il nous faut établir quelques résultats préliminaires.

Définition 3.45. Soit X un hypercohérence localement finie série. Unetranche de avecsurX
est un ensemble finiS = {u1, . . . , un} d’éléments deM(X) deux à deux disjoints, qui vérifie :

(∪1≤i≤nui, ΓX(∪1≤i≤nui)) = &1≤i≤n(ui, ΓX(ui)).

Pour chaque tranche deavec, S = {u1, . . . , un} sur X nous définissons aussi les ensembles
suivant :

– le sous-ensembleC(S) de|!X | égal à

{x ∈ Clfin(X) | ∀u ∈ S, u ∩ x 6= ∅}

– le sous-ensemblec(S) de|!X | égal à

{{a1, . . . , an} | ∀i, ai ∈ ui}.

Remarques3.46.
– Comme∪1≤i≤nui = &1≤i≤nui dansX chaque élément dec(S) est une clique finie de

X . Ainsi c(S) est effectivement un sous-ensemble de|!X |.
– En conséquent,c(S) ⊆ C(S) et, comme lesui sont deux à deux disjoints, les éléments

deC(S) sont de cardinalité supérieure ou égale àn et les seuls éléments de cardinalitén
dansC(S) sont les éléments dec(S).

c(S) = {x ∈ C(S) | ]x = ]S}.

– Il existe une opération qui à partir deC(S) reconstruit la tranche deavecS c’est à dire
la famille (ui)1≤i≤n à indexation près. En effet considérons les éléments deC(S) de
cardinalité minimale. Ce sont les éléments dec(S) et ils sont de cardinalitén. Maintenant
on choisit un de ces éléments disonsx0, et on numérote ses éléments de1 à n : x0 =
{a1, . . . , an}. Posons alors

vi = {b | {a1, . . . , ai−1, b, ai+1, . . . , an} ∈ C(S)}

pour chacun de ces indices. On obtient ainsi une famille(vi)1≤i≤n qui est exactement
(uσ(i))1≤i≤n oùσ est la permutation sur{1, . . . , n} donnée parσ(i) = j ssiai ∈ uj .

– C(S) est un singleton ssi lesui sont des singletons et∪ui est une clique maximale deX .

Lemme 3.47. SiS est une tranche deavecsurX alors chacun de ses éléments est une section
deC(S). De plus ces sections sont minimales : siv est une section deC(S) alors il existe un
élémentu deS contenu dansv.

Démonstration.Pour tout élémentu ∈ S, u ⊆ ∪c(S) ⊆ ∪C(S) etu intersecte chaque élément
deC(S). Donc chaqueu ∈ S est une section deC(S). Soitv une section deC(S) et donnons
nous une énumérationu1, . . . , un des éléments deS. Si, pour chaqueui ∈ S, il existe un
élémentbi deui tel quebi /∈ v alors il existe une cliquex = {b1, . . . , bn} deX dansC(S) qui
n’intersecte pasv. C’est impossible puisque cela contredit le fait quev /C(S). Il existe donc un
indicei ∈ {1, . . . , n} pour lequelui ⊆ v.



3.2. COMPORTEMENT LOGIQUE 51

Lemme 3.48. SoitX une hypercohérence localement finie série parallèle. SiS est une tranche
deavecsurX alors

(∪C(S), ΓX (∪C(S))) = (w, ΓX(w))&(&u∈S (u, ΓX(u)))

oùw = ∪C(S) − ∪S. De plusw est maximal au sens où, siw′ ⊆ |X | − ∪S est tel que

(w′ ∪ (∪S), ΓX(w′ ∪ (∪S)) = (w′, ΓX(w′))&(&u∈S(u, ΓX(u)))

alorsw′ ⊆ w.

Démonstration.Nous commençons par prouver que cette égalité d’espaces estvraie pourw =
∪C(S) −∪S. PuisqueS est une tranche deavec, la seule chose à prouver est que, pour chaque
v ⊆∗

fin C(S) si v intersecte à la fois∪S et w alorsv est cohérent. Chaque élémentb de w
appartient à une cliquex, élément deC(S), donc il existe un sous-ensemble,y = x ∩ (∪S),
de∪S pour lequely ∪ {b} est cohérent. Mais, par la proposition 3.37,∪S est un intervalle sur
X . C’est donc que, pour chaque élémentb dew, pour chaque sous-ensemble fini non videy de
∪S, y ∪ {b} est cohérent. En particulier pour chaque élémentb dev ∩w, et poury = v ∩ (∪S),
l’ensemblevb = y ∪ {b} est cohérent. Finalement, comme∩b∈v∩wvb ⊇ y n’est pas vide, en
utilisant le parallélisme on conclut à la cohérence dev = ∪b∈v∩wvb. Soitw′ un sous-ensemble
de|X | − ∪S tel que

(w′ ∪ (∪S), ΓX(w′ ∪ (∪S)) = (w′, ΓX(w′))&(∪S, ΓX(∪S)).

Il faut montrer quew′ ⊆ ∪C(S) − ∪S. Soit b ∈ w′. Si u ⊆∗ ∪S, alorsu ∪ {b} est infiniment
cohérent. Soitx ∈ c(S), on a quex∪{b} est une clique, doncx∪{b} ∈ C(S), doncb ∈ C(S),
et commeb /∈ ∪S on en conclut quew′ ⊆ ∪C(S) − ∪S.

Considérons un sous-ensemble infiniment incohérent maximal v de∪C(S). C’est soit un
sous-ensemble infiniment incohérent maximal de l’un des élémentsu deS c’est à dire un élé-
ment deS(u), soit un sous-ensemble infiniment incohérent maximal deC(S) − ∪S. Dans ce
dernier cas, considérons l’élément minimalv′ de M(X) qui contientv. CommeX est série
parallèlev′ est le dernier coup de la partie∧a∈vT (a) oùT (a) est l’unique tour de pieda surX .
Supposons quev′ ∩ ∪S n’est pas vide. Il existe donc un élémentu dansS tel queu ∩ v′ n’est
pas vide. Commeu et v′ sont des intervalles forts il sont comparables pour l’ordreinclusion et
commev ∩ u = ∅ c’est queu ⊆ v′. D’après le lemme 3.48,u ∪ v est infiniment cohérent, il
contientv et il est contenu dansv′, ainsi

∧a∈v′T (a) ( ∧a∈u∪vT (a) ( ∧a∈vT (a).

Mais cela contredit la minimalité dev′. C’est donc quev′ ∩∪S est vide. Puisquev′ est un inter-
valle et qu’il contientv on a, par le lemme 3.48, quev′ est un sous-ensemble de∪C(S) − ∪S.
Et, par maximalité dev, v′ etv sont égaux.

Pour faciliter l’écriture du résultat suivant nous étendons la notationS des coups surX aux
tranches deavecsurX en posant

SO(S) = {w | (∀u′ ∈ S, u′ 6⊆ w) et (∃v ∈ M J(X), ∃u ∈ S, w ∈ S(v) etu ⊆ v)}

quandS est non vide, et en posantSO(∅) = |X | si |X | ∈ M O∗(X) etSO(∅) = S(|X |) sinon.

Lemme 3.49.SiS est une tranche deavecsurX alorsC(S) est strictement infiniment incohé-
rent dans!X ssiS ∩ M∗O(X) 6= ∅. De plus, dans ce cas, l’ensemble des sections strictement
infiniment incohérentes deC(S) est exactementS ∩ M∗O(X).

Démonstration.L’implication de droite à gauche de la première partie du lemme est une consé-
quence directe du lemme 3.47. Siv est une section strictement infiniment incohérente deC(S)



52 CHAPITRE 3. DÉPLOIEMENT D’HYPERCOHÉRENCES

alors c’est un sous-ensemble de∪S. Mais, toujours d’après le lemme 3.47,v admet un sous-
ensembleu qui est dansS. Donc, d’après le lemme 3.48 et du fait quev est un sous-ensemble
strictement infiniment incohérent de|X |, v est égal àu qui est donc strictement infiniment inco-
hérent. Cela conclut la preuve en établissant que toute section infiniment incohérente deC(S)
est un élément deS ∩ M∗O(X).

Lemme 3.50 (Coups joueur).SiS est une tranche deavecsur X telle queS ∩ M∗O(X) est
un singleton, disons{u}, et siC(S) ∈ M∗O(!X) alorsS(C(S)) est en bijection avecS(u) par
l’application v 7→ C(S[v/u]) oùS[v/u] est l’ensembleS dont l’élémentu a été substitué par
v.

Démonstration.Il est clair queS[v/u] est une tranche deavec. Une conséquence directe du
lemme 3.49 est queC(S[v/u]) est infiniment cohérent pour chaque élémentv deS(u). Soit un
élémentW deS(C(S)). Alors∪W est un sous-ensemble de∪C(S) et w = (∪W ) ∩ u est un
sous-ensemble deu. L’ensemblew est une section deW . En effet, c’est un sous-ensemble de
∪W et pour chaquex ∈ W , w ∩ x est égal àu ∩ x qui n’est pas vide puisquex est un élément
de C(S) et u est l’une de ses sections. Ainsiw est un sous-ensemble infiniment cohérent de
u. Donc il existe un élémentv de S(u) qui contientw. Et W est un sous-ensemble deT =
{x ∈ C(S) | x ∩ w 6= ∅}. Mais d’après la définition deC(S), T est égal àC(S[w/u]) et il
est contenu dansC(S[v/u]) lui-même contenu dansC(S). CommeC(S[v/u]) est infiniment
cohérent, par maximalité deW , c’est queW = C(S[v/u]). Donc finalement pour chaque
élémentW deS(C(S)), il existev ∈ S(u) tel queW est égal àC(S[v/u]). De plusv est égal à
(∪W )∩u. Réciproquement, siv est un élément deS(u) alors,C(S[v/u]) est infiniment cohérent
et il existe un élémentW deS(S) qui contientC(S[v/u]). Mais en utilisant ce qui précède et
comme(∪W ) ∩ u est déjà un élément deS(u), c’est que ces deux ensemblesC(S[v/u]) etW
sont égaux. Ceci achève de prouver que l’applicationv 7→ C(S[v/u]) est bien un application
surjective deS(u) dansS(S). Puisquev = (∪C(S[v/u])) ∩ (∪S), cette application est aussi
injective.

Définition 3.51. Si S est une tranche deavecsurX et si v est un élément deM(X) tel que
∀u ∈ S, u 6⊆ v, alorsS[v] désigne l’ensemble des éléments minimaux deS ∪ {v} pour l’ordre
inclusion, autrement dit,S[v] est égal àS[v/u] s’il existe un élémentu deS tel quev ⊆ u ou à
S ∪ {v} sinon.

LorsqueS[v] est une tranche deavec, C(S[v]) ⊆ C(S).

Lemme 3.52 (Coups opposant stricts).
Si S est une tranche deavecsur X telle queS ⊆ M J(X) et si C(S) ∈ M∗J(!X) alors

S(C(S)) ∩ M∗O(!X) est en bijection avecSO(S) ∩ M∗O(X) par l’applicationv 7→ C(S[v]).

Démonstration.Soit V un élément deS(C(S)) ∩ M∗O(!X). Le sous-ensembleV de |!X | est
strictement infiniment incohérent et il est maximal dansC(S). Il existe une section stricte-
ment infiniment incohérentev de V . Puisquev est un sous-ensemble de∪C(S), il existe un
sous-ensemble strictement infiniment incohérent maximalw de∪C(S) qui contientv. Donc,
en utilisant le lemme 3.48,w ∈ SO(S). Commev est une section deV , chaque élémentx de
V intersectev, et donc aussiw. Et, commeV ⊆ C(S), c’est queV ⊆ C(S[w]). Mais w est
une section deC(S[w]) donc, par maximalité deV , V et C(S[w]) sont égaux. Ainsi, chaque
élément deS(C(S))∩M∗O(!X) est de la formeC(S[w]) oùw ∈ SO(S). De plus, par le lemme
3.49,w est alors l’unique section strictement infiniment incohérente deC(S[w]).

Soit, maintenant, un élémentv de SO(S) ∩ M∗O(X). Alors, toujours par le lemme 3.49,
C(S[v]) est strictement infiniment incohérent et il existe un sous-ensemble strictement infini-
ment incohérent maximalV deC(S), autrement dit un élément deS(C(S)) ∩ M∗O(!X), qui
contientC(S[v]). En utilisant ce qui précède,V est unC(S[w]) pour un élémentw deSO(S).
MaisC(S[v]) ⊆ C(S[w]), donc, par la remarque 3.46,v ⊆ w. C’est donc quev = w.
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Proposition 3.53. Soit X une hypercohérence localement finie série parallèle telle qu’aucun
de ses singletons ne soit un coup opposant surX . Soit∗ un élément distingué (donc distinct de
tous les éléments deX). Soit finalementE ⊆ ∗ · (M(X))∗ · {∗, ε} l’ensemble de mots défini
par : s = s0 . . . sn ∈ E ssi il existe une clique finiex deX̃ telle que :

1. s0 = ∗ ;

2. pour0 ≤ 2k ≤ n − 2, il existet ∈ x tel ques2k+1 est le premier coup d’indice impaire
de t qui n’apparaît pas déjà danss1 . . . s2k et s2k+2 est le coup (d’indice pair) qui suit
directements2k+1 danst ;

3. pour chaque élémentt de x, chaque coup surX différent de|X | qui apparaît danst
apparaît aussi danss ;

4. si x0 = {p(t) | t ∈ x} est une clique maximale deX alors n est pair, autrementn est
impair etsn = ∗.

AlorsS est en isomorphisme d’arbre avec(!X )̃.

Démonstration.Soitf l’opération définie sur les préfixess = s0 . . . sk d’éléments deE par :
– f(∗) = 〈∅〉 ;
– si sk+1 6= ∗ alorsf(s0 . . . sk+1) = f(s0 . . . sk) · S[sk+1] oùS est le dernier élément de

f(s0 . . . sk) ;
– f(s0 . . . sk∗) = f(s0 . . . sk) · ∪S oùS est le dernier élément def(s0 . . . sk).

Du fait de sa définition inductive, l’opérationf préserve les longueurs des mots.
L’ensembleE est fait de mots sans répétitions. CommeX est série parallèle les éléments

d’un mots ∈ E sont soit disjoints, soit comparables et ordonnés pour l’inclusion dans le sens
inverse de leur apparition danss. Il en va de même pour les préfixes d’éléments deE. Ainsi
tout élémentS d’un f(s) pours ∈ E est fait d’ensembles deux à deux disjoints. De plus, siS
est le dernier élément d’unf(m) pourm préfixe d’un élément deE, alorsS est l’ensemble des
éléments minimaux apparaissant dansm. Enfin, sif(s · u) = m · e1e2 alorse2 est soit de la
formee2 = e1[v] où v est soit strictement inclus dans l’un des élémentse1 soit disjoint de tout
ces éléments, soit de la formee2 ⊆fin |X |. Dans les deux cas, on retrouve facilement l’élément
u à partir dee1 et e2. Ceci prouve quef est injective.

L’opérationf est donc un isomorphisme d’arbre entreE et son imagef(E).
Nous montrons maintenant que chaque élément def(E) est une suite de tranches deavec

sauf peut-être son dernier élément qui est alors une clique finie non maximale deX .
L’ensemble vide est une tranche deavec. Soit maintenants un élément deE et soitx la

clique finie deX̃ dont il provient. Cette clique est un sous-arbre de l’arbre des tours, où les
branchements n’ont lieu qu’à des indices impaires. Supposons que pourm ·uv � s on ait que le
dernier élémentS def(m · u), est une tranche deavec. CommeS est l’ensemble des éléments
minimaux dem · u, u ∈ S. Si v est un coup joueur surX alors il est justifié paru et ainsi
S[v] = S[v/u] doncS[v] est encore une tranche deavec. Si v est un coup opposant surX il
est justifié par un coup joueurw qui le précède et cew est soit un élément deS auquel cas on
conclut comme pour le cas oùv est joueur, soitw n’est pas dansS. Dans ce dernier casw est
nécessairement disjoint de tous les éléments deS. Commex est un arbre où les branchements
sont sur les indices pairs et queX est série parallèle, dans ce dernier cas encore,S[v] est une
tranche deavec. Ceci prouve bien que lesf(s) pours ∈ E sont tous fait de tranches deavec,
sauf peut être leurs derniers éléments. Sis ∈ E termine sur autre chose que∗, par l’induction
précédente, le dernier élément def(s) est une tranche deavec. Si s ∈ E termine sur∗ le dernier
élément def(s) est par définition la clique finie et non maximale{p(t) | t ∈ x}.

Soith : f(E) → |(!X )̃| l’application définie par

h(S0 . . .S2k) = 〈(C(S0), 0), . . . , (C(S2k), 2k)〉 et

h(S0 . . .S2ky) = 〈(C(S0), 0), . . . , (C(S2k), 2k), (y, 2k + 1)〉.

En utilisant les lemmes 3.44, 3.50 et 3.52 par un raisonnement par préfixes, nous obtenons que
h étendue aux préfixes d’éléments deE et aux parties sur!X est bijective et qu’elle préserve
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la longueur des infs. Il en va donc de même def # h. Nous obtenons de la même manière que
f # h est surjective.

La seule difficulté dans ce raisonnement provient des éléments finaux(y, 2k + 1). Suppo-
sons queS est un ensemble de singletons. AlorsC(S) est un singleton ssi∪S est une clique
maximale. Lorsque∪S est une clique maximale on a bien défini un tour parf # g. Si ce n’est
pas un clique maximale il faut vérifier queC(S) `!X ∪S et, réciproquement, que∪S est le seul
singleton habilité parC(S). Ceci achèvera la preuve.

La situation est la suivante :C(S) est strictement infiniment cohérent et c’est l’ensemble
des cliques finies surX qui contiennent la clique∪S et S est une tranche deavecfaite des
singletons. Il suffit de montrer que siz est un élément deC(S) alors il existe un sous-ensemble
strictement infiniment incohérent deC(S) qui contientz si et seulement siz ∩ (|X |−∪S) 6= ∅.

Soit V un tel sous-ensemble deC(S) et choisissons le maximal. Alors par le lemme 3.52,
il existe une unique section strictement infiniment incohérente deV etV est la tranche deavec
C(S[v]). MaisS ne contient que des singletons doncS[v] = S ] {v} et v est disjoint de tous
les éléments deS. L’élémentz appartient àS[v], il intersecte donc bien|X | − ∪S. Dans l’autre
sens maintenant. Supposons quez∩(|X |−∪S) 6= ∅. Commez est une clique et queX est série
parallèle c’est qu’il existe une tourt surX qui n’est pas dansx mais telle quex ∪ {t} est une
clique et telle quep(t) ∈ z. Comme les singletons deX sont tous de polarité joueur c’est que
l’avant dernier élémentv de la tourt est strictement infiniment incohérent. Cet élément ne peut
pas apparaître dans une tour dex, puisquex∪ {t} ne branche que sur les coups opposant et que
{p(t)} n’appairait pas dansx. Toujours parce queX est série parallèle, c’est quev est disjoint
de tous les éléments deS et commex ∪ {t} est une clique,S ∪ {v} est une tranche deavecsur
X . On a alors bien unV = C(S ∪ {v}) qui est un sous-ensemble deC(S) qui contientz et qui
admetv comme section strictement infiniment incohérent.

Remarques3.54.
• En suivant la dernière partie de la preuve précédente il est possible de généraliser la des-

cription des tours du!X en relaxant la condition qui veut qu’aucun singleton deX ne soit
de polarité opposant.

• Comme les espaces cohérent, les hypercohérences admettentune structure exponentielle
alternative, dite multi-ensembliste. Dans cette version du modèle, lebien sûr, noté !

mh
, est

défini sur les objets comme suit. SiX est une hypercohérence alors

| !
mh

X | = {µ ∈ Mfin|X | | supp(µ) ∈ Cl(X)}

et si {µ1, . . . , µn} ∈ Pfin(| !
mh

X |) alors{µ1, . . . , µn} ∈ Γ∗⊥( !
mh

X) ssi il existe une

section de{supp(µ1), . . . , supp(µn)} strictement incohérente dansX . Nous revenons
sur cette version des exponentielles à la fin de la section 6.4(chapitre 6). Il est en fait
possible d’établir un résultat analogue à celui de la proposition 3.53 pour cette version
du bien sûr. Notamment on a un résultat similaire à celui de la propriété14 pour !

mh
.

Sous la réserve que!
mh

préserve bien la finitude locale, l’adaptation de la proposition 3.53

consiste alors simplement en une modification du point 4 de ladéfinition des éléments de
E qui supprime la distinction faite entre le cas oùx0 est maximal et le cas oùx0 n’est pas
maximal. Notamment un mot deE est toujours de longueur paire (n est toujours impair)
et de dernière lettre un multi-ensemble de supportx0. Ainsi le passage à la version multi-
ensembliste de l’exponentielle des hypercohérences ne modifie pas radicalement la nature
de l’exponentiellejeuxassociée par déploiement.
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« Engage le jeu, que je le gagne. »

L’analyse des deployés d’hypercohérences du chapitre précédent nous a conduit à remarquer
une certaine ressemblance entre les jeux polarisés d’O. Laurent [Lau02b] et les constructions
que nous obtenons sur les arbres des tours. La principale différence, outre le fait que les jeux
polarisés possédent des pointeurs dont sonta priori dépourvus nos arbres des tours, réside dans
le fait que, dans les arbres des tours, les parties terminentet que cette terminaison introduit une
symétrie de traitement entre les débuts et les fins de parties, du moins au niveau des multiplica-
tifs.

C’est en découvrant les constructions multiplicatives desjeux polarisés que nous avons, pour
la première fois, remarqué un rapprochement possible entreles jeux polarisés et les arbres de
tours. Plus précisement dans les jeux polarisés le premier coup d’une partie dans un multiplicatif,
disonsA W B, est la paire formée d’un premier coup d’une partie dansA et d’un premier coup
d’une partie dansB. Une telle idée avait été explorée par F. Lamarche ([Lam92])mais le fait est
qu’elle prend tout son sens dans le cadre d’un modèle de la logique linéaire polarisée, dans lequel
les constructions multiplicatives n’ont pas à être définiessur tous les morphismes (lesstratégies)
mais seulement sur les morphismescentraux(les stratégies centrales). Techniquement, cette
restriction permet de définir unpar sur les morphismes tel que lepar de deux stratégies centrales
soit encore une stratégie (centrale).

Dans les arbres des tours, on retrouve cette idée d’une pairede coups pour le dernier coup
d’une partie terminée dans un multiplicatif.

Nous avons donc naturellement cherché à définir un modèle de jeux pour la logique linéaire
polarisée qui coïncide avec les arbres des tours. C’est ce modèle que nous présentons dans ce
chapitre.

Les jeux polarisés que nous manipulons sont sans pointeurs et ils sont équipés d’une notion
de bord qui correspond à la notion de partie terminée dans les arbresdes tours. Ce bord, qui
est simplement un emsemble de mots de longueurs paires, joueun rôle prépondérant dans les
constructions. Ainsi, contrairement à ce qui se fait habituellement en sémantique des jeux, nous
manipulons les jeux par leurs bords et non par un ensemble de partiesclos par préfixe. Ce
choix était nécessaire notamment pour obtenir l’associativité de la composition en présence de
la notion de bord.

Les stratégies sont des ensembles particuliers de parties terminées (i.e.de mots du bord).
Nous avons aussi fait le choix de présenter certaines constructions sur les stratégies, relative-
ment usuelles en sémantique des jeux, en nous ramenant à des opérations entre mots (parties
terminées).

55
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Après avoir introduit les jeux polarisés à bord et l’essentiel des constructions sur ces jeux,
nous montrons que nous avons un modèle deMALLP (le fragment sans exponentielles de la
logique linéaire polarisée,LLpol).

Faute d’une axiomatique catégorique éprouvée pour les modèles deMALLP , nous avons fait
le choix d’introduire, en toutes généralités, une notion decoupure entre stratégies, plutôt que de
nous contenter de la seule composition des morphismes. Cecinous facilite légérement le travail,
notamment pour la preuve de correction du modèle.

La symétrie interne entre débuts et fins de parties nous a conduit à découvrir une propriété
de réversibilité temporellede notre modèle de jeux (section 4.2.2). Nous ne savons pas encore
vraiment donner un sens à cette propriété.

Il est très faciled’oublier le tempsdans notre modèle de jeux : à une petite adaptation près, il
s’agit simplement de ne conserver que les coups finaux des parties du bord. Dans la section 4.2.3,
nous montrons que cet oubli du temps nous permet de retrouverl’interprétation relationnelle et
hypercohérente des formules et des preuves deMALLP .

Dans la dernière section, nous posons les bases d’une extension de notre modèle aux expo-
nentielles deLLpol.

¤ �� ¥
�� �� �¦�����
Définition 4.1 (jeu polarisé). Un jeu polariséA est un quadruplet(ε, AO, AJ, S) oùε ∈ {−, +}
est la polarité deA, oùAO etAJ sont deux ensembles disjoints et au plus dénombrables, et oùS
est un ensemble de mots, appelé leborddu jeuA, tel que si le jeu est négatif alorsS ⊆ (AO ·AJ)∗

et si le jeu est positif alorsS ⊆ (AJ · AO)∗. LorsqueS ne contient pas le mot vide, on dit que le
jeu estlinéaireet sinon on dit qu’il estaffine.

On appelle coups opposant les éléments deAO et coups joueur les éléments deAJ. On appelle
parties terminées du jeuA les éléments deS, on noteP (A) l’ensembleO SA et on appelle ses
éléments les parties deA. On distingue les parties opposant deA, P O(A), qui sont les parties
deA qui finissent sur un coup opposant et éventuellement la partie videε si A est positif et les
parties joueur deA, P J(A) qui sont les parties qui finissent sur un coup joueur et la partie vide
si A est négatif.

Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguïté, on commet souvent l’abus denoter simplementA l’en-
semble des coupsAO∪AJ d’un jeuA. On écrit ainsi�A pour�(AO∪AJ) ou encore�(A1, . . . , An)
pour�(AO

1 ∪ AJ
1 ∪ . . . ∪ AO

n ∪ AJ
n).

Dans la suite, sauf précision contraire, une lettre minuscule désigne toujours un coup dans le
jeu noté par la même lettre en majuscule. Ainsia est un coup dans le jeuA. On notera souvent
en exposant la polarité de ce coup. AinsiaO est un coup opposant dans le jeuA etaJ est un autre
coup, de polarité joueur, dans le jeuA. Si ces lettres portent des indices c’est, selon le contexte,
soit qu’elles désignent des coups différents dans un même jeu soit encore qu’elles désignent des
coups dans des jeux différents distingués par les indices. Ainsi si le jeuAi est défini, alorsai

désigne un coup dans le jeuAi et si ce jeu n’est pas défini et que le jeuA est défini, alorsai et
aj sont des coups dans le jeuA. Il en va de même avec les notations prime (a, a′ ∈ A oua ∈ A
eta′ ∈ A′) et seconde (a, a′′ ∈ A oua ∈ A eta′′ ∈ A′′).

On écrira parfoisp 4J s pourp 4 s et p ∈ P J(A) etp 4O s pourp 4 s et p ∈ P O(A).

Définition 4.2 (bonne terminaison). Lorsque les éléments deS sont deux à deux incompa-
rables pour l’ordre préfixe,i.e.

∀s, s′ ∈ S, s 6= s′ =⇒ s 64 s′,

on dit que le jeu estbien terminé.

Remarque4.3. Les seuls jeux polarisés affines bien terminées sont les jeux(−, AO, AJ, {ε}) et
(+, AO, AJ, {ε}).
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Définition 4.4 (plénitude). Un jeu polarisé estplein lorsque toute partie non vide est l’inf par
préfixe de deux parties terminées,i.e.

∀p ∈ P (A), p 6= ε =⇒ ∃s, s′ ∈ S, s ∧ s′ = p.

Définition 4.5 (stratégies).Un sous-ensemblex deP (A) estdéterministelorsque :

∀s, s′ ∈ x, s 6= s′ =⇒ s ∧ s′ ∈ P J(A) (déterminisme.)

Une stratégieσ sur un jeu polariséA = (εA, AO, AJ, SA) est un sous-ensemble déterministe de
SA. On noteSt(A) l’ensemble des stratégies surA et Stfin(A) l’ensemble des stratégies finies
surA.

Une stratégieσ estsaturéelorsque :

σ = SA ∩ (O σ) (saturation.)

Remarques4.6. Si σ est un sous-ensemble deSA, en particulier siσ est une stratégie, on a
toujours queσ ⊆ SA ∩ (O σ). Vérifier la saturation revient ainsi à vérifier queSA ∩ (O σ) ⊆ σ.

Si le jeuA est bien terminé la saturation est automatiquement vérifiée.
Dans le cas d’un jeu négatif, la condition de déterminisme est équivalente à dire ques ∧ s′

est de longueur paire, pour toute paires, s′ ∈ σ.

Définition 4.7 (orthogonal). Si A = (εA, AO, AJ, SA) est un jeu polarisé alorsA orthogonal,
notéA⊥ = (εA⊥ , A⊥O

, A⊥J
, SA⊥), est le jeu polarisé défini parεA⊥ = −εA, A⊥O

= AJ,
A⊥J

= AO etSA⊥ = SA.

Définition 4.8 (connecteurs logiques 1).SiA = (−, AO, AJ, SA) etB = (−, BO, BJ, SB) sont
deux jeux négatifsdisjoints(i.e.si AO ∪ AJ etBO ∪ BJ sont deux ensembles disjoints) alors :

– le jeu> est le jeu négatif linéaire
(−, ∅, ∅, ∅); (>)

– le jeu⊥ est le jeu négatif linéaire

(−, {∗}, {∗′}, {∗∗′}); (⊥)

– siA et⊥ sont disjoints ledécalage positifdeA, noté↓A, est le jeu positif

(+, AO ∪ {∗′}, AJ ∪ {∗}, {∗} · SA · {∗′}); (↓A)

– leavecdeA etB, A & B, est le jeu négatif

(−, AO ∪ BO, AJ ∪ BJ, SA ∪ SB); (A & B)

– lepar deA etB, A W B, est le jeu négatif

(−, AO ∪ BO ∪ (AO × BO), AJ ∪ BJ ∪ (AJ × BJ), S) (A W B)

où

S = {(a, b) · w · (a′, b′) |w ∈ ((AJ ∪ BJ) · (AO ∪ BO))∗,

a · (w�A) · a′ ∈ SA etb · (w�B) · b′ ∈ SB}.

Cette définition s’étend à des jeux non disjoints de la manière suivante : en posantAO
l =

{l} × AO, AJ
l = {l} × AJ, BO

r = {r} × BO et BJ
r = {r} × BJ on obtient deux jeuxAl et Br,

copies disjointesdeA et deB, auxquels on peut alors appliquer les construction& ouW . Et de
même lorsqueA et⊥ ne sont pas disjoints on pose↓A = ↓Al.
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Définition 4.9 (connecteurs logiques 2).Si A et B sont des jeux positifs, ledécalage négatif
deA, noté↑A est le jeu(↓(A⊥))⊥, le jeuA plusB, notéA ⊕ B, est le jeu(A⊥ & B⊥)⊥ et le
jeu A tenseurB, notéA ⊗ B, est le jeu(A⊥ W B⊥)⊥. Si A est un jeu positif etB est un jeu
négatif alorsA ( B est le jeu négatifA⊥ W B.

Remarque4.10. On as�(A⊥) = s�A ets�(↑A) = ∗ · s�A · ∗′.

Définition 4.11 (connecteurs ésotériques).SoientA etB des jeux négatifs disjoints.
– Le tenseur négatifde A et B, A � B est le jeu négatif(−, AO ∪ BO, AJ ∪ BJ, S) où

S = {w ∈ ((AO ∪ BO) · (AJ ∪ BJ))∗, w�A ∈ SA etw�B ∈ SB}.
– La flèche linéaire négativedeA etB, A_B est le jeu négatif(−, AJ ∪ BO, AO ∪ BJ, S)

oùS = {w ∈ ((AJ ∪ BO) · (AO ∪ BJ))∗, w�A ∈ SA etw�B ∈ SB}.
– Leun négatif, I, est le jeu négatif affine(−, ∅, ∅, {ε}).

De même, on généralise ces définitons au cas où les jeuxA et B ne sont pas disjoints en
faisant des copies disjointes deA etB avant d’appliquer les constructions précédentes.

On étend ces définitions respectivement à un&, à unW , à un�, à un⊕ et à un⊗ n-aire,
dont la version unaire laisse, par convention, le jeu à l’identique1. Les résultats d’associativité
de la proposition 4.36 montrent le bien fondé de ce choix.

Remarque4.12. Si E et F sont deux ensembles de mots de longueurs paires sur des alphabets
disjointsA etB alorsE �F , où� est l’opération sur les ensembles de mot définie page 44, est
l’ensemble des mots reconnus par l’automate de la figure 4.1 et dont les projections surA et sur
B sont respectivement un élément deE et un élément deF .

α

A

1

A B

α′

B

FIG. 4.1 – automate de(A · A)∗ � (B · B)∗

Proposition 4.13. L’action des constructions multiplicatives (W , ⊗, � et _) sur les parties
terminées peut être décrite en utilisant les opérations� et⊗ sur les ensembles de mots définies
page 44. On aSA⊗B = SA ⊗ SB, SA§B = SA ⊗ SB, SA�B = SA � SB et SA_B =
{b · (SA � m) · b′ | b · m · b′ ∈ SB}.

Démonstration.Il est clair que les mots obtenues par ces opérations sont bien, dans chaque
cas, des parties terminées dans le jeu multiplicatif correspondant, puisqu’elles respectent l’al-
ternance en polarité et la bonne projection. Il reste à montrer que toute partie terminée dans un
multiplicatif est bien de cette forme. Nous le faisons pour la flèche linéaire négative. Les mots de
l’ensemble{b · (SA�m) · b′ | b ·m · b′ ∈ SB} sont des éléments deBO · {AO ·AJ, BJ ·BO}∗ ·BJ

dont les projections surA et surB sont respectivement des parties terminées des jeuxA et
B. Il suffit donc de montrer que les parties terminées deSA_B sont acceptées par l’automate
de la figure 4.2 pour montrer que les parties terminées deA_B sont bien des éléments de
{b · (SA � m) · b′ | b · m · b′ ∈ SB}. Soits ∈ SA_B . Nous construisons un nouvel automate
reconnaissants et nous montrons qu’il s’agit bien de l’automate de la figure4.2. Chaque état de
notre nouvel automate sera donné par la polarité dansA_B de la partie déjà reconnue et par
les polarités de ses projections surA et B. Ainsi l’état initial est(P J(A_B), P J(A), P J(B))
puisque la partie déjà reconnue et ses deux projections sontles parties vides. Le coup suivant

1Un peu abusif au cas où le jeu est affine et où le connecteur est le¨ ou le⊗, puisque dans ce cas on devrait obtenir
le même jeu mais sans le mot vide (donc linéaire).
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est alors un coup opposant dansA_B et ça ne peut pas être un coup joueur deA puisque
c’est à l’opposant de jouer dansA. C’est donc un coup opposant deB. Ce qui nous mène dans
un deuxième état(P O(A_B), P J(A), P O(B)). Le coup suivant danss est joueur c’est donc
soit un coup opposant dansA soit un coup joueur dansB. Dans le premier cas on passe dans
un troisième état(P J(A_B), P O(A), P O(B)) dans le deuxième cas l’automate repasse dans
le premier état(P J(A_B), P J(A), P J(B)) dont nous avons déjà exploré les possibilités. Dans
le troisième état c’est à l’opposant de jouer dansA_B mais c’est au joueur de jouer dansB
le coup suivant est donc nécessairement un coup joueur dansA, ce qui nous ramène dans le
deuxième état. Nous avons ainsi exploré tout les états possibles et il reste le cas de sortie qui
est nécessairement le premier état, étant donné que les projections des doivent être des parties
terminées deA et B donc de polarité joueur dansA et dansB. L’automate construit est donc
bien celui de la figure 4.2, ce qui termine la preuve.

1

BO

2

AO

BJ

3

AJ

FIG. 4.2 – automate deA_B

Ce que nous présentons sous forme d’automates est connu dansles jeux sous le nom de
conditions deswitchingou debasculement. Ces conditions, que nous avons déjà rencontrées à
propos du déploiement en tours d’un multiplicatif, disent quel joueur a le droit de changer de
sous-jeu dans un jeu obtenu par construction (ici multiplicative). Ainsi dans la flèche linéaire
négative et dans lepar, dont nous représentons l’automate dans la figure 4.3, ce joueur estle
Joueur(celui quijoueles coups joueur), on dit alors que le basculement est joueur, et dualement
dans le tenseur négatif et dans le tenseur ce joueur est l’opposant (le basculement est opposant).

1 AO×A′O

α

AO

2

AJ
A′J

AJ×A′ J

α′

A′O

3

FIG. 4.3 – automate dupar

Nous établissons trois propositions concernant la linéarité, la bonne terminaison et la pléni-
tude des jeux obtenus par les constructions logiques que nous venons de définir.

Proposition 4.14 (linéarité). SoientA etB deux jeux négatifs. Alors :
– le jeuA⊥ est un jeu linéaire ssiA est un jeu linéaire ;
– le jeu↓A est toujours un jeu linéaire ;
– le jeuA & B est un jeu linéaire ssiA etB sont des jeux linéaires ;
– le jeuA W B est toujours un jeu linéaire ;
– le jeuA � B est un jeu linéaire ssi au moins l’un des deux jeuxA ouB est linéaire ;
– le jeuA_B est linéaire ssiB est linéaire.

Proposition 4.15 (bonne terminaison).SoientA etB deux jeux négatifs. Alors :
– les jeux> et⊥ sont bien terminés ;
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– le jeuA⊥ est bien terminé ssiA est bien terminé ;
– le jeu↓A est toujours bien terminé ;
– le jeuA & B est bien terminé ssiA etB sont bien terminés ;
– siAO ∪ AJ, BO ∪ BJ et (AO × BO) ∪ (AJ ∪ BJ) sont deux à deux disjoints alorsA W B

est bien terminé ;
– le jeuA � B est bien terminé ssiA etB sont bien terminés ;
– le jeuA_B est bien terminé ssiB est bien terminé.

La démonstration de ces deux dernières proposition est une vérification immédiate.

Proposition 4.16 (plénitude). Les jeux> et I sont pleins et les constructions⊥, &, � et _
préservent la plénitude.

Démonstration.La vérification pour>, I, ⊥ et & est directe. Nous faisons la preuve pour la
flèche linéaire négative. La preuve pour le tenseur négatif est sensiblement la même. Soient
s ∈ SA_B et p tel ques = p · c · w pour un certain coupc dansA_B. Il y a deux cas. Soitc
est un coup dansA. Commep�A ≺ s�A avecs�A ∈ SA et queA est plein, il existes1 ∈ SA tel
quep�A = s1∧(s�A). Le mots′ = p · [s1− (p�A)] · [(s�B)− (p�B)] est accepté par l’automate
de la figure 4.2 et ses projections surA et surB sont des parties terminées, respectivement dans
les jeuxA et B. Ce mots′ est donc un élément deSA_B et de plus on a bienp = s ∧ s′.
Dans l’autre casc est un coup dansB. Par plénitude deB, il existe alors uns2 ∈ SB tel que
s2 ∧ (p�B) = s�B. On pose soits′ = p · [(s�A) − (p�A)] · [s2 − (p�B)] si c ∈ BJ soit
s′ = p · b′ · [(s�A)− (p�A)] · [s2 − ((p�B) · b′)] si c ∈ BO et sib′ est le coup deB qui suitp�B
danss2. On définit ainsi un mots′ tel ques ∧ s′ = p. Dans les deux cas, le mots′ est accepté
par l’automate de la figure 4.2 et ses projections sont des parties terminées dansA et dansB.
Donc, dans les deux cas,s′ est une partie terminée deA_B. Ce qui termine la preuve.

Nous introduisons une opération decoupure atomiqueentre parties terminées qui servira
à interpréter la coupure dans les jeux. Cette opération servira aussi à définir la composition
dans la catégorie des jeux négatifs mais elle est définie de façon plus générale que ne le sera la
composition.

Définition 4.17 (coupure atomique).SoientA, B, C1, . . . , Ck, . . . , Cn des jeux négatifs deux
à deux disjoints. Soients ∈ SA_(B§C1§...§Ck) ets′ ∈ SB_(Ck+1§...§Cn) tels ques�B = s′�B
on définit alorsJs # s′KB ∈ SA_(C1§ ...§Cn), lacoupure atomiquedes et des′ surB, en posant :
si s = ε,2 alorsJs # s′KB = s′, sinon et sit est un mot qui ne contient pas de coups deB
(i.e. t�B = ε), alors

J(bO, c1, . . . , ck) · w # (ck+1, . . . , cn) · t · bO · w′KB

= (c1, . . . , cn) · t · fB(bO · w, bO · w′) (4.1)

où

fB(bJbO · w, bJ · t · bO · w′) = t · fB(bO · w, bO · w′) (4.2)

si w 6= ε, fB(bO · t · bJ · w, bO · bJ · w′) = t · fB(bJ · w, bJ · w′) (4.3)

fB(bO · t · (bJ, c1, . . . , ck), bObJ · w′ · (ck+1, . . . , cn)) = t · w′ · (c1, . . . , cn). (4.4)

Lorsquek = 0 la coupure atomique est encore appeléecomposition atomique. Cette définition
s’étend trivialement à uns ∈ SB§C1§ ...§Ck

produisant unJs # s′KB ∈ SC1§...§Cn
en prenant

A =I.

Les projections deJs # s′KB sur A et sur chacun desCi pour 1 ≤ i ≤ k sont égales
aux projections des sur ces jeux. de même les projections deJs # s′KB sur chacun desCi

pourk + 1 ≤ i ≤ n sont égales aux projections des′ sur ces jeux. Ainsi les projections de

2Dans ce cask = 0 puisque unpar de jeux négatifs ne contient jamais la partie terminéeε.
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Js # s′KB surA et sur chacun desCi pour1 ≤ i ≤ n sont des parties terminées dans les jeux
correspondant.

On vérifie facilement queJs # s′KB est un mot accepté par l’automate deA_D où D =
C1 W . . . W Cn et que sa projection surC1 W . . . W Cn est acceptée par l’automate de
C1 W . . . W Cn.

On en déduit queJs # s′KB est une partie terminée deA_(C1 W . . . W Cn).

Remarque4.18. Soit D un ensemble de coups. Sis′�D = ε alorss�D = Js # s′KB�D et si
s�D = ε alorss′�D = Js # s′KB�D.

Lemme 4.19 (entrelacement synchrone).Soit un motm sur un alphabetA ∪ B et un mot
m′ sur un alphabetB ∪ C tels queA et C sont disjoints. Sim�B = m′�B′ alors il existe un
mot m′′ (non nécessairement unique) sur l’alphabetA ∪ B ∪ C tel quem′′�(A, B) = m et
m′′�(B, C) = m′. On dit alors quem′′ est unentrelacement synchronedem etm′.

Démonstration.On fait une preuve par récurrence sur la longueur du motp = m�B = m′�B.
Si cette longueur est nulle alorsm′′ = m · m′ convient. Supposons le lemme prouvé pour une
longueurn dep et soientm etm′ tels que que cette longueur soitn+1. Alors il existe un motq
et une lettreb ∈ B tels quep = q · b. Il existe alors des motsw1 etw2 tels quem = w1 · b ·w2 et
w1�B = q. De même, il existe des motsw′

1 etw′
2 tels quem′ = w′

1 ·b ·w
′
2 etw′

1�B = q. De plus
w2�B = w′

2�B = ε. Ainsi w2�(B, C) = w′
2�(A, B) = ε. On peut alors appliquer l’hypothèse

de récurrence àw1 etw′
1 et on a ainsi un motw′′ tel quew′′�(A, B) = w1 etw′′�(B, C) = w′

1.
On forme alors le motm′′ = w′′ · b ·w2 ·w′

2. C’est un mot surA∪B ∪C et ses projections sur
A ∪ B etB ∪ C sont bienw1 · b · w2 = m etw′

1 · b · w
′
2 = m′, ce qui conclut.

On va utiliser la composition atomique pour définir la composition dans ce qui sera la catégo-
rie des jeux négatifs. Dans ce cadre, il existe une notion detémoin de compositioncorrespondant
à la notion d’entrelacement synchrone, introduite par la proposition suivante, pour laquelle on
montre un lemme (d’existence et) d’unicité (lemme 4.21). Cerésultat et ce lemme sont stan-
dards en théorie des jeux. L’introduction des témoins dans le cadre général de la coupure ato-
mique n’est pas nécessaire de plus une telle généralité supposerait une discipline de projection
des parties plus subtile que la simple projection des mots. Nous en faisons donc l’économie.

Proposition 4.20 (témoins de la composition atomique).SoientA, B, C des jeux négatifs
deux à deux disjoints. Soients ∈ SA_B et s′ ∈ SB_C tels ques�B = s′�B. Un témoin de la
composition des et s′ est un motm sur un ensemble de coupsD tel quem�(A_B) = s, et
m�(B_C) = s′. On a alorsm�(A_C) = Js # s′KB ∈ SA_C et un tel témoin existe toujours.

Lemme 4.21 (existence et unicité des témoins).Plus précisément, soitJs # s′K défini par : si
s = ε alors Js # s′K = s′, et sinon, sit est un mot qui ne contient pas de coups deB, alors :

JbO · w # c · t · bO · w′K = c · t · g(bO · w, bO · w′) (4.5)

où

si w 6= ε, g(bO · t · bJ · w, bObJ · w′) = bO · t · g(bJ · w, bJ · w′) (4.6)

g(bJbO · w, bJ · t · bO · w′) = bJ · t · g(bO · w, bO · w′) (4.7)

g(bO · t · bJ, bObJ · w · c) = bO · t · bJ · w · c. (4.8)

alors Js # s′K est un témoin de la composition des et des′ et de plus tout témoinm de cette
composition est tel quem�(A, B, C) = Js # s′K. En particulier,m�(A, B, C) est reconnu par
l’automate de la figure 4.4.

Démonstration de la proposition et du lemme.Par construction, il est immédiat de vérifier que
Js # s′K est un témoin de la composition des et des′ et queJs # s′K�(A_C) = Js # s′KB . Soit
maintenant un témoinm de cette composition. Il faut montrer quem�(A, B, C) = Js # s′K
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1

CO

2

BO

C J

3

AO

BJ

4

AJ

FIG. 4.4 – automate des témoins

(ce qui suffira pour avoirm�(A_C) = Js # s′KB). Soit m′ = m�(A, B, C). En fait on
montre quem′ ne contient pas de facteurs de la formeac ou ca. Comme les projections de
m′ et deJs # s′K sur A_B et surB_C sont égales on en déduit l’égalité avecJs # s′K.
On établit quem′ ne contient pas de facteurs de cette forme en prouvant la dernière partie du
lemme. On construit un automate qui reconnaît les mots de(AO ∪ AJ ∪ BO ∪ BJ ∪ CO ∪ CJ)∗

qui se projettent sur des parties deA_B et deB_C. Un tel automate doit vérifier l’alter-
nance opposant-joueur pour chacune des projections surA_B, B_C, A, B, C. On consi-
dère l’état opposant/joueur de chacune des projections précédente pour chacun des états de
l’automate construit. Dans son état initial cette configuration est celle des projections du mot
vide, c’est à dire :P J(A_B), P J(B_C), P J(A), P J(B), P J(C). Par alternance, respective-
ment dansA, B et C, les transitions possibles sont alorsAO, BO et CO. Mais, par alternance
dansB_C, ça ne peut pas être un transitionBO et, par alternance dansA_B, ça ne peut pas
être une transitionAO. La seule possibilité est donc une transitionCO et le nouvel état est alors
P J(A_B), P O(B_C), P J(A), P J(B), P O(C). Comme la projection surA est joueur, il n’est
pas possible de faire une transitionAJ et, comme la projection surA_B est aussi joueur, il n’est
pas possible de faire une transitionAO ouBJ. Ainsi il y a deux transitions possibles soit retour-
ner dans l’état initial parCJ soit effectuer une transitionBO. En suivant cette dernière transition
on se retrouve dans un nouvel étatP O(A_B), P J(B_C), P J(A), P O(B), P O(C). Comme la
projection surC est opposant, il n’est pas possible de faire une transitionCO et, comme la pro-
jection surB_C est joueur il n’est pas possible de faire les transitionsCJ ouBO. Ainsi soit on
retourne dans l’état précédent par une transitionBJ, soit on passe, par la transitionAO, dans un
nouvel et dernier étatP J(A_B), P J(B_C), P O(A), P O(B), P O(C) que l’on ne peut quitter
que par la transitionAJ qui nous ramène à l’état précédent. Finalement on obtient l’automate :

P J(A_B),P J(B_C),P J(A),P J(B),P J(C)

CO

P J(A_B),P J(B_C),P O(A),P O(B),P O(C)

AJ

P J(A_B),P O(B_C),P J(A),P J(B),P O(C)

BO

C J

P O(A_B),P J(B_C),P J(A),P O(B),P O(C)

BJ

AO

qui est bien isomorphe à celui de la figure 4.4.

Proposition 4.22 (associativité atomique 1).SoientA, B, C, D des jeux négatifs deux à deux
disjoints. Sis ∈ SA_B , s′ ∈ SB_C et s′′ ∈ SB_D sont tels ques�B = s′�B ets′�C = s′′�C
alors

JJs # s′KB # s′′KC = Js # Js′ # s′′KCKB (4.9)

Démonstration.Considéronst = JJs # s′KB # s′′K. Commet�B = ε, Js # s′K�D = ε et
t�(A, C) = Js # s′K�(A, C), par le lemme 4.19, il existe un mott′ tel quet′�(A, B, C) = Js #
s′K. On a alorst′�(A, B) = s, t′�(B, C) = s′ et t′�(C, D) = s′′ donc, par le lemme 4.21,
t′�(B, C, D) = Js′ # s′′K d’où t′�(B, D) = Js′ # s′′KC et donct′�(A, B, D) = Js # Js′ # s′′KCK
d’où finalementJJs # s′KB # s′′KC = t�(A, D) = t′�(A, D) = Js # Js′ # s′′KCKB .
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Définition 4.23 (centralité atomique). Une partie terminée deA_B est dite centrale si son
premier coup joueur est un coup deAO et si son dernier coup opposant est un coup deAJ.

Autrement dit, les parties centrales deA_B sont soit la partie terminée vide, soit les parties
terminées de la formebOaO . . . aJbJ deSA_B.

Proposition 4.24 (stabilité de la centralité atomique).Si s et s′ sont des parties centrales
alors Js # s′KB est encore une partie centrale.

La preuve est immédiate.

Proposition 4.25 (identités).Pour chaque jeu négatifA, on pose

IA = {s ∈ SAl_Ar
| ∀p 4J s, p�(Al) = p�(Ar)}

(oùAl etAr sont deux copies disjointes deA, voir la remarque 4.26).IA est alors une stratégie
centrale deAl_Ar = A_A. De plus, siA, B, B1, . . . , Bn sont des jeux négatifs et sis ∈ IA

alors : sis′ ∈ SA_B alors Js # s′KA = s′ et sis′ ∈ SB_(A§B1§...§Bn) alors Js′ # sKA = s′.

Cette proposition est prouvée ci-dessous en même temps que le lemme 4.27.

Remarque4.26. Pour définir l’identité surA, nous devons former le jeuA_A, et cela n’est
possible qu’en délocalisantA en deux copies disjointes deA :

Al = (−, AO × {l}, AJ × {l}, {s× {l} | s ∈ SA}) et

Ar = (−, AO × {r}, AJ × {r}, {s× {r} | s ∈ SA})

(comme dans la proposition 4.25). Ceci signifie que nous ne sommes pas vraiment capable de
parler d’une stratégie deA_A comme d’une opération allant deA dansA, mais seulement
comme d’une opération deAl dansAr. Ce problème est standard en sémantique des jeux. il
est possible de l’éviter en adaptant notamment la composition de manière à ne composer que
des parties terminées deAl_Br avec des parties terminées deBl_Cr. Mais ceci introduirait
une surcharge de définitions et de notations dont nous préférons faire, ici, l’économie. Nous
commettons donc l’abus de considérer que l’identité est définie comme une stratégie deAl_Ar

mais qu’elle peut s’utiliser, au besoin, comme une stratégie deA_Ar ou deAl_A.

Lemme 4.27 (identités).Pour tout jeu négatifA on a :IA = {id(s) | s ∈ SA} oùid(aOaJ·w) =
(r, aO)(l, aO)(l, aJ)(r, aJ) · id(w) et id(ε) = ε.

La définition deIA donnée dans la proposition 4.25 et l’égalité établie dans celemme sont
des résultats standards. C’est aussi le cas pour l’égalitéJs # s′KA = s′ de la proposition 4.25.
L’égalité Js′ # sKA = s′ est une généralisation d’un résultat standard aux cas où cette coupure
n’est pas forcément une composition. Sa vérification est immédiate.

Proposition 4.28 (catégorie des jeux négatifs).Pour chaqueA, B, C jeux négatifs, pour
chaque stratégieσ deA_B et pour chaque stratégieτ deB_C on pose :

σ # τ = {Js # s′KB | s ∈ σ, s′ ∈ τ ets�B = s′�B}.

On définit ainsi une catégorieJN ayant pour objets les jeux négatifs pour morphismes entre
jeux négatifsA etB les stratégies deA_B (notationσ : A_B), pour identités lesIA, et pour
composition#.

Lorsque toutes les parties d’un morphisme de jeu négatif sont centrales ont dit que ce mor-
phisme est central ou encore que c’est une stratégie centrale (notationσ : A_̇B). La catégorie
des jeux négatifs et des morphismes centraux forme une sous-catégorieJNC de la catégorie
des jeux négatifs.
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Démonstration.L’associativité de la composition est une conséquence directe de la proposition
4.22. Le fait que les identités sont des identités de la catégorie est établie par la proposition 4.25.

On montre que la composition de deux stratégies est une stratégie. Soients1, s2 ∈ σ,
s′1, s

′
2 ∈ τ tels ques1�B = s′1�B ets2�B = s′2�B il faut montrer que

u = Js1 # s′1KB ∧ Js2 # s′2KB

est de longueur paire. SiJs1 # s′1KB = Js2 # s′2KB c’est fini. Supposons que ce n’est pas le cas.
On a alorsJs1 # s′1K = w ·m1 · t1 et Js2 # s′2K = w ·m2 · t2 pourm1 etm2 coups surA, B ouC
avecm1 6= m2. Ces deux mots sont reconnus par l’automate de la figure 4.4. Considérons l’état
atteint par cet automate sur l’entréew. Si c’est l’état1 c’est quem1, m2 ∈ CO et dans ce cas
w�(A_C) est égal àJs1 # s′1KB ∧Js2 # s′2KB et est de longueur paire. De même si c’est l’état4 :
on a alorsm1, m2 ∈ AJ et ainsiw�(A_C) est égal àJs1 # s′1KB ∧ Js2 # s′2KB qui est alors de
longueur paire. Si c’est l’état2 alorsm1, m2 ∈ BO ∪ CJ etw · mi�(B_C) = w�(B_C) · mi

pouri = 1, 2. Mais, commeτ est une stratégiew�(B_C)·m1∧w�(B_C)·m2 est de longueur
paire et c’est donc quem1 = m2 ce qui est une contradiction. De même si c’est l’état3. En effet,
dans ce casm1, m2 ∈ AO∪BJ etw ·mi�(A_B) = w�(A_B)·mi pouri = 1, 2 et,σ étant une
stratégie,w�(A_B)·m1∧w�(A_B)·m2 est de longueur paire d’où à nouveau la contradiction
m1 = m2. Ce qui achève de prouver que la composée de deux stratégies est une stratégie.

Par ailleurs les identités sont centrales (lemme 4.27) et lastabilité de la centralité par com-
position est établie par la proposition 4.24.

Proposition 4.29. Sif est une stratégie dans le jeuA_B, pourA etB jeux négatifs, et six est
une stratégie deA alors

x # f = {s�B | s ∈ f ets�A ∈ x}

est une stratégie deB.

Cette égalité est une conséquence directe de la définition dela composition.

Définition 4.30 (sous-catégories deJN). La catégorie des jeux négatifs affinesJNA est la
sous-catégorie de la catégorieJN des jeux négatifs dont tous les objets sont affines (c’est-à-dire
tels que la partie vide est dans le bord) et des morphismes contenant la partie vide, que nous
appellerons parfoismorphismes affines(clairement l’identité sur un jeu affine est affine et la
composition préserve l’affinicité).

La catégorie des jeux négatifs linéairesJNL est la sous-catégorie pleine deJN dont les
objets sont les jeux négatifs linéaires. Sa sous-catégorieJNLC est celle dont les morphismes
sont centraux, autrement dit,JNLC est la sous-catégorie deJNC dont les objets sont linéaires.

Les catégoriesJNT, JNCT, JNLT et JNLCT sont les sous-catégories respectives de
JN, JNC, JNL etJNLC dont les objets sont bien terminés.

Proposition 4.31 (produit Cartésien). Dans la catégorieJN des jeux négatifs,& est un pro-
duit Cartésien et> est l’objet terminal. Ceci est encore vrai pour les catégoriesJNC, JNL,
et JNLC (et JNT, JNCT, JNLT, JNLCT). Dans la catégorieJNA des jeux négatifs
affines,& est aussi un produit Cartésien etI est l’objet terminal.

Il s’agit du produit Cartésien standard de la sémantique desjeux (affine ou linéaire) qui ne
demande aucune adaptation particulière pour le passage auxjeux à bord. Le couplage (pairing)
def : C_A et g : C_B, noté[f, g], est alorsf ∪ g où l’on a pris soin de délocaliserA et B
en des jeux disjoints. Les projections sont les identités sur A et surB prises respectivement de
A & B dansA et deA & B dansB. Le produitf & g def : A1_B1 etg : A2_B2 est l’union
disjointe def etg. Les morphismes terminaux deJN, JNL, JNC etJNLC sont les stratégies
vides. Les morphismes terminaux de la catégorieJNA sont les stratégies ne contenant que la
partie vide.

Pourσ : A_B et τ : B_C, on a

σ # τ = {s�(A_C) | s ∈ D∗, s�(A_B) ∈ σ ets�(B_C) ∈ τ}
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oùD est n’importe quel alphabet contenant tous les coups des jeux A, B etC (proposition 4.20).
Cette composition dans les jeux à bord est à rapprocher de ce que l’on fait habituellement

dans les sémantiques des jeux. Pour autant la composition standard dans la sémantique des jeux
consisterait à composer des stratégies closes par préfixes ce qui ici reviendrait à écrire :

O σ #jeux O τ = {s�(A_C) | s ∈ D∗s�(A_B) ∈ Oσ ets�(B_C) ∈ O τ}

où encore en ne prenant que des préfixes de longueur paire (ce qui reviendrait à considérer
temporairement que le bord est clos par préfixes paires). Cette égalité ne définit pas la même
composition que celle que nous utilisons ici : on a bienO(σ # τ) ⊂ Oσ #jeux O τ mais on a pas
en toute généralités l’inclusion inverse pas plus que l’inclusion :

(O σ #jeux O τ) ∩ SA_C ⊂ σ # τ.

De plus, en composant sur les préfixes puis en restreignant aubord on ne définirait pas une
composition pour les stratégies à bord car celle-ci ne serait pas associative.

Nous donnons deux exemples pour illustrer les deux aspects de cette remarque.
On se donne quatre jeux négatifs à bordI, B, C etD avec

SB = {bO
1b

J
2b

O
3b

J
4, b

O
1b

J
2b

O
5b

J
6}

SC = {cO
1c

J
2, c

O
1c

J
2c

O
3cJ

4}

SD = {dOdJ}

Considérons les stratégiesσ = {bO
1b

J
2b

O
3b

J
4} de typeI_B et τ = {cO

1b
O
1b

J
2c

J
2c

O
3bO

5b
J
6c

J
4} de type

B_C. On a alorsσ # τ = ∅ et

(O σ #jeux O τ) ∩ SI_C = {cO
1c

J
2}.

Ce qui montre bien qu’on a(O σ #jeux O τ)∩SI_C 6⊂ σ # τ . Considérons une troisième stratégie
ν = {dOcO

1cJ
2d

J} de typeC_D. On a alors

(O((O σ #jeux O τ) ∩ SI_C) #jeux O ν) ∩ SI_D = {dOdJ}

(O τ #jeux O ν) ∩ SB_D = ∅

(O σ #jeux O((O τ #jeux O ν) ∩ SB_D)) ∩ SI_D = ∅

Ce qui montre bien que composer par préfixes puis restreindreau bord n’est pas une opération
associative.

Lemme 4.32. SiB etC sont des jeux négatifs bien terminés alors

σ # τ = {p�(A_C) | p�(A_B) ∈ Oσ etp�(B_C) ∈ O τ} ∩ SA_C

pour tous morphismesσ : A_B etτ : B_C. Et de même avec la clôture par préfixes paires.

Démonstration.L’inclusion

σ # τ ⊆ {p�(A_C) | p�(A_B) ∈ Oσ etp�(B_C) ∈ O τ} ∩ SA_C

est directe.
Soit un motp tel quep�(A_B) ∈ Oσ, p�(B_C) ∈ O τ et p�(A_C) ∈ SA_C . On a

alorsp�A ∈ SA et p�C ∈ SC . Et il existes ∈ τ tel quep�(B_C) � s. Ainsi p�C � s�C
et par bonne terminaison deC ces mots sont égaux. Par la condition de basculement sur la
flèche linéaire négative,s se termine par le dernier coup des�C. C’est donc quep�(B_C)
et s sont égaux. Il s’en suit quep�B est un élément deSB. En utilisant maintenant la bonne
terminaison deB on obtient quep�(A_B) est un élément deτ . Finalementp est un témoin de
la composition deσ avecτ ce qui conclut.
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Lemme 4.33. Soientf : A_B et g : A_B deux morphismes. Sis ∈ f # g alors il existe un
uniques1 ∈ f et un uniques2 ∈ g tels ques = Js1 # s2KB.

Démonstration.Soients1, s
′
1 ∈ f et s2, s

′
2 ∈ f tels queJs1 # s2KB = Js′1 # s′2KB = s. Pour

prouver le lemme il suffit de montrer quet = Js1 # s2K et t′ = Js′1 # s′2K sont égaux. Sis est
le mot vide alors nécessairementt = t′ = ε. On peut donc supposer ques n’est pas le mot
vide. Les deux motst et t′ terminent sur un même coup dansCJ et leurs projections surC sont
égales, ils ne peuvent donc pas être préfixe strict l’un de l’autre. Supposons quet 6= t′. Soit alors
t′′ le plus grand préfixe commun det et t′ et soientd et d′ les coups qui le prolonge danst et
danst′. On raisonne en utilisant l’automate de la figure 4.4. Ce mott′′ est nécessairement non
vide puisquet et t′ doivent commencer par le premier coup des (qui est dansCO). Le dernier
coup danst′′ ne peut pas être dansAO puisque sinond et d′ seraient nécessairement dansAJ

et ils seraient alors égaux par projections surA. De même, le dernier coup danst′′ ne peut pas
être dansCJ. S’il était dansAJ ∪ BO, d et d′ seraient dansAO ∪ BJ mais dans ce cas on aurait
(t′′�(A_B)) · d � t�(A_B) = s1 et (t′′�(A_B)) · d′ � t′�(A_B) = s′1 doncs1 ∧ s′1 serait
égal àt′′�(A_B) qui est de polarité opposant et cela contredirait le fait quef est une stratégie.
De même si ce dernier coup était dansBJ ∪CO on aurait une contradiction avec le fait queg est
une stratégie. On arrive donc à une impossibilité qui conclut la preuve.

Proposition 4.34 (isomorphismes).Tout isomorphismeσ : A_B de la catégorie des jeux né-
gatifs est central et la relation{(s�A, s�B) | s ∈ σ} définit un isomorphisme d’arbres entreSA

etSB. Réciproquement, siA etB sont des jeux négatifs, tout isomorphisme d’arbres entreSA et
SB définit un isomorphisme central égal àIf,A,B = {s ∈ SA_B | ∀s′ 4J s, f(s′�A) = s′�B}.
Par extension, dansJN on parle d’isomorphisme fort entre un jeuA et un jeuB, (notation
A ∼=f B) lorsqueA et B sont isomorphes et que l’isomorphisme d’arbres associé est(fort et)
défini par un bijection entre les ensembles de coups des jeuxA etB.

Démonstration.On ne prouve que la première partie de la proposition, c’est-à-dire qu’un iso-
morphisme dans la catégorie des jeux négatifs est central etqu’il définit un isomorphisme
d’arbre. La réciproque est facile. Soitσ : A_B, un isomorphisme et soitτ : B_A sa ré-
ciproque. Soients ∈ σ et t ∈ τ . Si s�B = t�B alorsJs # tKB ∈ IA doncs�A = t�A et par suite
Jt # sKB ∈ IB . Et réciproquement. Conformément à la remarque 4.26, on utilise ici la convention
queσ # τ est une stratégie deAl_Ar et de même pourτ # σ. CommeJs # tK�(Al_Ar) ∈ IA,
Js # tK�(Al_Ar) est un élément de(AO

r · (AO
l · AJ

l)
∗ · AJ

r)
∗. Par ailleursJs # tK est reconnu par

l’automate de la figure 4.4 (pourA = Al et C = Ar). On en déduit queJs # tK est un élément
de

(AO
r · (BO · BJ)∗ · BO · AO

l · AJ
l · B

J · (BO · BJ)∗ · AJ
r)

∗.

De même, commeJt # sK�(Bl_Br) ∈ IB, Jt # sK est un élément de

(BO
r · (AO · AJ)∗ · AO · BO

l · BJ
l · A

J · (AO · AJ)∗ · BJ
r)

∗.

Doncs est à la fois un élément de((BO · BJ)∗ · BO · AO · AJ · BJ · (BO · BJ)∗)∗ et un élément
de(BO · (AO · AJ)∗ · AO · AJ · (AO · AJ)∗ · BJ)∗ d’où finalements ∈ (BO · AO · AJ · BJ)∗ et de
mêmet ∈ (AO · BO · BJ · AJ)∗. Ainsi σ est central.

Commeσ # τ = IA c’est que pour chaquep ∈ SA il existe s ∈ σ tel ques�A = p et il
existet ∈ τ tel quet�A = p.

Soientp ∈ SA, t ∈ τ et s1, s2 ∈ σ tels quet�A = s1�A = s2�A = p. De tels éléments
t, s1 et s2 existent carσ # τ = IA et, commeJs1 # tKA ∈ IB et Js2 # tKA ∈ IB, c’est que
s1�B = s2�B (et donc ques1 = s2).

La relationf = {(s�A, s�B) | s ∈ σ} est fonctionnelle. En effet, soients1, s2 ∈ σ tels
ques1�A = s2�A. Alors, commeσ # τ = IA il existe un élémentt de τ tel queτ�A =
s1�A = s2�A. Commeτ # σ = IB , on a alorsJs1 # tKA ∈ IB et Js2 # tKA ∈ IB donc
s1�B = s2�B = t�B.

De plus, la fonction deSA dansSB définie par cette relation est totale et elle est surjective.
En effet, pour chaque élémentp deSA, commeσ # τ = IA il existe un élément deσ dont la



4.1. JEUX POLARISÉS 67

projection surA estp. De même, pour chaque élémentq deSB, commeτ # σ = IB il existe un
élément deσ dont la projection surB estq. On note encoref cette fonction.

Enfin, comme les éléments deσ, sont des éléments de(BO · AO · AJ · BJ)∗, la fonctionf
préserve la longueur des mots.

Le même raisonnement s’applique à la fonctiong définie par la relation{(t�B, t�A) | t ∈ τ}.
En utilisant le fait queσ # τ = IA on obtient queg ◦ f est la fonction identité surSA. De même,
f ◦ g est la fonction identité surSB.

Ainsi f est une bijection deSA dansSB qui préserve la longueur des mots etg est sa
réciproque. Il reste à prouver que

∀p1, p2 ∈ SA, ||f(p1) ∧ f(p2)|| = ||p1 ∧ p2||.

Commef préserve la longueur des mots il suffit de faire la preuve pourp1 6= p2.
Soientp1, p2 ∈ SA tels quep1 6= p2 et soientq1, q2 ∈ SB tels quef(p1) = q1 etf(p2) = q2.

Il existe alorss1, s2 ∈ σ et t1, t2 ∈ τ tels ques1�A = t1�A = p1, s1�B = t1�B = q1,
s2�A = t2�A = p2 ets2�B = t2�B = q2.

Supposons que||p1 ∧ p2|| < ||q1 ∧ q2||. Par déterminisme deσ, s1 ∧ s2 est de longueur
paire c’est donc ques1 = w · bOaOaJ

1b
J
1 . . . et s2 = w · bOaOaJ

2b
J
2 . . . avecaJ

1 6= aJ
2. Alors

t1 = w′ · aObObJ
1a

J
1 . . . et t2 = w′ · aObObJ

2a
J
2 . . . mais par déterminisme deτ , t1 ∧ t2 est aussi de

longueur paire doncbJ
1 6= bJ

2. De quoi l’on déduit quep1 ∧ p2 et q1 ∧ q2 ont la même longueur,
ce qui est une contradiction. Le cas||p1 ∧ p2|| > ||q1 ∧ q2|| se traite de la même manière pour
aboutir à la même contradiction et c’est donc que||p1 ∧ p2|| = ||f(p1) ∧ f(p2)||.

Remarque4.35. L’égalité entre jeux négatifs est un isomorphisme fort.

Proposition 4.36 (isomorphismes usuels).SoientA, B, C des jeux négatifs. On a les isomor-
phismes forts suivants :

– A & > = > & A ∼=f A (> élément neutre du&)
– A & B = B & A (commutativité du&)
– A & (B & C) = (A & B) & C = A & B & C (associativité du&)
– A W B ∼=f B W A (commutativité duW)
– A W (B W C) ∼=f (A W B) W C ∼=f (A W B W C) (associativité duW)
– A W > ∼=f > (> est absorbant pour leW)
– A�I =I � A = A (I élément neutre du tenseur négatif)
– A � B ∼=f B � A (commutativité du tenseur négatif)
– A � (B � C) ∼=f (A � B) � C ∼=f (A � B � C) (associativité du tenseur négatif)
– A_(B_C) ∼=f (A � B)_C

Proposition 4.37 (nouveaux isomorphismes).SoientA, B, C des jeux négatifs. On a les iso-
morphismes forts suivants :

– ↓> = 0
– ↓(A � B) ∼=f ↓A ⊗ ↓B
– A_⊥ = ↑(A⊥)
– ↓I = 1 et I_A = A
– et l’isomorphismeA WI ∼=f > (I est absorbant pour leW).

Proposition 4.38. SoientA un jeu négatif etB un jeu négatif linéaire. Alors on a les isomor-
phismes forts suivants :

– B W ⊥ ∼=f ⊥ W B ∼=f B (⊥ élément neutre duW pour les jeux linéaires)
– A_B ∼=f (↓A)⊥ W B = (↓A) ( B

Remarques4.39.
– L’isomorphisme↓> ∼= 0 n’est pas définissable (on a trois preuves différentes de` 0⊥, ↓>

mais` ↑>⊥, 0 n’est pas prouvable).
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– Dans la présentation originale des jeux polarisés ([Lau02b]) il y a exactement les mêmes
isomorphismes, à la différence que, comme tous les jeux sontaffines (ils contiennent tous
la partie vide), il n’y pas de distinction entre> et I et qu’ainsi↓> ∼= 1 (ce qui n’est pas
non plus un isomorphisme définissable).

– Tout isomorphisme entre jeux affines est affine et siA est un jeu négatif affine alors
A &I ∼= A.

Le parti pris est ici de présenter les modèles de jeux de la logique linéaire polarisée dans la
catégorieJN des jeux négatifs. On pourrait aussi définir une flèche linéaire entre jeux positifs.
Le jeu positifsA flèche positiveB serait alors isomorphe au jeu

A ⊗ ↓B⊥ ∼= ↓B⊥ ⊗ A ∼= (↑B W A⊥)⊥ ∼= (B⊥_A⊥)⊥.

On aurait alors une catégorie de jeux positifs. On pourrait alors présenter le modèle soit entière-
ment dans la catégorie des jeux positifs, soit en utilisant les deux catégories.

Nous étendons l’opération�, définie sur les ensembles

1C C′

FIG. 4.5 – automate deE • E′

de mots, de manière à donner une description de l’action du
tenseur négatifsur les morphismes. L’opération� peut être
décrite par une opération plus atomique, notée•, d’entrela-
cement de mots de longueurs quelconques. Considérons deux
ensembles de mots de longueurs pairesE et E′ sur deux al-
phabets disjointsA et A′. On peut alors considérer queE et
E′ sont des ensembles de mots de longueurs quelconques sur
les alphabetsC = A · A et C′ = A′ · A′. Soient deux mots

a1 . . . a2n = c1 . . . cn ∈ E et a′
1 . . . a′

2k = c′1 . . . c′k ∈ E′ avecci ∈ C et c′j ∈ C′. On a alors
quea1 . . . a2n � a′

1 . . . a′
2k est l’ensemblec1 . . . cn • c′1 . . . c′k défini par :

ε • c′1 . . . c′k = {c′1 . . . c′k}

c1 . . . cn • ε = {c1 . . . cn}

c1 · m • c′1 · m
′ = c1 · (m • c′1 · m

′) ∪ c′1 · (c1 · m • m′).

Cette opération se généralise sur les ensembles de mots et cette généralisation est commutative
et associative.

Supposons maintenant que l’on ait quatre alphabets disjoints A, A′, B et B′ et deux en-
sembles de motsE etE′ qui vérifientE ⊆ (B · (A · A)∗ · B)∗ etE′ ⊆ (B′ · (A′ · A′)∗ · B′)∗.
On peut alors considérer que les mots deE et F sont respectivement des mots sur un alphabet
C = B ·(A·A)∗ ·B et un alphabetC′ = B′ ·(A′ ·A′)∗ ·B′ et former l’ensembleE • E′ relative-
ment àC etC′. Cet ensemble est l’ensemble des mots de((B·(A·A)∗ ·B)∪(B′·(A′·A′)∗·B′)∗)∗

dont la projection surA ∪ B est dansE et dont la projection surA′ ∪ B′ est dansE′. On note
E �B∪B′ E′ cet ensemble. Les éléments deE �B∪B′ E′ sont les mots reconnus par l’automate
de la figure 4.6 et dont les projections surA∪B et surA′ ∪B′ sont respectivement des élément
deE et deE′.

α

A

β

A

B

1

B B′

β′

B′

A′

α′

A′

FIG. 4.6 – automate deE �B∪B′ E′

L’opération�B est associative : pouri = 1, 2, 3, si Ei est un ensemble de mots sur deux
alphabets disjointsAi etBi vérifiant

Ei ⊆ (Bi · (Ai · Ai)
∗ · Bi)

∗
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et si de plusB1, B2 etB3 sont deux à deux disjoints alors pourB = B1 ∪ B1 ∪ B3 on a

(E1 �B E2) �B E3 = E1 �B (E2 �B E3).

Ceci est une conséquence directe de l’associativité de l’opération d’entrelacement•. Cette opé-
ration�B est aussi commutative.

Lemme 4.40.
Si A, A′, B et B′ sont des alphabets deux à deux disjoints et sis ∈ (B · (A · A)∗ · B)∗,

s′ ∈ (B′ · (A′ · A′)∗ · B′)∗ et t ∈ (B · B)∗ � (B′ · B′)∗ sont des mots tels ques�B = t�B et
s′�(A′) = t�(B′) alors il existe un unique motm sur A ∪ A′ ∪ B ∪ B′ dont la projection sur
A∪B est égale às, dont la projection surA′∪B′ est égale às′ et dont la projection surB∪B′

est égale àt et ce motm est un élément des �B∪B′ s′.

Démonstration.Par le lemme 4.19, il existe un motm1 surA ∪ B ∪ B′ dont la projection sur
A ∪ B ests et dont la projection surB ∪ B′ est t. En appliquant à nouveau le lemme 4.19,
on a un motm surA ∪ A′ ∪ B ∪ B′ dont la projection surA ∪ B ests, dont la projection sur
A′∪B′ ests′ et dont la projection surB∪B′ estt. On montre alors que ce mot est un élément de
s�B∪B′ s′ et qu’il est unique. Pour cela, il suffit de montrer quem est accepté par l’automate de
la figure 4.6. En effet, on aurait alorsm ∈ s�B∪B′ s′. Et, sim′ était un mot surA∪A′∪B∪B′

ayant les même projections quem surA∪B, A′ ∪B′ etB ∪B′, alorsm′ serait accepté par cet
automate et aurait la même longueur quem. Pour tout motm′′ et toute paire de lettresc, c′ de
A ∪ A′ ∪B ∪ B′ tels quem′′ · c � m etm′′ · c′ � m′, en raisonnant par cas sur l’étatQ atteint
par l’automate de la figure 4.6 on obtiendrait alors l’égalité dec et dec′ :

– siQ = 1 alorsc, c′ ∈ B ∪ B′ et, commem′′ · c�(B ∪ B′) = m′′ · c′�(B ∪ B′), c = c′ ;
– siQ = α ou siQ = β alorsc, c′ ∈ A∪B et, commem′′ · c�(A∪B) = m′′ · c′�(A∪B),

c = c′ ;
– siQ = α′ ou siQ = β′ alorsc, c′ ∈ A′∪B′ et, commem′′·c�(A′∪B′) = m′′·c′�(A′∪B′),

c = c′.
Et ainsi on conclurait à l’égalité dem et dem′, c’est à dire à l’unicité dem.

Il reste à montrer quem est reconnu par l’automate de la figure 4.6. Soitm′ · c un préfixe
dem tel quem′ est un mot (éventuellement vide) admis par cet automate. En raisonnant par cas
sur l’étatQ atteint par l’automate sur l’entréem′, on montre quem · c est lui aussi admis par
l’automate.

• Si Q = 1 alorsm′�B et m′�(B′) sont des mots de longueurs paires. Or, sic était un
élément deA, commem′ · c�(A∪B) � m�(A∪B) etm�(A∪B) ∈ (B · (A ·A)∗ ·B)∗,
le motm′�B serait de longueur impaire. Ainsic /∈ A. De mêmec /∈ A′. Doncc ∈ B∪B′

et le motm · c est admis par l’automate.
• Si Q = α ou siQ = β alorsm′�(B ∪ B′) est de longueur impaire et a sa dernière lettre

dansB et le motm′�(A′ ∪ B′) est de longueur paire. Donc, sic était un élément deA′

cela contredirait le fait quem�(A′ ∪ B′) est un élément de(B′ · (A′ · A′)∗ · B′)∗ et
si c était un élément deB′ cela contredirait le fait quem�(B ∪ B′) est un élément de
((B ∪ B) ∪ (B′ · B′))∗. Donc siQ = α ou siQ = β alorsc est un élément deA ∪ B. Si
Q = α alorsm′�A est de longueur impaire et, comme(m�(A ∪ B)) · c est préfixe d’un
élément de(B · (A · A)∗ · B)∗, c’est quec ∈ A. Si Q = β alorsm′�B est de longueur
impaire et sa dernière lettre est dansB, comme(m′�(A∪B)) · c est préfixe d’un élément
de(B · (A ·A)∗ ·B)∗, c’est quec ∈ B. Dans le deux casm′ · c est admis par l’automate.

• De même, siQ = α′ ou siQ = β′ alorsm′ · c est encore admis par l’automate.
Finalementm est admis par l’automate de la figure 4.6. Il reste à montrer que cet automate est
dans l’état de sortie1 sur l’entréem. Si m est le mot vide c’est le cas. Soitc la dernière lettre
de m. Commem�(A ∪ B) ∈ (B · (A · A)∗ · B)∗, c n’est pas un élément deA et, comme
m�(A′ ∪B′) ∈ (B′ · (A′ ·A′)∗ ·B′)∗, c n’est pas non plus un élément deA′. Donc, sur l’entrée
m, l’automate passe soit dans l’étatβ, soit dans l’étatβ′, soit dans l’état1. Si c’était l’étatβ
alorsm�B serait de longueur impaire ce qui contredit, par exemple, lefait quem�(A ∪ B) ∈
(B · (A · A)∗ · B)∗. De même, si c’était l’étatβ′. Donc finalement l’automate est dans l’état de
sortie1 sur l’entréem, ce qui conclut.
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Proposition 4.41 (clôture monoïdale).SoientA, A′, B et B′ des jeux négatifs deux à deux
disjoints. Siσ : A_B et σ′ : A_B′ sont deux morphismes de la catégorieJN des jeux
négatifs alors

σ � σ′ = {t ∈ S(A�A′)_(B�B′) | t�(A_B) ∈ σ et t�(A′_B′) ∈ σ′}

=
⋃

s∈σs∈σ′

s �B∪B′ s′

est un morphisme deA � A dansB � B′. L’opération� ainsi définie est un foncteur dans la
catégorieJN des jeux négatifs et dans sa sous-catégorieJNA (des jeux négatifs affines et des
morphismes affines) et ces deux catégories sont monoïdales symétriques closes pour la structure
(�, _, I).

Démonstration.Il s’agit de l’adaptation directe aux jeux à bord d’un résultat standard de sé-
mantique des jeux. L’égalité

{t ∈ S(A�A′)_(B�B′) | t�(A_B) ∈ σ et t�(A′_B′) ∈ σ′} =
⋃

s∈σ ets∈σ′

s �B∪B′ s′

est une conséquence du lemme 4.40.
Pour montrer queσ � σ′ est un morphisme de(A � A′)_(B � B′), il reste uniquement à

montrer queσ�σ′ est déterministe. Soientt1 et t2 deux éléments deσ�σ′ et supposons qu’ils
admettent un préfixe communp de longueur impaire qui se prolonge en un coupc1 danst1 et
un un coupc2 danst2. Alors t1 et t2 sont reconnus par l’automate de la figure 4.6 et sur l’entrée
p, cet automate est dans l’étatβ ou l’étatβ′. Si c’est l’étatβ alorsc1 et c2 sont des éléments de
A ∪ B, p�(A_B) · c1 est un préfixe det1�(A_B) de longueur paire etp�(A_B) · c2 est un
préfixe det2�(A_B) de longueur paire. Commet1�(A_B) et t2�(A_B) sont des éléments
deσ, on en déduit quec1 = c2, par déterminisme deσ. De même, si l’automate de la figure 4.6
est dans l’étatβ′ sur l’entréep alors par déterminisme deσ′, c1 = c2. Ceci prouve queσ � σ′

est déterministe.
La clôture monoïdale s’obtient de la manière standard en sémantique des jeux en utilisant

les quatre derniers isomorphismes de la proposition 4.36.

Proposition 4.42. SoientA, B, A′, B′ des jeux négatifs linéaires et soientσ : A_̇B et σ′ :
A′_̇B′. Alorsσ W σ′ = {t ∈ S(A§A′)_(B§B′) | t�(A_B) ∈ σ et t�(A′_B′) ∈ σ′} est une
stratégie centrale deA W A′ dansB W B′.

Lemme 4.43 (par concret des morphismes).Sous les hypothèses précédentes on a

σ W σ′ =
⋃

bOaO·m·aJbJ∈σ
b′Oa′O·m′·a′ Jb′J∈σ′

(bO, b′
O
)(aO, a′O

) · m �A∪A′ m′ · (aJ, a′J
)(bJ, b′

J
)

Et doncσ W σ′ ⊆ L oùL est le langage de l’automate de la figure 4.7.
En particulier, sis ∈ σ, s′ ∈ σ′ etu ∈ SA§A′ sont tels ques�A = u�A ets′�(A′) = u�(A′)

alors il existe un uniquet ∈ S(A§A′)_(B§B′) tel quet�(A_B) = s, t�(A′_B′) = s′ et
t�(A W A′) = u.

Démonstration de la proposition et du lemme.On vérifie facilement que les éléments de
⋃

bOaO·m·aJbJ∈σ
b′Oa′O·m′·a′Jb′ J∈σ′

(bO, b′
O
)(aO, a′O

) · m �A∪A′ m′ · (aJ, a′J
)(bJ, b′

J
)

Sont des éléments deσ W σ′ reconnus par l’automate de la figure 4.7.
Soit t ∈ σ W σ′ et soients = t�(A_B) ets′ = t�(A′_B′). Commet ∈ S(A§A′)_(B§B′),

t = (bO, b′
O
) · w · (bJ, b′

J
) avecbO ∈ BO, b′

O ∈ B′O, bJ ∈ BJ et b′J ∈ B′J, doncs = bO . . . bJ et
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1
BO×B′O

2 AO×A′O

β

BO

α

BJ

AO

3

AJ
A′ J

AJ×A′J

α′

A′O

B′J

β′

B′O

5 4
BO×B′O

FIG. 4.7 – automate dupar des morphismes

s′ = b′
O
. . . b′

J. Commes ets′ sont centraless = bOaO ·m · aJbJ ets′ = b′
O
a′O ·m′ · a′J

b′
J avec

aO ∈ AO, a′O ∈ A′O, aJ ∈ AJ, a′J ∈ A′J et m, m′ ∈ AJ · ((AO · AJ) ∪ (BJ · BO))∗ · AO. Donc
w�(A_B) = aO ·m · aJ etw�(A′_B′) = a′O ·m′ · a′J, donc les premiers et derniers coups de
w ne sont pas dansB W B′ et il s’ensuit quet = (bO, b′

O
)(aO, a′O

) · w′ · (aJ, a′J
)(bJ, b′

J
) pour

un certainw′ donct est centrale. De plusw′ est tel quew′�(A_B) = m, w′�(A′_B′) = m′

et w′�(A, A′) ∈ (AJ · AO)∗ � (A′J ∪ A′O
)∗ (carw�(A, A′) ∈ SA§A′ ). Commem et m′ sont

des éléments deAJ · ((AO · AJ) ∪ (BJ · BO))∗ · AO, on en déduit, par le lemme 4.40, que
w′ ∈ m �A∪A′ m′.

Ceci achève de prouver l’égalité

σ W σ′ =
⋃

bOaO·m·aJbJ∈σ
b′Oa′O·m′·a′Jb′ J∈σ′

(bO, b′
O
)(aO, a′O

) · m �A∪A′ m′ · (aJ, a′J
)(bJ, b′

J
).

Il reste à montrer queσ W σ′ est déterministe. Soientt1 et t2 deux éléments deσ W σ′.
Alors il existes1, s

′
1 ∈ σ, s2, s

′
2 ∈ σ′ avec

s1 = bO
1a

O
1 · m1 · a

J
1b

J
1

s′1 = b′
O

1a′O

1 · m′
1 · a

′J

1b
′J

1

s2 = bO
2a

O
2 · m2 · a

J
2b

J
2

s′2 = b′
O

2a′O

2 · m′
2 · a

′J

2b
′J

2

tels que

t1 = (bO
1 , b′1

O
)(aO

1 , a′
1

O
) · w1 · (a

J
1, a

′
1

J
)(bJ

1, b
′
1

J
)

t2 = (bO
2 , b′2

O
)(aO

2 , a′
2

O
) · w2 · (a

J
2, a

′
2

J
)(bJ

2, b
′
2

J
)

avecw1 ∈ m1 �A∪A′ m′
1 etw2 ∈ m2 �A∪A′ m′

2. Soit un préfixe communq det1 et t2. Suppo-
sons queq est de longueur impaire et soientc1 le coup qui prolongeq danst1 et c2 le coup qui
prolongeq danst2. Si q = (bO

1 , b
′
1

O
) = (bO

2 , b
′
2

O
) ou siq = (bO

1 , b
′
1

O
)(aO

1 , a′
1

O
) · w1 · (aJ

1, a
′
1

J
) =

(bO
2 , b′2

O
)(aO

2 , a′
2

O
) · w2 · (aJ

2, a
′
2

J
) alors par déterminisme deσ et σ′ on en déduit quec1 = c2

dans les deux cas. Finalement, siq = (bO
1 , b′1

O
)(aO

1 , a′
1

O
) · q′ = (bO

2 , b′2
O
)(aO

2 , a′
2

O
) · q′, on montre

de même quec1 = c2 par un raisonnement similaire à celui utilisé dans la preuvede la propo-
sition 4.41. Dans tous les casq se prolonge en un préfixe de longueur paire commun àt1 et t2.
On en déduit que le plus grand préfixe commun det1 et t2 est de longueur paire, ce qui prouve
bien queσ W σ′ est déterministe et achève ainsi la preuve.

Proposition 4.44. L’opérationW est un bifoncteur de la catégorieJNC des jeux négatifs et
des morphismes centraux. De plus, cette catégorie est monoïdale symétrique pour la structure
(W ,⊥) et il en va de même pour les sous catégoriesJNLC etJNLCT.
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Démonstration.Le fait queIA W I ′A = IA§A′ est une application directe du lemme 4.43.
Soient maintenantσ : A_̇B, τ : B_̇C, σ′ : A′_̇B′ et τ ′ : B′_̇C′ et montrons que

(σ W σ′) # (τ W τ ′) = (σ # τ) W (σ′ # τ ′).
Soientu ∈ σ W σ′, v ∈ τ W τ ′ tels queu�(B W B′) = v�(B W B′) et soitw = Ju # vK.

On aw�((A W A′)_(B W B′)) ∈ (σ W σ′) doncw�(A_B) ∈ σ et de mêmew�(B_C) ∈ τ
et doncw�(A, B, C) est un témoin deσ # τ . De même,w�(A′, B′, C′) est un témoin deσ′ # τ ′.
Doncw�(A_C) ∈ σ # τ etw�(A′_C′) ∈ σ′ # τ ′, d’où, finalement

w�((A W A′)_(C W C′)) ∈ (σ # τ) W (σ′ # τ ′),

par définition duW sur les morphismes centraux (proposition 4.42). Ce qui prouve (σ W σ′) #
(τ W τ ′) ⊆ (σ # τ) W (σ′ # τ ′).

Soient maintenants ∈ σ # τ , s′ ∈ σ′ # τ ′ et p ∈ SA§A′ tels ques�A = p�A et s′�(A′) =
p�(A′). Montrons que l’uniquew ∈ (σ # τ) W (σ′ # τ ′) associé às, s′ etp est aussi un élément
de (σ W σ′) # (τ W τ ′). Soientu ∈ σ, u′ ∈ σ′, v ∈ τ, v′ ∈ τ ′ tels ques = Ju # vKB

et s′ = Ju′ # v′KB′ et notonst = Ju # vK et t′ = Ju′ # v′K. On at = cObOaO · o · aJbJcJ,
t′ = c′

O
b′

O
a′O · o′ · a′J

b′
J
c′

J (par centralité) etp = (aO, a′O
) · q · (aJ, a′J

) pour aO ∈ AO,
a′J ∈ A′O, bO ∈ BO, b′

O ∈ B′O, cO ∈ CO, c′
O ∈ C′O, aJ ∈ AJ, a′J ∈ A′J, bJ ∈ BJ, b′

J ∈ B′J,
cJ ∈ CJ, c′

J ∈ C′J et des motso, o′ et q. Par le lemme 4.19, il existe un mot deA ∪ B ∪ C
qui se projette suro, o′ et p (le lemme 4.40 assure en fait que ce mot est unique). On en déduit
qu’il existe un motz (unique) tel quez�(A, B, C) = Ju # vK, z�(A′, B′, C′) = Ju′ # v′K et
z�(A W A′) = p et qui est accepté par l’automate :

1
CO×C′O

2
BO×B′O

3 AO×A′O

γ

CO

β

C J

BO

α

BJ

AO

4

AJ A′J

AJ×A′J

α′

A′O

B′ J

β′

B′O

C′J

γ′

C′O

7 6
C J×C′J

5
BJ×B′J

D’après le lemme 4.43,z�((A W A′)_(C W C′)) est alors égal àw (par unicité dew).
Par ailleursz�((A W A′)_(B W B′)) est reconnu par l’automate de la figure 4.7 et comme
w�(A_B) ∈ σ et w′�(A′_B′) ∈ σ′ c’est quew�((A W A′)_(B W B′)) ∈ σ W σ′. De
mêmew�((B W B′)_(C W C′)) est reconnu par l’automate correspondant etw�(B_C) ∈ τ
etw′�(B′_C′) ∈ τ ′, et c’est donc, toujours d’après le lemme 4.43, que

w�((B W B′)_(C W C′)) ∈ τ W τ ′.

Finalementw est un témoin de la composition deσ W σ et τ W τ ′. Ceci prouve que

(σ W σ′) # (τ W τ ′) ⊆ (σ # τ) W (σ′ # τ ′),

ce qui achève la démonstration de la commutation dupar avec la composition.
Finalement, la monoïdalité de la catégorieJNLC pour la structure(W ,⊥) est essentielle-

ment une conséquence des isomorphismes de la proposition 4.36.

On généralise la coupure aux stratégies.

Définition 4.45. SoientA, B, C1, . . . , Ck, . . . , Cn des jeux négatifs deux à deux disjoints. Soient
σ : A_(B W C1 W . . . W Ck) et τ : B_(Ck+1 W . . . W Cn) alorsJσ # τKB est l’ensemble
{Js # s′KB | s ∈ σ, s′ ∈ τ ets�B = s′�B}.

Remarque4.46. Dans le cas particulier oùk = 0, on aJσ # τKB = σ # τ .
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Proposition 4.47.SoientA, B, C1, . . . , Cn, D1 . . . , Dm des jeux négatifs deux à deux disjoints.
Soientσ : A_(B W C1 W . . . W Cn) et τ : B_̇D1 W . . . W Dm alors, à associativité dupar
près,σ # (τ W ID1§ ...§Dk

) = Jσ # τKB .

Démonstration.On se contente de faire la preuve pourn = 1 etm = 1. Par définition,

σ # (τ W IC) = Jσ # τ W ICKB§C .

Il faut donc montrer queJσ # τ W ICKB§C = Jσ # τKB .
Conformément à la convention de la remarque 4.26, la copie gauche deC dansIC est délo-

calisée enl et la copie droite est délocalisée enr. Toujours selon cette convention on oublie ces
délocalisations dans les coupures atomiques.

Supposons que l’on ait montré que sis ∈ σ et t ∈ τ W IC sont tels ques�(B W C) =
t�(B W Cl), alorsJs # tKB§Cl

⊆ Js # t�(B_D)KB . On aura alorsJσ # τ W ICKB§C ⊆ Jσ # τKB .
Par ailleurs, sis ∈ σ et s′ ∈ τ sont tels ques�B = t�B alorss�(B W C) 6= ε (car s′

est centrale) et il existe un éléments′′ 6= ε de IC tel ques′′�(Cl) = s�C (conformément au
lemme 4.27, il suffit de prendres′′ = id(s�C)) et, d’après le lemme 4.43, il existe un élément
t de τ W IC tel quet�(B_D) = s′ et t�(B W C) = s�(B W C). Ainsi, on aura aussi que
Jσ # τKB ⊆ Jσ # τ W ICKB§C .

Il suffit donc de montrer que sis ∈ σ ett ∈ τ W IC sont tels ques�(B W C) = t�(B W Cl),
alorsJs # tKB§Cl

⊆ Js # t�(B_D)KB .
Soients ∈ σ et t ∈ τ W IC tels ques�(B W C) = t�(B W Cl). On a

s = (bO
0 , c

O
0) · m · (bJ

0, c
J
0)

et t = (dO
0 , (r, cO

0))(b
J
0, (l, c

O
0)) · m

′ · (bJ
0, (l, c

J
0))(d

J
0, (r, c

J
0))

où m′ ∈ (CJ
l · C

J
r · C

O
r · CO

l )∗ �Cl∪B (BJ · (DJ · DO)∗ · BO)∗

par le lemme 4.43 et le lemme 4.27.
En appliquant les équations définissant la coupure atomique(définition 4.17), et avec notre

convention sur les délocalisations, on a alors :

Js # tKB§C = (dO
0 , cO

0) · fB§C(m · (bJ
0, c

J
0), (b

O
0 , (r, cO

0)) · m′ · (bJ
0, c

J
0)(d

J, (r, cJ
0)))

Js # t�(B_D)KB = (dO
0 , cO

0) · fB(m · (bJ
0, c

J
0), b

O
0 · (m′�(B_D)) · bJ

0 · d
J
0).

Où, sit′ est un mot qui ne contient pas de coups deB W C, et sit′′ est un mot qui ne contient
pas de coups deB W Cl, alors

fB§C(bJbO · w, bJ · t′′ · bO · w′) = t′′ · fB§C(bO · w, bO · w′) (4.10)

si w 6= ε, fB§C(bO · t′ · bJ · w, bO · bJ · w′) = t′ · fB§C(bJ · w, bJ · w′) (4.11)

si w 6= ε, fB§C(bO · t′ · cJ · w, bO · (l, cJ) · w′) = t′ · fB§C(cJ · w, (l, cJ) · w′) (4.12)

fB§C(bO · t′ · (bJ, cJ), bO(bJ, (l, cJ)) · w′ · (dJ, cJ)) = t′ · w′ · (dJ, cJ) (4.13)

fB§C(cJcO · w, (l, cJ) · t′′ · (l, cO) · w′) = t′′ · fB§C(cO · w, (l, cO) · w′) (4.14)

si w 6= ε, fB§C(cO · t′ · cJ · w, (l, cO) · (l, cJ) · w′) = t′ · fB§C(cJ · w, (l, cJ) · w′) (4.15)

si w 6= ε, fB§C(cO · t′ · bJ · w, (l, cO) · bJ · w′) = t′ · fB§C(cJ · w, (l, cJ) · w′) (4.16)

fB§C(cO · t′ · (bJ, cJ), cO(bJ, (l, cJ)) · w′ · (dJ, cJ)) = t′ · w′ · (dJ, cJ) (4.17)

et, sir est un mot qui ne contient pas de coups deB, alors

fB(bJbO · p, bJ · r · bO · p′) = r · fB(bO · p, bO · p′) (4.18)

si r 6= ε, fB(bO · r · bJ · p, bO · bJ · p′) = r · fB(bJ · p, bJ · p′) (4.19)

fB(bO · r · (bJ, cJ), bObJ · r′ · dJ) = r · p′ · (dJ, cJ). (4.20)
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Mais le seul cas d’application de l’équation (4.14), pour lecalcul deJs # tKB§C est lorsque
t′′ = cJcO. Par ailleurs, danst, toute occurrence d’un coup(l, cO) est toujours immédiatement
suivie d’une occurrence d’un coup(l, cJ) ou de l’occurrence d’un coup(bJ, (l, cJ)). Ainsi les
équations (4.14), (4.15), (4.16) et (4.17) peuvent être remplacées par les trois équations :

fB§C(cJcO · t′ · bJ · w, (l, cJ) · cOcJ·(l, cO) · w′)

= cOcJ · t′ · fB§C(bJ · w, w′) (4.21)

fB§C(cJcO · t′ · c′
J
· w, (l, cJ) · cOcJ·(l, cO) · w′)

= cOcJ · t′ · fB§C(c′
J
· w, w′) (4.22)

fB§C(cJcO · t′ · (bJ, cJ
0), (l, c

J) · cOcJ · (l, cO) · (bJ,(l, cJ
0)) · w

′ · (dJ, cJ
0))

= cOcJ · t′ · w′ · (dJ, cJ
0). (4.23)

En recombinant ces trois dernières équations avec les équations (4.10), (4.11), (4.12) et (4.13),
on obtient finalement que les équations :

fB§C(bJbO · w, bJ · t′′ · bO · w′) = t′′�D · fB§C(bO · w, bO · w′) (4.24)

si w 6= ε, fB§C(bO · t′ · bJ · w, bO · bJ · w′) = t′ · fB§C(bJ · w, bJ · w′) (4.25)

fB§C(bO · t′ · (bJ, cJ), bO · t′′ · (bJ, (l, cJ))·w′ · (dJ, cJ))

= t′ · (t′′�D) · w′ · (dJ, cJ) (4.26)

où t′ et t′′ sont des mots ne contenant pas de coups deB, suffisent à définir

fB§C(m · (bJ
0, c

J
0), (b

O
0 , (r, c

O
0)) · m′ · (bJ

0, c
J
0)(d

J, (r, cJ
0))).

On déduit de ces trois dernières équations et des équations (4.18), (4.19) et (4.20) que

fB§C(m · (bJ
0, c

J
0), (b

O
0 , (r, cO

0)) · m′ · (bJ
0, c

J
0)(d

J, (r, cJ
0)))

= fB(m · (bJ
0, c

J
0), b

O
0 · (m′�(B_D)) · bJ

0 · d
J
0).

D’où, finalement,Js # tKB§C = Js # t�(B_D)KB , ce qui conclut.

En utilisant l’associativité de la composition, la monoïdalité deJNLC(W ,⊥) et la proposi-
tion 4.47 on obtient un résultat d’associativité de la composition.

Proposition 4.48 (associativité de la coupure).SoientA, B, C, D1, . . . , Dk, . . . , Dm, . . . , Dn

des jeux négatifs deux à deux disjoints et soientσ : A_(B W D1 W . . . W Dk), τ1 :
B_̇(C W Dk+1 W . . . W Dm) et τ2 : C_(Dm+1 W . . . W Dn). Alors

JJσ # τ1KB # τ2KC = Jσ # Jτ1 # τ2KCKB.

Par ailleurs, par monoïdalité symétrique deJNLC(W ,⊥) on peut clairement étendre la défi-
nition de la coupure en une coupure entre morphismes de typeA_C1 W B W C2 et morphismes
centraux de typeB_̇D.

Dans ce résultat d’associativité et dans cette extension dela définition de la coupure, les
conditions de centralité peuvent en fait être relaxées (mais nous n’aurons pas besoin d’une telle
généralité).

On introduit trois opérations de décalage sur les stratégies.

Définition 4.49. Si σ est une stratégie deA_(B1 W . . . W Bn) alors

↑σ = {(∗, bO
1 , . . . , b

O
n) · m · (∗′, bJ

1, . . . , b
J
n) | (bO

1 , . . . , b
O
n) · m · (bJ

1, . . . , b
J
n) ∈ σ}

(que nous noterons parfois↑A σ) est une stratégie de↑A⊥ W B1 W . . . W Bn.
Si σ est une stratégie de↑A⊥ W B1 W . . . W Bn alors

−1

↑
A

σ = {(bO
1 , . . . , b

O
n) · m · (bJ

1, . . . , b
J
n) | (∗, bO

1 , . . . , b
O
n) · m · (∗′, bJ

1, . . . , b
J
n) ∈ σ}
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est une stratégie deA_(B1 W . . . W Bn).
Si σ est une stratégie deA W B1 W . . . W Bn alors

↓
A

σ = {(bO
1 , . . . , b

O
n) ∗J aO · m · aJ∗′

O
(bJ

1, . . . , b
J
n) | (aO, bO

1 , . . . , b
O
n) · m · (aJ, bJ

1, . . . , b
J
n) ∈ σ}.

est une stratégie centrale de↑A⊥_(B1 W . . . W Bn).

Les opérations↑ et ↑−1
A correspondent à une composition respectivement avec l’isomor-

phismeA_(B1 W . . . W Bn) ∼= ↑A⊥ W B1 W . . . W Bn et sa réciproque.
Il est facile de vérifier que↓A σ est bien une stratégie centrale de↑A⊥_(B1 W . . . W Bn).

Lemme 4.50.
Si σ est une stratégie deA_B1 et si τ est une stratégie deA W B2 W . . . W Bn alors

J↑ σ # ↓A τK↑ A⊥ = Jτ # σKA.

La vérification est directe.

¤ �� ©� ���ª �
 �
 «¬ ­­®
Dans le calcul des séquents deMALLP , les formules négatives sont notée par les lettres

N, N ′, Ni, . . . et les formules positivesN⊥, N ′⊥, N0
⊥. Pour les contextes, on réserve la nota-

tion Γ pour un contexte qui peut être de la formeN0
⊥, N1, . . . , Nk (contexte positif) aussi bien

que de la formeN1, . . . , Nk (contexte négatif) et on utilise la notationN pour les contextes
négatifs.

Formules. On interprète les formules négatives par des jeux négatifs linéaires bien terminés et
les formules positives par des jeux positifs linéaires bienterminés... comme on s’y attend !
On note[A]JP l’interprétation d’une formuleA.

Contextes. Un contexte positifN⊥, N1, . . . , Nn est interprété par le jeu linéaire[N ]JP _⊥ si
n = 0 et[N ]JP _ [N1 W . . . W Nn]JP sinon. Un contexte négatifN1, . . . , Nn est interprété
par le jeu négatif linéaire[N1 W . . . W Nn]JP.

Preuves. L’interprétation[π]JP d’une preuveπ d’un séquent̀ Γ est une stratégie de l’inter-
prétation[Γ]JP du contexteΓ, centrale si le contexteΓ est positif. Cette interprétation est
définie inductivement sur la dernière règle de la preuve comme suit.

Pour plus de commodités on note avec les mêmes symboles (N, N ′, Ni, N
⊥, . . .) la formule

et le jeu qui l’interprète.
Pour gérer l’ajout/suppression de la formule⊥ requise pour l’interprétation des contextes ne

contenant qu’une formule positive, on introduit les opérations suivantes.

Définition 4.51. Si n ∈ N∗ et siσ : (A_)B1 W . . . W Bn alorsF⊥(σ) : (A_)B1 W . . . Bn W
⊥ est égale à

F⊥(σ) = {(bO
1 , . . . , b

O
n, ∗) · m · (bJ

1, . . . , b
J
n, ∗′) | (bO

1 , . . . , bO
n) · m · (bJ

1, . . . , b
J
n) ∈ σ}.

Si σ : (A_)B1 W . . . W Bn W ⊥ alorsG⊥(σ) : (A_)B1 W . . . W Bn est égale à

G⊥(σ) = {(bO
1 , . . . , b

O
n) · m · (bJ

1, . . . , b
J
n) | (bO

1 , . . . , bO
n, ∗) · m · (bJ

1, . . . , b
J
n, ∗′) ∈ σ}.

Ces deux opération correspondent aux deux composantes de l’isomorphismeC ∼= C W ⊥.
Et on a alorsG⊥(F⊥(σ)) = σ.
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K85GLA 9@A?:9:;
L’axiome est interprété par l’identité :

[ (ax.)
`N⊥, N

]

JP
= IN : N_̇N.

Pour la coupure

π =

... π1

`Γ, N

... π2

`N⊥, N1, . . . Nn (cut)
`Γ, N1, . . . , Nn

il y a deux cas :
– sin ≥ 1 ou sin = 0 etΓ ne contient pas de formule négative alors

[π]JP = [π1]JP # (IN1§...§Nk
W [π1]JP) = J[π1]JP # [π2]JPKN ,

– sin = 0 etΓ contient au moins une formule négative, alors

[π]JP = G⊥(J[π1]JP # [π2]JPKN ).

¯@@9:9D<
L’interprétation de la règletopest la stratégie vide

[
(top)

`Γ,>

]

JP
= ∅

queΓ contienne ou non une formule positive.
Pour la règleavec, si π est la preuve

... π1

`Γ, N

... π2

`Γ, N ′

(avec)
`Γ, N&N ′

alors[π]JP = [π1]JP ∪ [π2]JP (où [N ]JP et [N ′]JP sont des jeux disjoints).
Pour la règleplus, si π est la preuve

... π1

`N⊥, N1, . . . , Nn (plus)
`(N&N ′)⊥, N1, . . . , Nn

alors[π]JP = [π1]JP.

HG6: 9L69�7:9D<
Pour la règlebot, si π est la preuve

... π1

`Γ (bot)
`Γ,⊥

alors[π]JP est égal àF⊥([π1]JP) si Γ contient une formule négative et à[π1]JP sinon.
Pour la règlepar, si π est la preuve

... π1

`Γ, N, N ′

(par)
`Γ, N W N ′
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on a simplement[π]JP = [π1]JP.
Pour la règleun, on pose

[
(un)

` 1

]

JP
= I⊥ : ⊥_̇⊥.

Pour la règletenseur, si π est la preuve

... π1

`N⊥, N1, . . . , Nk

... π2

`N ′⊥, Nk+1, . . . , Nn
(tens.)

`(N W N ′)⊥, N1, . . . , Nn

alors[π]JP est égal à[π1]JP W [π2]JP lorsquen > k > 0 et àG⊥([π1]JP W [π2]JP) sinon. Dans les
deux cas on a bien[π]JP : (N W N ′)_̇(N1 W . . . W Nn).

X;�767�A<
Dans le cas oùπ est la preuve

... π1

`N⊥, N1, . . . , Nk
↑

`↑(N⊥), N1, . . . , Nk

[π]JP est égal à↑ [π1]JP si k > 0 et àG⊥(↑ [π1]JP) = [π1]JP sinon.
Et dans le cas oùπ est la preuve

... π1

`N, N1, . . . , Nk
↓

`(↑N)⊥, N1, . . . , Nk

[π]JP est égal à↓N [π2]JP si k > 0 et↓N F⊥([π2]JP) sinon.

_ &% &( a*UU31+ -* .
On montre l’invariance par élimination des coupures pour lecas de preuves ne manipulant

que des séquents qui contiennent au moins une formule négative. Le cas général se traite de
la même manière mais en tenant compte de la gestion de l’ajout/suppression d’une formule⊥
dans les interprétations de contextes. Les cas de commutations de règles se traitent de manière
standard. Nous ne traitons que les cas clés.

°5GLG8A �5?:8A G? 7B 95EA
Il y a deux cas pour cette coupure. Soit on élimine la coupure dans la preuveπ :

(ax.)
`N⊥, N

... π2

`N⊥, N1, . . . , Nn (cut)
`N1, . . . , Nn

et elle se réduit enπ2. Dans ce cas[π]JP est égal àJIN # [π2]JPKN et est donc bien égal à[π2]JP.
Soit on élimine la coupure dans la preuveπ

... π1

`Γ, N
(ax.)

`N⊥, N
(cut)

`Γ

et elle se réduit enπ1. Dans ce cas[π]JP = J[π1]JP # IN KN qui est bien égal à[π1]JP.
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°5GLG8A< �5?:8A @A< 8�� 6A< @A �5?<:7?:A<
Coupure contre une règletop sur une formule différente du> qu’introduit cette règle (au-

trement il s’agit d’une coupure contre une règle axiome ou contre une autre règletop). Si π est
la preuve

(top)
`Γ, N,>

... π1

`N⊥, N1, . . . , Nn (cut)
`Γ, N1, . . . , Nn,>

cette preuve se réduit enπ′

(top)
`Γ, N1, . . . , Nn,>

et on a[π]JP = J∅ # [π1]JPKN = ∅ qui est bien[π′]JP. De même si la formule coupée est positive
dans le séquent introduit par la règletop (dans ce cas on utiliseJ[π1]JP # ∅KN = ∅).

Coupure entre une règle1 et une règlebot. Si π est la preuve :

... π1

`Γ(bot)
`Γ,⊥

(un)
` 1

(cut)
`Γ

qui se réduit enπ1, on a bien[π]JP = G⊥(JI⊥ # F⊥([π1]JP)KN ) = G⊥(F⊥([π1]JP)) = [π1]JP.

X;�767�A<
Si π est la preuve :

... π1

`N⊥, Nk+1, . . . , Nn
↑

`↑(N⊥), Nk+1, . . . , Nn

... π2

`N, N1, . . . , Nk
↓

`↓N, N1, . . . , Nk
(cut)

`N1, . . . , Nn

alors[π]JP = J↑ [π1]JP # ↓N [π2]JPK↑N⊥ et par le lemme 4.50,[π]JP = J[π2]JP # [π1]JPKN qui est
bien l’interprétation de la preuve

... π2

`N1, . . . , Nn

... π1

`N⊥, Nk+1, . . . , Nn (cut)
`N1, . . . , Nn.

¯@@9:9D<
Si π est la preuve

... π1

`N, N1, . . . , Nk

... π2

`N ′, N1, . . . , Nk(avec)
`N & N ′, N1, . . . , Nk

... π3

`N⊥, Nk+1, . . . , Nn (plus)
`N⊥ ⊕ N ′⊥, Nk+1, . . . , Nn (cut)

`N1, . . . , Nn

alors son interprétation est

[π]JP = J[π1]JP ∪ [π2]JP # [π3]JPKN&N ′

= J[π1]JP # [π3]JPKN
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et c’est donc bien l’interprétation de la preuve

... π1

`N, N1, . . . , Nk

... π2

`N⊥, Nk+1, . . . , Nn (cut)
`N1, . . . , Nn.

HG6: 9L69�7:9D<
Si π est la preuve

... π1

`N, N ′, Nm+1, . . . , Nn(par)
`N W N ′, Nm+1, . . . , Nn

... π2

`N⊥, N1, . . . , Nk

... π3

`N ′⊥, Nk+1, . . . , Nm (tens.)
`N⊥ ⊗ N ′⊥, N1, . . . , Nm

(cut)
`N1, . . . , Nn

alors son interprétation est

[π]JP = J[π1]JP # [π2]JP W [π3]JPKN§N ′

= [π1]JP # ([π2]JP W [π3]JP W INm+1§ ...§Nn
)

= [π1]JP # (((IN W [π3]JP) # ([π2]JP W INk+1§...§Nm
)) W INm+1§ ...§Nn

)

= [π1]JP # (IN W [π3]JP W INm+1§ ...§Nn
) # ([π2]JP W INk+1§...§Nm

W INm+1§ ...§Nn
)

= [π1]JP # ([π3]JP W IN§Nm+1§...§Nn
) # ([π2]JP W INk+1§...§Nn

)

= JJ[π1]JP # [π3]JPKN ′ # [π2]JPKN

qui est bien l’interprétation de la preuve

... π1

`N, N ′, Nm+1, . . . , Nn

... π3

`N ′⊥, Nk+1, . . . , Nm(cut)
`N, Nk+1, . . . , Nm

... π2

`N⊥, N1, . . . , Nk
(cut)

`N1, . . . , Nn

Et de même pour le cas où le séquent prouvé parπ1 contient une formule positive.

_ &% &% ±T23 U/ -²-S-+T
Les jeux polarisés à bord et les constructions utilisées dans les jeux polarisés à bord pré-

sentent une symétrie entre les débuts de parties terminées et les fins de parties terminées. Dans
cette section nous donnons un contenu mathématique à cette remarque. Nous obtenons ainsi une
propriété de réversibilité qui montre que le renversement du temps dans un jeu, opération qui
consiste à lire les parties à partir de la fin vers le début, correspond au passage à l’orthogonal sur
l’interprétation des formules. Ce résultat s’étend à l’interprétation des preuves au sens ou le ren-
versement de l’interprétation d’une preuve est elle-même (à isomorphisme près). Nous n’avons
pas d’interprétation précise à donner cette propriété. Il nous semble juste entrevoir quelques
pistes à ce sujet dont nous discuterons au chapitre 7.

Définition 4.52 (jeu symétrisé).Le symétrisé
x

A d’un jeu polarisé est défini parε x

A
= −εA,

x

A
O

= AO,
x

A
J

= AJ etS x

A
= {

x

s | s ∈ SA} où
x

ε = ε et (s · a)x = a ·
x

s .

Si m et s sont des mots disjoints de longueur paire on a
x

m �
x

s = {
x

p | p ∈ m � s}.
Ainsi si E et F sont des ensembles de mots de longueurs paires sur des alphabets disjoints

on a(E � F )x =
x

E �
x

F où
x

S désigne{
x

s | s ∈ S}. Cette propriété s’étend facilement
à la construction�B1∪B2

. En utilisant cette remarque pour les construction multiplicatives on
obtient la proposition suivante.
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Proposition 4.53. SoientA etB des jeux négatifs etP etQ des jeux positifs.
– Le symétrisé d’un jeu linéaire est un jeu linéaire et le symétrisé d’un jeu affine est un jeu

affine ;

–

x
x

A = A et

x
x

P = P ;

–
x

> = 0 et
x

⊥ ∼=f 1 ;

– (↓A)x ∼=f ↑
x

A ;
– si on identifie l’élément∗ et l’élément∗′ les isomorphismes forts précédents sont des

égalités ;

– (A & B)x =
x

A ⊕
x

B ;

– (A W B)x =
x

A ⊗
x

B ;
– siF est une formule deMALLP sans atomes alors[F ]JP

⊥ ∼=f ([F ]JP)
x. De plus si, pour

chaque atomeα, ([α]JP)
x ∼=f [α]JP

⊥ alors on a encore[F ]JP
⊥ ∼=f ([F ]JP)

x pour une
formuleF avec atomes.

Définition 4.54 (jeu polarisé bien commencé).Un jeu polariséA est dit bien commencé
lorsque les éléments deS/{ε} sont deux à deux incomparablespour l’ordre suffixe.

Autrement dit, un jeu polarisé est bien commencé lorsque sonsymétrisé est bien terminé.

Corollaire 4.55. Les jeux interprétant les formules deMALLP sont bien commencés.

Démonstration.Si F est une formule deMALLP , l’interprétation deF⊥ est un jeu bien terminé
et ce jeu est fortement isomorphe au symétrisé du jeu interprétantF . Le symétrisé de[F ]JP est
donc bien terminé ce qui implique que le jeu[F ]JP est bien commencé.

Proposition 4.56 (Réversibilité des preuves).Siπ est une preuve deMALLP sans atomes et si
p ∈ [π]JP alors

x

p où l’on échange héréditairement∗ et ∗′ est aussi un élément de[π]JP et donc
([π]JP)

x est égal à[π]JP à l’échange héréditaire de∗ et∗′ près.

Cette proposition s’étend aux atomesα dont l’interprétation[α]JP vérifie qu’il existe une
bijectionf entre l’ensemble des coups opposant et l’ensemble des coupsjoueur de[α]JP telle
que pour touta1 . . . a2n ∈ S[α]

JP
on af(a2n) . . . f(a1) ∈ S[α]

JP
.

Démonstration de la proposition.Nous commençons par détailler ce que signifie d’échanger
héréditairement∗ et ∗′ dans une partie terminée de l’interprétation d’un séquent.On notef
l’application d’échange héréditaire des éléments∗ et ∗′. On a alors quef(∗) = ∗′, f(∗′) = ∗,
f(l) = l, f(r) = r, f((a, b)) = (f(a), f(b)), et f(a · m) = f(a) · f(m). Ceci suffit à traiter
toutes les parties terminées que nous pouvons rencontrer dans un séquent.

Nous faisons la démonstration par induction sur la hauteur de la preuveπ en fonction de
sa dernière règle. Par correction du modèle nous pouvons ne considérer que des preuves sans
coupures.

Si la dernière règle est une règletop l’interprétation deπ est vide et la propriété est donc
vérifiée.

Si la dernière règle estbot, π est la preuve

... π1

`Γ (bot)
`Γ,⊥.

et [π]JP est égal à{F⊥ s | s ∈ [π1]JP} si Γ contient une formule négative et a[π1]JP sinon.
Dans le second cas il n’y a rien à faire. Reste le premier cas. Soit p ∈ [π]JP. Par définition
deF⊥, p = (a1, . . . , ak, ∗) · m · (a′

1, . . . , a
′
k, ∗′) avec(a1, . . . , ak) · m · (a′

1, . . . , a
′
k) ∈ [π1]JP.
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Doncf(
x

p ) = (f(a′
1), . . . , f(a′

k), ∗) ·f(
x

m) ·(f(a1), . . . , f(ak), ∗′). Par hypothèse d’induction,

(f(a′
1), . . . , f(a′

k)) · f(
x

m) · (f(a1), . . . , f(ak)) ∈ [π1]JP donc

F⊥((f(a′
1), . . . , f(a′

k)) · f(
x

m) · (f(a1), . . . , f(ak))) =

(f(a′
1), . . . , f(a′

k), ∗) · f(
x

m) · (f(a1), . . . , f(ak), ∗′)

est bien un élément de[π]JP. Ainsi f(
x

p ) est bien un élément de[π]JP. Ceci montre aussi que

f((F⊥ s)x) = F⊥(f(
x

s )).
Si la dernière règle est une règleun, on a[π]JP = I⊥ et l’égalité est directe.
Si la dernière règle est une règleavecalorsπ est la preuve

... π1

`Γ, N

... π2

`Γ, N ′

(avec)
`Γ, N&N ′

et [π]JP = [π1]JP ∪ [π2]JP où [N ]JP et [N ′]JP sont pris disjoints. Le seul cas à traiter est alors
celui où[N ]JP et [N ′]JP ne sont pas disjoints dans l’interprétation de` Γ, N et ` Γ, N ′. Dans
ce cas les égalitésf((l, a)) = (l, f(a)) etf((r, a)) = (r, f(a)) permettent d’établir la propriété
pour [π1]JP où l’interprétation deN est remplacée par sa délocalisation enl et pour[π2]JP où
l’interprétation deN ′ est délocalisée enr. Et ceci permet de conclure.

Si la dernière règle est unplus, alorsπ est la preuve

... π1

`N⊥, N1, . . . , Nn (plus)
`(N&N ′)⊥, N1, . . . , Nn

et la propriété est immédiate en traitant éventuellement les délocalisations comme pour leavec.
Si la dernière règle est unpar, il n’y a rien à faire.
Si la dernière règle est untenseuralorsπ est la preuve

... π1

`N⊥, N1, . . . , Nk

... π2

`N ′⊥, Nk+1, . . . , Nn
(tens.)

`(N W N ′)⊥, N1, . . . , Nn

et [π]JP est égal à[π1]JP W [π2]JP si n > k > 0 et G⊥([π1]JP W [π2]JP) sinon. On traite ce

second cas comme le premier en utilisant le fait quef((G⊥(s))x) = G⊥(f(
x

s )) qui se montre
facilement. Ici encore il faut tenir compte des éventuellesdélocalisations de[N ]JP et [N ′]JP en
les traitant dans l’interprétation deπ1 et dans celle deπ2. Ces précautions prises nous avons
à démontrer que sip ∈ [π1]JP W [π2]JP alorsf(

x

p ) ∈ [π1]JP W [π2]JP. Commep appartient à
[π1]JP W [π2]JP, par le lemme 4.43, il existeγ · s · γ′ ∈ [π1]JP et δ · t · δ′ ∈ [π2]JP tels que

p ∈ (γ, δ) · (s �N∪N ′ t) · (γ′, δ′). Mais on a(s �N∪N ′ t)x =
x

s �N∪N ′

x

t . Doncf(
x

p ) est

un élément de(f(γ′), f(δ′)) · (f(
x

s ) �N∪N ′ f(
x

t )) · (f(γ), f(δ)). Par hypothèse d’induction,
f(γ′) · f(

x

s ) · f(γ) ∈ [π1]JP etf(δ′) · f(
x

s ) · f(δ) ∈ [π2]JP. Doncf(
x

p ) est bien un élément de
[π]JP.

Si la dernière règle est un décalage négatif alorsπ est la preuveπ1

... π1

`N⊥, N1, . . . , Nk
↑

`↑(N⊥), N1, . . . , Nk
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et [π]JP est égal à↑ [π1]JP si k > 0 et G⊥(↑ [π1]JP) = [π1]JP sinon. On conclut immédiatement,
en utilisant le fait que↑ a la même action sur les mots queF⊥.

Si la dernière règle est un décalage positif alorsπ est la preuve

... π1

`N, N1, . . . , Nk
↓

`(↑N)⊥, N1, . . . , Nk

et [π]JP est égal à↓N [π2]JP si k > 0 et ↓N [F⊥ π2]JP sinon. On montre alors facilement que

f((↓N p)x) = ↓N (f(
x

p )) pour toutp respectivement élément de[π2]JP ou deG⊥([π2]JP). Ce
qui permet de conclure.

_ &% &\ ³1 U,/3]3.+ /RU S3 ]*^´ S3 U3 S,+ -* ..3 S
Dans [Bai99], P. Baillot étudie l’écrasement, par oubli du temps, d’un modèle de jeux de

MELL sur un modèle statique proche du modèle relationnel. L’approche choisie est la présen-
tation d’un modèle de jeux standard (à la Abramsky-Jagadeesan-Malacaria) et la construction
d’un modèle statique adéquate (une part de ce travail de P. Baillot a été effectué en collaboration
avec V. Danos, T. Ehrhard et L. Regnier, [BDER97]). La comparaison entre modèle dynamique
et modèle statique est donc faite pour un nouveau modèle statique.

Nous avons ici adopté une autre approche, dictée par les résultats de déploiement d’hyper-
cohérences, où la comparaison entre modèle statique et modèle dynamique est faite pour un
nouveau modèle dynamique. Nous avons défini un modèle de jeuxdifférent des modèles stan-
dards, puisque polarisé et équipé d’un bord, et nous montrons que celui-ci s’écrase sur le modèle
relationnel standard et le modèle hypercohérent standard.L’opération d’oubli du temps consiste
alors simplement en ne retenir que le dernier coup dans chaque partie terminée. Ce résultat est
établie pourMALLP . Nous discuterons sa généralisation àLLpol au chapitre 7.

Mis à part les décalages, les constructions des jeux polarisés pourMALLP coïncident exac-
tement avec les constructions obtenues par déploiement d’hypercohérences au chapitre 3. En
particulier l’ensemble des coups finaux d’un jeu polarisé interprétant une formule obéit aux
même règles de formations que la trame d’une hypercohérence: si le connecteur principal de
la formule est multiplicatif c’est le produit des ensemblesde coups finaux des sous-formules et
si le connecteur est additif, s’en est la somme. La proposition suivante nous permet de modifier
l’interprétation des décalages sans changer la structure du modèle de jeu de manière à ce que
l’ensemble des coups finaux dans un décalage soit l’ensembledes coups finaux dans la sous-
formule immédiate. Nous perdons alors la symétrie interne du modèle mais nous gagnons en
simplicité pour la comparaison avec le modèle relationnel et le modèle hypercohérent.

Proposition 4.57. SoitA = (−, AO, AJ, S) un jeu négatif linéaire alors le jeu positif

↓
2
A = (+, AO ∪ ({∗′} × AJ), AJ ∪ {∗}, {∗ · m · a · (∗′, a) | m · a ∈ S})

est isomorphe au jeu↓A.

Désormais c’est cette construction (↓2) et son dual (noté↑2) que l’on retient pour interpréter
les décalages.

Définition 4.58 (projections et trame). Si A est un jeu polarisé linéaire alors sa trame|A| est
l’ensemble{p(s) | s ∈ S} oùp(m·a) = a pourm ∈ E∗ eta ∈ E. On appellep(s) la projection
des sur la trame du jeuA.

On étend partiellement la projectionp aux stratégies, en posantp(x) = {p(s) | s ∈ x}, pour
toute stratégiex dans unpar etp(σ) = {(p(s�A), p(s�B)) | s ∈ σ} pourσ : A_B.

Proposition 4.59. On a les égalités suivantes :|>| = ∅, |⊥| = {∗′}, |A⊥| = |A|, | ↓A| =
{∗′} × |A|, |A & B| = |A| + |B| et |A W B| = |A| × |B|.
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On apporte deux modifications mineures au modèle relationnel et au modèle hypercohérent
de LL pour les adapter à nos besoins spécifiques. On pose[↓A]R = {∗′} × [A]R et [↓A]HC =
({∗′} × | [A]HC |, {{∗

′} × u | u ∈ Γ([A]HC)). Dans ces deux modèles, l’espace interprétant
↓A est alors catégoriquement isomorphe à l’espace interprétant A. On fait la même chose pour
le décalage négatif↑ avec le même résultat. Enfin on change l’interprétation des contextes de
manière à ce que la nouvelle interprétation d’un contexte fait d’une seule formule positive dans
MALLP P soit l’interprétation deP,⊥ et on ne change pas l’interprétation des autres contextes.
À nouveau ce changement correspond à un isomorphisme catégorique dans chacune des deux
catégories. On peut alors répercuter ces changements sur l’interprétation des preuves en utilisant
les isomorphismes catégoriques appropriés de manière à interpréter les preuves deMALLP . La
correction des deux modèles deMALLP que nous obtenons est alors une conséquence de la
correction des modèles hypercohérent et relationnel standards deMALL .

Les modèles relationnel et hypercohérent deMALLP que nous obtenons sont desmodèles
dégénérés([Lau02a]) au sens où les décalages n’y étant pas visibles (pour toute formule négative
A, [↓A]R

∼= [A]R et [↓A]HC
∼= [A]HC) la négation, définie par¬A = (↓A)⊥ pourA formule

négative et¬P = (↑P )⊥ pourP formule positive, y est vue comme une opération involutive
(pour toute formuleA, [¬¬A]R

∼= [A]R et [¬¬A]HC
∼= [A]HC).

Rappelons que pour une formuleA de MALL on a[A]R = | [A]HC | et que pour une preuve
π de MALL on a[π]R = [π]HC. Ceci reste vrai dansMALLP , et ce, bien entendu, avec les mo-
difications que nous venons d’adopter. Par la proposition précédente, pour une formuleA dans
MALLP , | [A]JP | = [A]R = | [A]HC |.

Nous montrons maintenant que la projectionp fait coïncider dansMALLP l’interprétation
jeu et l’interprétation relationnelle (et hypercohérente) des preuves.

Proposition 4.60. Si π est une preuve deMALLP sans atomes alorsp([π]JP) = [π]R. C’est
encore vrai dansMALLP avec atomes lorsque| [α]JP | = [α]R pour chaque atomeα.

Démonstration.Par induction sur la dernière règle de la preuveπ. Par correction des deux
modèles nous pouvons supposerπ sans coupure ce qui nous évite une règle.

Règle Top L’interprétation deπ est l’ensemble vide dans les deux modèles et la projection
envoie bien l’ensemble vide sur l’ensemble vide.

Règle Un On a alors[π]JP = {∗⊥ ∗1 ∗′1∗
′
⊥} etp([π]JP) = {(∗′1, ∗

′
⊥)} et cet ensemble est bien la

relation de[⊥]R dans[1]R par laquelle on interprèteπ dans le modèle relationnel.

Règle Bot La preuveπ est obtenu par application d’une règle⊥ à une preuveπ′ d’un séquent
` Γ. Que ce séquent contienne une formule positive ou non la projection de[π′]JP est
alors soit un ensemble de(a1, . . . , an) avecai coup final de l’interprétation dans les jeux
d’une formuleAi deΓ, soit un ensemble de(a, ∗′) aveca coup final dans un jeu positif
interprétant l’unique formule deΓ. Par hypothèse cet ensemble est égal à[π′]R. Dans
le second cas, on a[π′]JP = [π]JP et [π′]R = [π]R ce qui conclut. Dans le premier cas,
[π]JP = {(δ, ∗) · p · (δ′, ∗′) | δ · p · δ′ ∈ [π′]JP} et [π]R = {(γ, ∗′) | γ ∈ [π′]R}. Que` Γ
contienne ou non une formule positive on a alors bien quep([π]JP) = [π]R.

Axiome On alors[π]JP = I[A]
JP
, d’où p([π]JP) = {(a, a) | a ∈ | [A]JP |}, et [π]R = I[A]

R
=

{(a, a) | a ∈ [A]R}. Comme| [A]JP | = [A]R ceci prouve bien l’égalité.

Règle décalage positifLa preuveπ est obtenue par application d’un décalage positif à l’une
des formulesN d’un séquent̀ N entièrement négatif conclusion d’une preuveπ′. On a
par définition[π]R = [π′]R etp([π′]JP) = p([π]JP) d’où l’égalité par hypothèse d’induction.

Règle décalage négatifLa preuveπ est obtenue par décalage négatif de la seule formule po-
sitive P conclusion d’une preuveπ′. Modulo la suppression d’une formule⊥ lorsque la
formuleP est la seule conclusion de la preuve, on a à nouveau par définition [π]R = [π′]R

etp([π′]JP) = p([π]JP) d’où l’égalité.

Règle Plus A délocalisation près, on a[π]JP = [π′]JP et [π]R = [π′]R où π est obtenue par une
règle plus à partir deπ′.
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Règle Avec La preuveπ est obtenue par une règle avec à partir d’une preuveπ1 et d’une preuve
π2. Dans ce cas, modulo délocalisation,[π]JP = [π1]JP ∪ [π2]JP et [π]R = [π1]R ∪ [π2]R ce
qui conclut.

Règle Par Dans ce cas on a directement[π]JP = [π′]JP et [π]R = [π′]R oùπ est obtenue par une
règlepar à partir deπ′.

Règle TenseurLa preuveπ est obtenu par application d’une règle tenseur à une preuveπ1 d’un
séquent̀ P,N et à une preuveπ2 d’un séquent̀ P ′,N ′ Nous faisons la preuve pour
le cas oùN et N ′ sont non vides dans les autres cas il faut en plus gérer l’ajout et la
suppression de⊥ dans l’interprétation des contextes. On a alors[π]JP = [π1]JP W [π2]JP.
D’après le lemme 4.43, on a

[π1]JP W [π2]JP =
⋃

bOγO·m·γ JbJ∈[π1]JP

b′
O
γ′O·m′·γ′J

b′
J∈[π2]JP

(bO, b′
O
)(γO, γ′O

) ·m�P⊥∪P ′⊥ m′ · (γJ, γ′J
)(bJ, b′

J
)

donc

p([π]JP) = {(bJ, b′
J
, γJ, γ′J) | (bJ, γJ) ∈ p([π1]R) et (b′

J
, γ′J

) ∈ ([π2]R)}.

Comme[π]R = {(b, b′, γ, γ′) | (a, γ) ∈ [(b, γ)]R et (b′, γ′) ∈ [π2]R}, par hypothèse
d’induction, on a bien l’égalitép([π]JP) = [π]R.

Pour obtenir ce résultat facilement nous avons renoncé à la symétrie interne du modèle de
jeu. En fait il est tout à fait possible de définir la projection p directement pour le modèle avec
décalages symétriques de manière à avoir le même résultat deprojection sur le modèle relation-
nel tout en conservant la symétrie. Le seul coût de l’opération est qu’il faut alors connaître le
type des parties pour en faire la projection.

¤ �� µ
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Nous montrons maintenant comment un modèle deILL dansJNA peut servir à définir un

modèle deLLpol. Nous formalisons ce résultat dans la proposition 4.68, en fin de section. Dans
une première partie, nous introduisons les constructions que nous utiliserons pour interpréter les
exponentielles deLLpol. Pour cela nous utilisons comme ingrédient principal un modèle deILL ,
supposé donné sous la forme d’une structure de catégorie de Seely surJNA. Le lemme 4.67,
peut être considéré comme le point d’articulation de cette section : nous y établissons toutes les
égalités nécessaires à la preuve de correction du modèle deLLpol. Après l’avoir établi, nous
donnons l’interprétation des règles exponentielles et nous faisons la preuve de correction du
modèle deLLpol proprement dite.

Dans le chapitre 5, nous exhiberons une structure de catégorie de Seely surJNA telle que
le résultat établi dans cette section, la proposition 4.68,s’applique et définisse ainsi un modèle
deLLpol.

Proposition 4.61. L’opération εεε qui associe à un jeu négatifA le jeu négatif affineεεεA =
(−, AO, AJ, SA ∪ {ε}) et à un morphismeσ : A_B le morphisme affineσ ∪ {ε} : εεεA_εεεB est
un foncteur deJN dansJNA. Et la famille(afflinA)A∈JN des morphismesafflinA : εεεA_A
pris égaux àIA est une transformation naturelle deεεε enI.

Proposition 4.62. L’opération D qui associe à un jeu négatifA le jeu négatif linéaire bien
terminéDA = ↑A⊥ et qui associe à un morphismeσ : A_B le morphisme central

Dσ = {∗A ∗B ·s · ∗′B∗′A | s ∈ σ}

de typeDB_̇DA est un foncteur contravariant deJN dansJNLCT.
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Proposition 4.63 (monoïdalité).Le foncteurεεε commute à la structure monoïdale symétrique
close(�, I) de JN et JNA et fait correspondre les structures cartésiennes(&,>) et (&, I)
( a fortiori, εεε est monoïdal symétrique pour les structures monoïdales associées aux produits
Cartésiens). Et le foncteurD : JNA(�, I) → JNLCT(W ,⊥) est monoïdal symétrique.

La vérification de ces trois propositions est directe (on utilise notamment les isomorphismes
de la proposition 4.37).

On noteBotUnn le morphisme⊥_̇DI donné par la monoïdalité deD. C’est en fait un
isomorphisme donné par l’égalité⊥ = ↑I⊥ dont on note la réciproqueUnnBot.

On notePaTnA1,...,An
le morphismeA1 W . . . W An_̇D(A1�. . .�An) lui aussi donné par

la monoïdalité deD. Ce morphisme est aussi un isomorphisme. On noteTnPaA1,...,An
sa réci-

proque. On adopte la convention que, lorsquen = 0, PaTnA1,...,An
, alors notéPaTn0, désigne

le morphismeBotUnn etTnPaA1...,An
, alors notéTnPa0, désigne le morphismeUnnBot.

Remarque4.64. Si σ est un morphisme de typeA_B alorsDσ = ↓B ↑A σ.

>?� 8;@ 9A?:< =
Nous supposons maintenant que la catégorie des jeux négatifs est unenouvelle

catégorie de Seely (voir [Bie95]).
Autrement dit nous supposons donnés les ingrédients suivants :
– une comonade(], dig, der) dans la catégorie des jeux négatifs (où pour chaque objet

A ∈ JNA, digA : ]A_]]A etderA : ]A_A)
– telle que l’adjonction(†, U, ν, η) entreJNA(�, I) et sa co-Kleisli équipée de la structure

monoïdale symétrique du produit Cartésien(&,>) soit monoïdale.
En particulier, pour tous jeux négatifs affinesA1 . . . An on a un isomorphisme naturelle

AvTnA1,...,An
: ](A1 & . . . & An) ∼= ]A1� . . .� ]An et sa réciproqueTnAvA1,...,An

. lorsque
n = 0, AvTn0 etTnAv0 sont les deux composantes de l’isomorphisme]I ∼=I.

Pour tous jeux négatifs affinesA etB on a alors :

1. un morphisme affine]A_I, appelé affaiblissement affine et notéaffA. (Ce morphisme
est égale à](IA) # AvTn0, oùIA est l’unique morphisme affine de typeA_I) ;

2. un morphisme affine]A_]A � ]A, appelée contraction affine et notécontA. (Ce mor-
phisme est égale à][IA, IA] # AvTnA,A) ;

3. pour tout morphisme affinef de type]A_B, un morphisme affinef † de type]A_]B et
appelée le promu affine def . (Ce morphisme est égal àdigA # ]f .)

Et nous avons les égalités :

f † # derB = f (4.27)

f † # affB = affA (4.28)

f † # contB = contA # f † � f † (4.29)

TnAvB1,...,Bn
# affB1&...&Bn

= affB1
� . . . � affBn

# δ (4.30)

TnAvB1,...,Bn
# contB1&...&Bn

=

contB1
� . . . � contBn

#γ # (TnAvB1,...,Bn
�TnAvB1,...,Bn

) (4.31)

oùδ, etγ sont les isomorphismes :

δ :I1 � . . .�In
∼=I (4.32)

γ : ]B1 � ]B1 � . . . � ]Bn � ]Bn
∼= ]B1 � . . . � ]Bn � ]B1 � . . . � ]Bn (4.33)

donnés avec le produit monoïdal�.

_ &\ &( �.+3 UVUT+,+ -* . ^3/ 3bV*.3.+ -3 SS3/
Le foncteur] s’étend en un foncteur deJN dansJNA en posant] = ]εεε (surJNA, εεε agit

comme le foncteur identité).
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Nous montrons que ces ingrédients supplémentaires sont suffisant pour obtenir un modèle
deLLpol où [!N ]JP = ↓ ] [N ]JP.

Pour tout jeu négatifA, nous posons?A⊥ = D]A = ↑(]A)⊥ et !A = (?A⊥)⊥ = ↓ ]A. Les
jeux?A et !A sont linéaires et bien terminées.

Définition 4.65. Pour tout jeu négatif linéaireA :
on définit un morphisme centralafflA : ⊥_̇?A⊥, appeléaffaiblissement linéaire, en posant :

afflA = BotUnn # D affεεεA; (4.34)

on définit un morphisme centralcontlA : ?A⊥ W ?A⊥_̇?A⊥, appelécontraction linéaire, en
posant :

contlA = PaTnA,A # D contεεεA; (4.35)

et on définit une stratégiederlA de?A⊥ W A, appeléedéréliction linéaire, en posant :

derlA = ↑(derA # afflinA). (4.36)

SoientA etB des jeux négatifs linéaires et soit une stratégieσ de?A⊥ W B = ↑(]A)⊥ W B.
Alors↑−1

]A σ est un morphisme de type]A_B,εεε ↑−1
]A σ est un morphisme affine de type]A_εεεB,

(εεε ↑−1
]A σ)† est un morphisme affine de type]A_]B et finalementD(εεε ↑−1

]A σ)† est un morphisme
central de type?B⊥_?A⊥.

Définition 4.66 (Promu linéaire). Si σ est un morphisme d’un jeu linéaireA dans un jeu
linéaireB alors lepromu linéairedeσ est le morphisme centralσ†l :?B⊥_̇?A⊥ égal à :

σ†l = D(εεε
−1

↑
]A

σ)†. (4.37)

Soitn ∈ N et soientA1,. . . ,An des jeux négatifs linéaires. On a alors queTnAvεεεA1,...,εεεAn

est un isomorphisme entre]εεεA1 � . . . � ]εεεAn = ]A1 � . . . ]An et ](εεεA1 & . . . & εεεAn =
�](A1 & . . . & An) de réciproqueAvTnεεεA1,...,εεεAn

. DoncD TnAvεεεA1,...,εεεAn
est un isomor-

phisme deD](A1 & . . . & An) dansD(]A1� . . .�]An) de réciproqueD AvTnεεεA1,...,εεεAn
. Par

ailleurs,TnPa]A1,...,]An
est un isomorphisme deD(]A1�. . .�]An) dansD]A1 W . . . W D]An

de réciproquePaTn]A1,...,]An
.

Pour tous jeux linéairesA1,. . . ,An, on a donc un isomorphisme

PlPaA1,...An
= D TnAvεεεA1,...,εεεAn

# TnPa]A1,...,]An
(4.38)

deD](A1 & . . . & An) dansD]A1 W . . . W D]An de réciproque

PaPlA1,...An
= PaTn]A1,...,]An

# D AvTnεεεA1,...,εεεAn
. (4.39)

en particulier, lorsquen = 0, on a l’isomorphisme

PlPa0 = D TnAv0 # TnPa0 (4.38bis)

deD]> dans⊥, de réciproque

PaPl0 = PaTn0 # D AvTn0 . (4.39bis)
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Lemme 4.67 (Coupures exponentielles).SoientA, B, A1, . . . ,An des jeux négatifs linéaires
et soitσ une stratégie de?A⊥ W B. On a les égalités suivantes :

JderlB # σ†lK?B⊥ = σ (4.40)

afflB # σ†l = afflA (4.41)

contlB # σ†l = σ†l W σ†l # contlA . (4.42)

afflA1&...&An
# PlPaA1,...,An

= α # afflA1
W . . . W afflAn

(4.43)

contlA1&...&An
# PlPaA1,...,An

=

(PlPaA1,...,An
W PlPaA1,...,An

) #β # contlA1
W . . . W contlAn

(4.44)

oùα etβ sont les isomorphismes

α : ⊥ ∼= ⊥1 W . . . W ⊥n (4.45)

β : D]A1 W . . . W D]An W D]A1 W . . . W D]An
∼= D]A1 W D]A1 W . . . W D]An W D]An

(4.46)

données par la monoïdalité symétrique dupar.

Démonstration.Sous les hypothèses du lemme, on aεεε ↑−1
A σ : ]A_εεεB. Par l’égalité (4.27), on

a

(εεε↑−1
A σ)† # derεεεB = εεε

−1

↑
A

σ

d’où

J↑(εεε
−1

↑
A

σ)† # (derεεεB # afflinB)K]B = ↑(εεε
−1

↑
A

σ # afflinB)

= ↑
−1

↑
A

σ

= σ.

Par ailleurs,

J↑(εεε
−1

↑
A

σ)† # (derεεεB # afflinB)K]B = J↑(derεεεB # afflinB) # ↓
B

↑(εεε
−1

↑
A

σ)†KD]B

= J↑(derεεεB # afflinB) # D(εεε
−1

↑
A

σ)†KD]B .

D’où l’égalité (4.40).
Par l’égalité (4.28), on a

(εεε
−1

↑
A

σ)† # affεεεB = affεεεA

d’où

D affεεεB # D(εεε
−1

↑
A

σ)† = D affεεεA

et finalement

BotUnn # D affεεεB # D(εεε
−1

↑
A

σ)† = BotUnn # D affεεεA
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ce qui prouve l’égalité (4.41).
Par l’égalité (4.29), on a

(εεε
−1

↑
A

σ)† # contεεεB = contεεεA # ((εεε
−1

↑
A

σ)† � (εεε
−1

↑
A

σ)†)

d’où

PaTn]B,]B # D contεεεB # D(εεε
−1

↑
A

σ)† = PaTn]B,]B # D((εεε
−1

↑
A

σ)† � (εεε
−1

↑
A

σ)†) # D contεεεA

et par monoïdalité deD :

PaTn]B,]B # D contεεεB # D(εεε
−1

↑
A

σ)† = (D(εεε
−1

↑
A

σ)† W D(εεε
−1

↑
A

σ)†) # PaTn]A,]A # D contεεεA

ce qui prouve l’égalité (4.42).
SoientA1,. . . ,An des jeux négatifs linéaires et soient

A = A1, . . . , An,

εεεA = εεεA1, . . . , εεεAn,

& εεεA = εεεA1 & . . . & εεεAn

= εεε(A1 & . . . & An),

et D]A = D]A1, . . . , D]An.

Par l’égalité (4.30), on a :

TnAvεεεA # aff&εεεA = (affεεεA1
� . . .� affεεεAn

) # δ

où δ est l’isomorphisme (4.32). D’où

BotUnn # D aff&εεεA # D TnAvεεεA # PaTn]A =

BotUnn # Dδ #D(affεεεA1
� . . . � affεεεAn

) # PaTn]A

Ainsi, par l’égalité (4.38) et par monoïdalité deD :

affl&A # PlPaA = α # (BotUnn W . . . W BotUnn) # (afflεεεA1
) W . . . W (D affεεεAn

)

où
α = BotUnn # Dδ # TnPaDI,...,DI # (UnnBot W . . . W UnnBot)

est l’isomorphisme (4.45). Ceci prouve l’égalité (4.43).
Par l’égalité (4.31), on a :

TnAvεεεA # cont&εεεA = (contεεεA1
� . . . � contεεεAn

) # γ # (TnAvεεεA �TnAvεεεA)

oùγ est l’isomorphisme (4.33) pourBi = εεεAi. D’où

D cont&εεεA # D TnAvεεεA = D(TnAvεεεA �TnAvεεεA) # Dγ # D(contεεεA1
� . . .� contεεεAn

)

et, par les égalités (4.38) et (4.35),

contl&A # PlPaA =

PaTn]&A,]&A # D(TnAvεεεA � TnAvεεεA) # Dγ # D(contεεεA1
� . . . � contεεεAn

) # TnPa]A



4.3. VERS UN MODÈLE INTÉGRANT LES EXPONENTIELLES 89

et finalement par monoïdalité deD :

contl&A # PlPaA =

(PlPaA W PlPaA) #(PaTn]A W PaTn]A) # β # contlA1
W . . . W contlAn

)

où
β = PaTn]A,]A # Dγ # TnPa]A1�]A1,...,]An�]An

est l’isomorphisme (4.46). Ceci prouve l’égalité (4.44), ce qui achève la preuve du lemme.

Nous étendons maintenant notre modèle de jeu deMALLP en un modèle deLLpolen donnant
aux règles déréliction, contraction, affaiblissement et promotion l’interprétation suivante.

Déréliction l’interprétation de la preuve

... π′

`N⊥,N
(der.)

`?N⊥,N

estJderlN # [π′]JPKN si N est non vide etG⊥(JderlN # [π′]JPKN ) sinon.

Contraction L’interprétation de la preuve

... π′

`?P, ?P, Γ
(cont.)

`?P, Γ

estJ[π′]JP # contlP⊥K?P§?P .

Affaiblissement L’interprétation de la preuve

... π′

`Γ (aff.)
`Γ, ?P

estJF⊥([π′]JP) # afflP⊥K⊥.

Promotion L’interprétation de la preuve

... π′

`?P1, . . . , ?Pn, N
(prom.)

`!N, ?P1, . . . , ?Pn

est
(J[π′]JP # PaPlP1

⊥,...,Pn
⊥K?P1§ ...§?Pn

)†l # PlPaP1
⊥,...,Pn

⊥

si n > 0 et (J[F⊥(π′)]JP # PaPl0K⊥)†l # PlPa0 sinon.

Nous montrons la correction de ce modèle en étendant la preuve de correction du modèle de
MALLP aux cas de coupures exponentielles.

°5GLG8A L85E5:95?I@; 8; 69�: 95? =
Si π est la preuve

... π1

`N⊥,N
(der.)

`?N⊥,N

... π2

`N, ?P1, . . . , ?Pn (prom.)
`!N, ?P1, . . . , ?Pn (cut)

`N , ?P1, . . . , ?Pn
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son interprétation est

[π]JP = JJderlN # [π1]JPKN # (σ†l # PlPaP1
⊥,...,Pn

⊥)KD]N

ass.
= JJJderlN # σ†lKD]N # PlPaP1

⊥,...,Pn
⊥KD](P1

⊥&...&Pn
⊥) # [π1]JPKN

4.40
= JJσ # PlPaP1

⊥,...,Pn
⊥KD](P1

⊥&...&Pn
⊥) # [π1]JPKN

= J[π1]JP # [π2]JPKN

où,σ = J[π2]JP # PaPlP1
⊥,...,Pn

⊥K?P1§ ...§?Pn
, si n > 0 et σ = JF⊥([π2]JP) # PaPl0K⊥, sinon.

Donc[π]JP est bien égal à l’interprétation de la preuve :

... π1

`N⊥,N

... π2

`N, ?P1, . . . , ?Pn (cut)
`N , ?P1, . . . , ?Pn.

°5GLG8A L85E5:95?I7¶7 9J69<<AEA?: =
Si π est la preuve

... π1

`Γ(aff.)
`Γ, ?N⊥

... π2

`N, ?P1, . . . , ?Pn (prom.)
`!N, ?P1, . . . , ?Pn (cut)

`Γ, ?P1, . . . , ?Pn

son interprétation est :

[π]JP = JJF⊥([π1]JP) # afflN K⊥ # (σ†l # PlPaP1
⊥,...,Pn

⊥)KD]N

ass.
= JF⊥([π1]JP) # (afflN # σ†l # PlPaP1

⊥,...,Pn
⊥)K⊥

(4.41)
= JF⊥([π1]JP) # (afflP1

⊥&...&Pn
⊥ # PlPaP1

⊥,...,Pn
⊥)K⊥

(4.43)
= JF⊥([π1]JP) # (α # afflP1

⊥ W . . . W afflPn
⊥)K⊥

où,σ = J[π2]JP # PaPlP1
⊥,...,Pn

⊥K?P1§...§?Pn
, sin > 0 etσ = JF⊥([π2]JP) # PaPl0K⊥, sinon et

oùα est l’isomorphisme (4.45). Finalement, par monoïdalité dupar et par la proposition 4.47 :

[π]JP = JF⊥(J. . . F⊥(JF⊥([π1]JP) # afflP1
⊥K⊥) . . . # afflPn−1

⊥K⊥) # afflPn
⊥K⊥

qui est bien égal à l’interprétation de la preuve :

... π1

`Γ (aff.)
`Γ, ?P1

... (aff.)
`Γ, ?P1, . . . , ?Pn−1 (aff.)

`Γ, ?P1, . . . , ?Pn−1, ?Pn.

°5GLG8A L85E5:95?I�5?:87�: 95? =
Si π est la preuve :

... π1

`?N⊥, ?N⊥, Γ
(cont.)

`Γ, ?N⊥

... π2

`N, ?P1, . . . , ?Pn (prom.)
`!N, ?P1, . . . , ?Pn (cut)

`Γ, ?P1, . . . , ?Pn
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son interprétation est

[π]JP =JJ[π1]JP # contlN KD]N§D]N # (σ†l # PlPaP1
⊥,...,Pn

⊥)KD]N

ass.
= J[π1]JP # (contlN # σ†l # PlPaP1

⊥,...,Pn
⊥)KD]N

(4.42)
= J[π1]JP # ((σ†l W σ†l) # contlP1

⊥&...&Pn
⊥ # PlPaP1

⊥,...,Pn
⊥)KD]N

(4.44)
= J[π1]JP #

((σ†l W σ†l) # (PlPaP1
⊥,...,Pn

⊥ W PlPaP1
⊥,...,Pn

⊥) # β # (contlP1
⊥ W . . . W contlPn

⊥))

KD]N

où,σ = J[π2]JP # PaPlP1
⊥,...,Pn

⊥K?P1§...§?Pn
, si n > 0 et σ = JF⊥([π2]JP) # PaPl0K⊥, sinon

et oùβ est l’isomorphisme (4.46), avecAi = Pi
⊥.

Par monoïdalité dupar et par la proposition 4.47 on a finalement que l’interprétation deπ
est égale à

[π]JP =J

.. .

JJJ[pi1]JP # σ
†l

l # PlPaP1
⊥,...,Pn

⊥KD]Nl
# σ†l

r # PlPaP1
⊥,...,Pn

⊥KD]Nr
#

contlP1
⊥K(D]P1

⊥)§(D]P1
⊥) #

. . .

contlPn
⊥K(D]Pn

⊥)§(D]Pn
⊥)

c’est à dire à l’interprétation de la preuve :

... π1

`?N⊥, ?N⊥, Γ

... π(2,l)

`N, ?P1, . . . , ?Pn(prom.)
`!N, ?P1, . . . , ?Pn(cut)

`Γ, ?P1, . . . , ?Pn

... π(2,r)

`N, ?P1, . . . , ?Pn (prom.)
`!N, ?P1, . . . , ?Pn (cut)

`Γ, ?P1, ?P1, ?P2, ?P2 . . . , ?Pn, ?Pn (cont.)
`Γ, ?P1, ?P2, ?P2 . . . , ?Pn, ?Pn (cont.)

... (cont.)
`Γ, ?P1, . . . , ?Pn

Ceci achève de prouver la correction du modèle. En conséquent nous pouvons désormais
utiliser le résultat suivant :

Proposition 4.68. Si pour une comonade(], dig, der) la catégorie des jeux négatifs (équipée
du produit de comonoïde�) est une nouvelle catégorie de Seely alors nous avons un modèle de
LLpol.
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Dans ce chapitre nous munissons les jeux à bords d’une construction exponentielle, pour
laquelle la catégorieJNA des jeux négatifs affines est une nouvelle catégorie de Seely. On
a ainsi à la fois un modèle deILL dansJNA et un modèle deLLpol dans les jeux polarisés
linéaires et bien terminés.

Au chapitre 3 (proposition 3.53), nous avons obtenu, par déploiement dubien sûrdes hy-
percohérences, une construction sur les arbres qui suggèreune autre définition des exponen-
tielles dans les jeux à bord que celle que nous décrivons ici.Cette autre définition serait une
version pour les jeux à bords de l’exponentielle à la Lamarche ([Lam92]) qui est aussi l’expo-
nentielle utilisée par P.-L. Curien pour décrire les algorithmes séquentiels en sémantique des
jeux ([Cur93]). Malheureusement, nous verrons que l’adaptation d’une telle exponentielle aux
jeux à bords se passe mal.

Hors considération des bords, l’exponentielle que nous présentons ici n’a, à notre connais-
sance, jamais été décrite dans la littérature sur la sémantique des jeux. Cette exponentielle est
une sorte d’objet intermédiaire entre l’exponentielle à laLamarche et la version uniforme de
l’exponentielle à la Abramsky-Jagadeesan-Malacaria (AJM) ou à la Hyland-Ong (HO). Il s’agit
essentiellement d’une exponentielle avec répétitions mais qui ne permet pas de distinguer deux
copies d’une même partie (distinction que les indices de copies deAJM, ou les pointeurs deHO

permettent de faire).
En termes informatiques, l’exponentielle à la Lamarche correspond à la notion de partage

des données en mémoire tandis que l’exponentielleAJM ou HO correspond à un gestion totale-
ment non partagée de la mémoire, dans laquelle on fait autantde copies différentes d’une donnée
que nécessaire, comme s’il s’agissait de plusieurs donnéesdifférentes. Notre exponentielle in-
termédiaire correspondrait à une mémoire gérant la multiplicité des copies mais sans introduire
de différences entre plusieurs copies d’une même donnée.1

Nous interprétons les formules deILL

A := > | 1 | α | A & A | A ⊗ A | A ( A | !A

dans la catégorieJNA des jeux négatifs affines en posant[>]JNA =I, [1]JNA =I, [A & B]JNA =
[A]JNA & [B]JNA, [A ⊗ B]JNA = [A]JNA � [B]JNA, et [A ( B]JNA = [A]JNA _ [B]JNA pour le frag-
ment multiplicatif additif et en posant[!A]JNA = ]1 [A]JNA, où ]1 est une nouvelle construction
définie plus loin.

1Notre intuition informatique sur cette exponentielle est qu’elle pourrait correspondre au mécanisme deramassage
des miettes(garbage collecting) par comptage des références utilisé dans certains langages objets.
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Pour un mots = a1 . . . an sur un alphabetA et un élémenti de N nous définissons la

délocalisation des en i, s × {i}, comme étant le mot(a1, i) . . . (an, i). Avec pour convention
que pourB ⊆ A, si s�B = p, alorss × {i}�B = p et s × {i}�B × {i} = p × {i}. L’élément
i deN utilisé dans cette opération de délocalisation est usuellement appelé unindice de copie
dans le cadre des sémantiques de jeux à laAJM.

Si p = a1 . . . an est une partie dans le jeuA alorsplg(p) est le motσ1 . . . σn où σi =
a1 . . . ai. Sip est une partie terminée deA il est clair queplg(p) est une partie terminée de]a A.
Et ainsi sip n’est pas terminée alorsplg(p) est tout de même une partie (non terminée) de]a A.

L’opération binaire� sur les mots se généralise par commutativité et associativité en une
opérationn-aire et nous écrivons

⊙
{p1, . . . , pn} pourp1 � · · · � pn ce produit valant le mot

vide pourn = 0. Cette opération n’est pas défini lorsque lespi sont des mots sur des alphabets
non disjoints, en particulier, lorsque lespi sont des mots sur un même alphabet. Nous étendons
alors cette définition en posant dans ce cas

⊙

[p1, . . . , pn] =
(⊙

{p1 × {1}, . . . , pn × {n}}
)

�A (5.1)

où [p1, . . . , pn] ∈ Mfin((A · A)∗), autrement ditA est cet alphabet commun à tous lespi. Cette
extension est bien définie puisqu’elle ne dépend pas du choixde l’énumération des éléments du
multi-ensemble[p1, . . . , pn].

Définition 5.1 (Exponenentielle sur les objets).
Si A est un jeu négatif alors]1 A est le jeu négatif affine(−, P O(A), P J(A), S]1 A) où

S]1 A =
⋃

µ∈Mfin(SA)
supp(µ)∈Stfin(A)

⊙

[plg(s) | s ∈ µ].

Une partie dans]1 A est un mot de mots. Pour éviter les confusions nous notons(p) entre
parenthèses pour un mot vu comme lettre d’un mot de mot. Ainsi(a)(ab)(c) est un mot de trois
lettres sur l’alphabet{(a), (ab), (c)} ⊂ {a, b, c}∗.

Lemme 5.2. Siµ1, µ2 ∈ Mfin(SA \ {ε}) sont tels quesupp(µ1), supp(µ2) ∈ St(A) alors

⊙

plg(µ1) ∩
⊙

plg(µ2) 6= ∅ =⇒ µ1 = µ2.

Démonstration.Pour un multi-ensemble finiµ d’éléments deSA \ {ε} dont le support est
une stratégie surA et pour une partieρ = (p1) . . . (p2k) ∈

⊙
plg(µ) on poseO(µ) =

[pj | 1 ≤ j ≤ 2k]. On a alors que

O([s1, . . . , sn]) =

n∑

i=1

O([si]) (5.2)

(clairementO(µ + [s]) = O(µ) + O([s])), ce qui montrer bien queO(µ) est uniquement déter-
miné.

Sous les hypothèses du lemme on a alors queO(µ1) = O(µ2). On montre par récurrence
sur la cardinalitén de µ1 que siO(µ1) = O(µ2) alorsµ1 = µ2. Pourn = 0, µ1 = [] et
O(µ1) = [] doncO(µ2) = [], par (5.2), c’est que pour chaque éléments deµ2, O([s]) = [],
ce qui ne peut arriver que pours = ε qui n’est pas un élément deµ2, et doncµ2 = µ1 = [].
Supposons maintenant la propriété vraie jusqu’àn et supposons queµ1 est de cardinalitén + 1.
Alors µ1 est non vide doncO(µ1) est non vide et il existe un élément maximal (pour l’ordre
préfixe)p 6= ε deO(µ1) = O(µ2) (non nécessairement unique). Par (5.2), il existe un élément
s deµ1 et un éléments′ deµ2 tels que(p) apparaît dansplg(s) et dansplg(s′). Mais comme
p a été choisi maximal c’est qu’il apparaît comme dernier élément deplg(s) et aussi comme



5.1. CONSTRUCTION EXPONENTIELLE 95

dernier élément deplg(s′). On en déduit quep = s = s′, par définition deplg. DoncO(µ1) =
O(µ1 − [s]) + O([s]) etO(µ2) = O(µ2 − [s]) + O([s]) d’où O(µ1 − [s]) = O(µ2 − [s]). Par
l’hypothèse de récurrence on obtient queµ1 − [s] = µ2 − [s] de quoi on conclut queµ1 = µ2,
ce qui achève la preuve.

on généralise l’opérationplg de la manière suivante. SiA est un alphabet et siB1, . . . , Bn

sont des sous-alphabets deA deux à deux disjoints, on définit un opérationplgB1,...,Bn
surA∗

en posant :

plgB1,...,Bn
(s · a) = plgB1,...,Bn

(s) · (s�Bi · a) si a ∈ Bi (5.3)

plgB1,...,Bn
(s · a) = plgB1,...,Bn

(s) · a sinon

plgB1,...,Bn
(ε) = ε.

En particulier, sis ∈ A∗, alors on aplgA(s) = plg(A).
De même qu’on a généralisé l’opération� en

⊙
on généralise l’opération�B en une opé-

ration
⊙

B.
On décrit plus précisément l’action de

⊙

B sur des parties terminées d’un jeuA_B. Soit
µ ∈ Mfin(SA_B) et soit un énumérations1, . . . , sn des éléments deµ, c’est à dire un suite
(si)1≤i≤n telle queµ = [s1, . . . , sn]. On noteAi_Bi la délocalisation du jeuA_B en un
i ∈ {1, . . . , n}. Le motsi × {i} est alors une partie terminée du jeuAi_Bi dont la projection
surA_B ests.

SoitC = ∪1≤i≤nBi. Par commutativité et associativité de�C , l’ensemble

P = s1 × {1} �C s2 × {2} �C . . . �C sn × {n}

est uniquement déterminé. L’ensembleP �(A, B) est alors indépendant de l’énumération choisie
pour les éléments deµ. Ainsi µ détermine de manière unique l’ensembleP �(A, B). L’opération
⊙

B est alors celle qui àµ associeP �(A, B) avec pour convention que
⊙

B[] = ε et
⊙

B[s] = s.

Remarque5.3. Si [ε], µ ∈ Mfin(SA_B) alors
⊙

B plg(µ + [ε]) =
⊙

B plg(µ).

Définition 5.4. Pour chaque stratégief deA_B on pose

]1 f =
⋃

µ∈Mfin(f)
supp(µ)�A∈St(A)

⊙

]1 B

[plgA,B(s) | s ∈ µ].

Remarques5.5. L’opération]1 sur les morphismes est croissante pour l’inclusioni.e.

f ⊆ g =⇒ ]1 f ⊆ ]1 g.

Par la remarque 5.3, on a aussi que]1 f = ]1 f \ {ε}.

Les multi-ensemblesµ utilisés dans la construction de]1 f vérifient par hypothèse que
supp(µ) est une stratégie dans le jeuA_B et quesupp(µ)�A est une stratégie dans le jeu
A. On peut donc appliquer la proposition 4.29 pour en déduire quesupp(µ)�B est une stratégie
dans le jeuB.

Les projections de
⊙

]1 B[plgA,B(s) | s ∈ µ] sur ]1 A et sur]1 B sont respectivement
incluses dans

⊙
[plg(s�A) | s ∈ µ] et

⊙
[plg(s�B) | s ∈ µ]. Ce sont donc des ensembles de

parties terminées de]1 A et ]1 B.
Par définition, les éléments de]1 f sont des mots de(P O(B) · (P O(A) · P J(A))∗ · P J(B))∗,

ils vérifient donc la condition de basculement joueur dans laflèche linéaire négative]1 A_ ]1 B
(ces mots sont reconnus par l’automate de la figure 4.2). On enconclut que]1 f est un ensemble
de partie terminés de]1 A_ ]1 B. De plusε est un élément de

⊙

]1 B[] donc quelque soitf , ε
est un élément de]1 f .

Nous allons montrer que la construction]1 est un foncteur de la catégorie des jeux négatifs.
Pour cela nous avons besoin d’établir un certain nombre de lemmes.
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Un mott ∈ ]1 f est fait de blocs d’occurrences consécutives de lettresσ2i+1 · ρ · σ2i+2 avec
σ2i+1 ∈ P O(B), σ2i+2 ∈ P J(B) etρ ∈ (P O(A) ·P J(A))∗. De plus, ces blocs vérifient que deux
occurrences consécutives de lettresρkρk+1 dansρ sont telles qu’il existe una ∈ AO ∪ AJ pour
lequelρk+1 = ρk · a et aussi qu’il existe unb ∈ BJ tel queσ2i+2 = σ2i+1 · b.

Lemme 5.6. Soit z un sous-ensemble déterministe deP (A_B) telle ques�A soit aussi un
sous-ensemble déterministe deP (A).

1. Pour toute pairew, w′ d’éléments deO z, si w�B = w′�B alorsw � w′ ouw′ � w.

2. Pour toute pairew · bJ, w′ · b′J d’éléments deO z avecbJ, b′
J ∈ BJ, si w�B = w′�B alors

w · bJ = w′ · b′J.

Démonstration.On montre le premier point. Soit un motw′′, et deux coups,c1 et c2 tels que
w′′ · c1 � w et w′′ · c2 � w′. Si w′′ ∈ P O(A_B) alors par déterminisme dez on ac1 = c2.
Supposons maintenant quew′′ ∈ P J(A_B). Par la condition de basculement joueur dans la
flèche linéaire c’est soit quec1, c2 ∈ AJ soit quec1, c2 ∈ BO. Dans le premier cas comme
w′′ · c1�A etw′′ · c2�A sont des parties joueur dansO(z�A) et quez�A est déterministe,c1 etc2

sont égaux. Dans le second cas commew′′ · c1 � w etw′′ · c2 � w′, par égalité des projections
dew etw′ surB, c1 etc2 sont aussi égaux. Il y a donc égalité dec1 etc2 dans tous les cas. Ainsi
tout motw′′ qui est a la fois un préfixe strict dew et un préfixe strict dew′ se prolonge en un
préfixe commun àw et àw′. On en conclut quew � w′ ouw′ � w.

On peut alors appliquer le premier point à la pairew, w′ du second point. On a ainsiw � w′

ouw′ � w. Supposons quew � w′. C’est quew est un préfixe strict dew′ ·b′J Par déterminisme
dez le coup suivantw dansw′ · bJ est forcémentbJ. Ainsi w · bJ � w · b′J. Nous montrons alors
quew ·bJ ne peut pas être un préfixe strict dew′ ·b′J. Si c’était le cas on auraitw′ = w ·bJ ·m pour
un certain motm non vide. Par projection surB on aurait(w′�B) · b′J

= (w�B) · bJ · (m�B) et
commew�B = w′�B on obtiendraitb′J

= bJ · (m�B). Ce qui donnerait(m�B) = ε et comme
b′

J doit être la dernière lettre dem ceci est impossible. Doncw · bJ = w′ · b′J. Réciproquement
en supposant quew′ � w on aboutit encore à l’égalitéw · bJ = w′ · b′J, ce qui conclut pour le
second point.

Lemme 5.7.Soitf une stratégie sur un jeu négatifA_B. Siµ1 etµ2 sont deux multi-ensembles
d’éléments def ne contenant pas le mot vide et tels quesupp(µ1�A), supp(µ2�A) ∈ St(A)
alors ⊙

]1 B

plgA,B(µ1) ∩
⊙

]1 B

plgA,B(µ2) 6= ∅ =⇒ µ1 = µ2.

Démonstration.Soit t un élément de
⊙

]1 B plgA,B(µ1) ∩
⊙

]1 B plgA,B(µ2). On a alors

t� ]1 B ∈
⊙

plg(µ1�B) ∩
⊙

plg(µ2�B).

Donc, par le lemme 5.2,µ1�B = µ2�B.
Par ailleurs, l’ensemble des éléments det qui sont des éléments deP (A) est un ensemble

déterministe qui contient tous les éléments deµ1�A et tous les éléments deµ2�A. De plus,
supp(µ1+µ2) est une stratégie surA_B. On peut donc appliquer le second point du lemme 5.6
à z = supp(µ1 + µ2). On en déduit en particulier que sis ∈ µ1 et s′ ∈ µ2 sont tels que
s�B = s′�B alorss = s′. Donc finalementµ1 = µ2.

Une partie terminéet dans]1 f est un motF1 · . . . · Fn où lesFi sont des éléments de
P O(B) · (P O(A) · P J(A))∗ · P J(B). Le lemme 5.8 établit un critère fort de comparaison de ces
motsFi.

Lemme 5.8 (égalité des blocs).Si deux éléments(m1) · l · (m2) et (m′
1) · l

′ · (m′
2) deP O(B) ·

(P O(A) · P J(A))∗ · P J(B) sont facteurs d’un même élémentst de
⊙

]1 B[plgA,B(s) | s ∈ µ]
alors

m1 = m′
1 oum2 = m′

2 =⇒ (m1) · l · (m2) = (m′
1) · l

′ · (m′
2).
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Démonstration.de tels facteurs det sont de la forme :

(m1) · l · (m2) = (q · bO)(p · aO
1) . . . (p · aO

1 . . . aJ
n)(q · bObJ)

(m′
1) · l

′ · (m′
2) = (q′ · b′

O
)(p′ · a′

1
O
) . . . (p′ · a′

1
O
. . . a′

k
J
)(q′ · b′

O
b′

J
).

Et il existe deux parties terminéess et s′ dansµ et un préfixep · bJ des et un préfixep′ · b′J de
s′ telles que

plgA,B(p · bJ) = σ(m1) · l · (m2)

plgA,B(p′ · b′
J
) = σ′(m′

1) · l
′ · (m′

2).

On a alorsp · bJ = m · bOaO
1 . . . aJ

nbJ et p′ · b′
J

= m′ · b′
O
a′
1

O
. . . a′

n
J
b′

J avecm�B = q et
m′�B = q′. On am1 = q · bO, m′

1 = q′ · b′
O, m2 = q · bObJ et m′

2 = q′ · b′
O
b′

J. Donc si
m1 = m′

1, alorsq · bO = q′ · b′O, et,a fortiori, si m2 = m′
2. Par le second point du lemme 5.6

on obtient alors quep · bJ = p′ · b′J. Et ceci suffit à établir l’égalité des deux facteurs.

Lemme 5.9. Soitz ⊆fin f tel quez�A ∈ St(A). Sit est un élément de
⊙

[plg(s1), . . . , plg(sn)]
où supp([s1, . . . , sn]) = z�B alors il existe un unique mott′ élément de]1 z dont la projection
sur B est égale àt. De plus le mott′ s’obtient en remplaçant danst chaque facteur(q)(q · bJ)
par l’unique mot(q) · . . . · (q ·bJ) qui soit facteur d’au moins un desplg(si), pouri ∈ {1 . . . , n}.

Démonstration.Pour chaquei tel que1 ≤ i ≤ n, il existe un éléments′i dez tel ques′i�B = si.
Cet élément est unique (dansz). En effet, sis′i et s′′i sont deux éléments dez tels ques′i�B =
s′′i �B alors le second point du lemme 5.6 s’applique et ainsis′i = s′′i . On obtient ainsi un multi-
ensembleµ = [s′1, . . . , s

′
n] d’éléments dez.

Le mott est obtenu par projection sur]1 B d’un mot

m ∈ plg(s1) �(]1 B)×{1,...,n} . . . �(]1 B)×{1,...,n} plg(sn).

On forme alors un mot

m′ ∈ plgA,B(s′1) �(]1 B)×{1,...,n} . . . �(]1 B)×{1,...,n} plgA,B(s′n)

en remplaçant chaque facteur((q), i)((q · bJ), i) dem par l’unique facteur((q), i) · ρ × {i} ·
((q · bJ), i) de s′i. Le motm′ est alors tel quem′�(]1 B × {1, . . . , n}) = m′. Autrement dit
la projection sur]1 B du mott′ = m′�(]1 A_ ]1 B) est le mott. Par construction,t′ est un
élément de ⊙

]1 B

[plgA,B(s′1), . . . , plgA,B(s′n)].

C’est donc un élément de]1 z.
L’unicité d’un tel t′ est une conséquence directe du lemme 5.8. En effet, s’il y avait un autre

élémentt′′ satisfaisant les même propriétés quet′, il y aurait un facteurF ′ = (q) · ρ′ · (q · bJ) de
t′ et un facteurF ′′ = (q) · ρ′′ · (q · bJ) det′′, tout deux différents. Mais ce motF ′′ serait facteur
d’un plgA,B(s′) pours′ ∈ µ, ce serait donc aussi un facteur det′, d’où, par le lemme 5.8, la
contradictionF ′ = F ′′.

Par construction dem′, t′ s’obtient en remplaçant danst chaque facteur(q)(q · bJ) par un
mot (q) · . . . · (q · bJ) facteur d’un desplg(si). Mais d’après le second point du lemme 5.6, si
(q) · ρ · (q · bJ) est en facteur dans l’un desplg(si) et si(q) · ρ′ · (q · bJ) est lui aussi en facteur
dans l’un desplg(si) alors ces deux facteurs sont égaux. Ceci conclut.

Soit µ ∈ Mfin(SA) tel quesupp(µ) ∈ Stfin(A) et soitt ∈
⊙

plg(µ). Si t′ · (p) � t alors
p � s pour un certains ∈ µ. Ainsi étant donné l’occurrence d’un coup(p) danst, on sait
trouver un éléments deµ tel que(p) soit une occurrence deplg(s). Nous voudrions obtenir un
équivalent de cette propriété pour la construction]1 sur les morphismes. Le problème est alors le
suivant. Étant donnés une stratégief deA_B et un élémentt de]1 f , pour chaque occurrence
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de coup(p) danst nous voulons pouvoir reconstruire à partir det un élément des ∈ O f tel
que(p) soit le dernier élément deplgA,B(s). nous introduisons à cet effet une opérationfil pour
laquelle on aura que sit′ · (p) ≺ t alorsfil(t′ · (p)) est cet éléments deO f recherché.

On définit une opérationfil sur les éléments deO ]1 f en posant :

fil(w · (q · bJ)) = fil(w) · bJ (5.4)

fil(w · (p · aJ)) = fil(w) · aJ (5.5)

fil(w · (p · aO)) = fil(w) · aO (5.6)

fil(w · (q · bJ) · m · (q · bJbO)) = fil(w · (q · bJ)) · bO (5.7)

fil(w · (bO)) = bO (5.8)

fil(ε) = ε (5.9)

La définition de cette opération est ambiguë. En effet, il peut exister plusieurs occurrences de
(q · bJ) antérieures à un coup(q · bJbO). La clause (5.8) est donc mal définie. Mais le lemme 5.8
garantit que cet ambiguïté n’a pas d’incidence sur le résultat. En effet, on montre par récurrence
sur la longueur deq que siw · (q · bObJ) et w′ · (q · bObJ) sont deux préfixes d’un élément
t de ]1 f alorsfil(w · (q · bObJ)) = fil(w′ · (q · bObJ)). Par le lemme 5.8, on aw = w1 · m et
w′ = w2 ·m avecm = (q ·bO)(p ·aO

1) . . . (p ·aO
1 . . . aJ

2n) pour un certainw1 et un certainw2. Si la
longueur deq est0 on a alors directement l’égalité puisque, dans ce cas,fil(w1 · m · (q · bObJ)) =
bOa1 . . . a2nbJ et fil(w2 · m · (q · bObJ)) = bOa1 . . . a2nbJ, par la clause (5.7). Sinon on a d’une
partfil(w1 ·m · (q · bObJ)) = fil(w1 · (q · bO)) ·a1 . . . a2nbJ et d’autre partfil(w2 ·m · (q · bObJ)) =
fil(w2 · (q ·bO)) ·a1 . . . a2nbJ, par application des trois premières clauses. Maisfil(w1 · (q ·bO)) =
fil(w3 · (q)) · bO pour un certainw3 tel quew3 · (q) � w1 etfil(w2 · (q · bO)) = fil(w4 · (q)) · bO

pour un certainw4 tel quew4 · (q) � w2, par application de la clause (5.8). Etq = q′ · b′J pour
un certainb′J ∈ BJ. En appliquant l’hypothèse de récurrence aux deux préfixes de t w3 · (q′ · b′

J
)

etw4 · (q′ · b′
J
) on a alors l’égalité recherchée.

Lemme 5.10.Pour chaquet ∈
⊙

]1 B [plgA,B(s) | s ∈ µ], on a{fil(t′) | t′ � t} = O supp(µ).

Démonstration.Soit [s1, . . . , sn] = µ. Considérons l’élémentm de

(plgA,B(s1) × {1})�]1 B×N . . . �]1 B×N (plgA,B(sn) × {n})

dontt est issu. Chaque préfixet′ det provient alors d’un préfixem′ dem, i.e.m′�(]1 A, ]1 B) =
t′. En posantfil(m′) = fil(m′�(]1 A, ]1 B)), on peut alors considérer l’action defil sur les
préfixes dem. Les coups d’un même facteur de la formeP O(B) · (P O(A) · P J(A))∗ ·P J(B) de
t portent tous le même indice de copie dansm′. Ainsi lors d’une étapefil(m′ · ((q · bObJ), i) on
se ramène à une étapefil(m′′ · ((q · bO), i)). Et lors d’une étape avec aléafil(m′ · ((q · bJbO), i)
on peut toujours faire le choix de se ramener à une étapefil(m′′ · ((q · bJ), i)). Ainsi fil peut être
définie de manière équivalente et sans aléa sur les préfixes dem en posant :

fil(m′ · ((r · c), i) · w · ((r · cd), i)) = fil(m′ · ((r · c), i)) · d

fil(ε) = ε

Autrement dit dans le calcul defil(t′) on peut toujours suivre les coups provenant d’un même
indice de copie. Il est alors facile de voir que, par construction, le motfil(t′) est le préfixe d’un
certains ∈ µ donc un élément deO supp(µ). Réciproquement tous less ∈ µ sont utilisés dans
t, donc chaque préfixe d’un dess ∈ µ est atteint par un certainfil(t′).

Proposition 5.11. L’opération]1 est un foncteur dans la catégorie des jeux négatifs affines.

Démonstration.On commence par montrer que]1 f est bien un morphisme affine de]1 A dans
]1 B. Il reste à montrer que]1 f est déterministe. Pour cela considérons deux élémentst1 et t2
de ]1 f et un préfixe communt · (p · c) à ces deux éléments, de longueur impaire. On montre
alors quet · (p · c) se prolonge en un préfixe commun àt1 et t2 de longueur paire. On aura
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ainsi montré que le plus grand préfixe commun de deux élémentsquelconques de]1 f est de
longueur paire. Commet · (p · c) est de longueur impairep · c est un élément deP J(A) ou
deP O(B). Dans les deux cas(p · c) ne peut pas être le dernier coup d’un facteur de la forme
P O(B) · (P O(A) ·P J(A))∗ ·P J(B). Il existe donc un motm1 · (q1) ∈ (P O(A) ·P J(A))∗ ·P J(B)
qui prolonget · (p · c) danst1 et un motm2 · (q2) ∈ (P O(A) · P J(A))∗ · P J(B) qui prolonge
t · (p · c) danst2. On a alors des motsw, w1 etw2 tels quefil(t · (p) · m1 · (q1)) = w · c · w1 et
fil(t · (p) ·m2 · (q2)) = w · c ·w2. Par déterminisme def le premier élément dew1 et le premier
élément dew2 sont alors égaux, de quoi l’on déduit que le premier coup dem1 et le premier
coup de dem2 sont aussi égaux, ce qui conclut.

L’égalité]1 IA = I]1 A est immédiate par construction.
Il reste à montrer la commutation de l’opérationdos à la composition. Soient deux stratégies

f : A_B etg : B_C.
Montrons que]1 f # ]1 g ⊆ ]1(f # g). Soit un témoint = Jt1 # t2K de la composition de

]1 f et ]1 g. On doit montrer quet�(]1 A, ]1 C) ∈ ]1(f # g). Si ce témoint est le mot vide c’est
terminé puisqueε ∈ ]1(f # g). On suppose donc quet 6= ε. Soit un multi-ensemble (éven-
tuellement vide)µ1 ∈ Mfin(f \ {ε}) tel quet1 ∈

⊙

]1 B plgA,B(µ1) et soit un multi-ensemble
non vide[s′1, . . . , s

′
n, s′n+1, . . . s

′
n′ ] ∈ Mfin(g \ {ε}) tel quet2 ∈

⊙

]1 C plgA,C([s′1, . . . , s
′
n]),

si 1 ≤ i ≤ n, alorss′i�B 6= ε et sin + 1 ≤ i ≤ n′, alorss′i�B = ε.
On at1� ]1 B ∈

⊙
plg(µ1�B) et t2� ]1 B ∈

⊙
plg([s′1, . . . , s

′
n]�B). Et, commet1� ]1 B =

t2� ]1 B, par le lemme 5.2, on en déduit queµ1�B = [s′1, . . . , s
′
n]�B et les deux multi-ensembles

µ1 et [s′1, . . . , s
′
n] ont la même cardinalitén. Donc, pour chaque élémentq ∈ supp(µ1�B), il

existe un élémentsq ∈ supp(µ1) tel quesq�B = q. En utilisant le lemme 5.6 appliqué aux
élémentss de supp(µ1) tels ques�B = q on obtient l’unicité desq. Ainsi, pour chaquei tel
que1 ≤ i ≤ n, il existe un unique élémentsi ∈ µ1 tel ques�B = s′i�B. On en déduit queµ1

est un multi-ensemble[s1, . . . , sn] où, pour chaquei tel que1 ≤ i ≤ n, si�B = s′i�B.
Pourn + 1 ≤ i ≤ n′ on posesi = ε. On a alors,

t1 ∈
⊙

]a B

plgA,B([s1, . . . , sn′ ]).

Soit le multi-ensemble :
µ3 = [Js1 # s′1KB, . . . , Jsn′ # s′n′KB ]. (5.10)

Puisqueε ∈ f , µ3 ∈ Mfin(f # g). De plussupp(µ3)�A = supp(µ1)�A∪{ε} doncsupp(µ3)�A
est une stratégie deA. Enfinµ3�C = µ2�C. Comme

t� ]1 C ∈
⊙

plg(µ2�C),

par le lemme 5.9 on obtient qu’il existe un élémentt3 de
⊙

]1 C plgA,C(µ3) tel quet3� ]1 C =
t� ]1 C. Ce mott3 est alors un élément de]1(f # g) et pour conclure cette partie de la preuve il
ne reste plus qu’à prouver quet�(]1 A, ]1 C) = t3.

Si t�(]1 C) = ε alorst = ε et t3 = ε ce qui conclut. On suppose donc dans la suite que
t�(]1 C) 6= ε.

Supposons quet�(]1 A, ]1 C) 6= t3. Soit t4 le plus grand préfixe commun det3 et de
t�(]1 A, ]1 C) appartenant à(P O(C) · (P O(A) ·P J(A))∗ ·P J(C))∗. Commet3 et t�(]1 A, ]1 C)
sont des éléments de(P O(C) · (P O(A) · P J(A))∗ · P J(C))∗ et, commet�(]1 C) = t3�(]1 C), il
existe un élémentr·cO deP O(C) tel quet4 ·(r·cO) est un préfixe commun àt3 et àt�(]1 A, ]1 C).
Il existe aussi un élémentcJ ∈ CJ tel quet4�(]1 C) · (r · cO)(r · cOcJ). On a alors un mot
m ∈ (P (A) ∪ P (B))∗ et un motm′ ∈ (P (A))∗ telles que

t4 · (r · c
O) · m′ · (r · cOcJ) � t3

t5 · (r · cO) · m · (r · cOcJ) � t

où t5 est tel quet5�(]1 A, ]1 C) = t4.
Il suffit alors de montrer quem′ = m�(]1 A) pour conclure par contradiction avec la maxi-

malité det4, à l’égalitét3 = t�(]1 A, ]1 C).
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Par construction, il existe un indicei ∈ {1, . . . , n′} tel que(r · cO)(r · cOcJ) est un facteur de
plg(s′i�C).

Le mot plgA,C(Jsi # s′iKB) possède un unique facteur(r · cO) · m′′′ · (r · cOcJ), avec
m′′′ ∈ (P O(A) · P J(A))∗. Comme(r · cO) ·m′′′ · (r · cOcJ) est un facteur det3 (par construction
det3) on en déduit, par le lemme 5.8, quem′ = m′′′.

De même, le motplgB,C(s′i) possède un unique facteur(r · cO) · m′′ · (r · cOcJ), avec
m′′ ∈ (P O(B) · P J(B))∗. De plus, on a soitm′′ = ε soit

m′′ = (q · bO
1) . . . (q · bO

1 . . . bJ
2l),

pour un certainq · bO
1 . . . b2l ∈ P J(B). Par ailleurs, comme(r · cO) · m′′ · (r · cOcJ) est par

construction un facteur det2 = t�(]1 B, ]1 C), on en déduit, par le lemme 5.8, quem�(]1 B) =
m′′.

On a clairementJplgA,B(si) # plgB,C(s′i)K = plgA,B,C(Jsi # s′iK).
Le mot JplgA,B(si) # plgB,C(s′i)K possède un unique facteur(r · cO) · w · (r · cOcJ) avec

w ∈ (P O(B)·(P O(A)·P J(A))∗ ·P J(B))∗. Et par ce qui précède ce facteur est tel quew�(]1 A) =
m′′′ = m′ etw�(]1 B) = m′′ = m�(]1 B).

Pour montrer quem = m′�(]1 A), il suffit de montrer quew = m′.
Supposons quem = ε. Commew ∈ (P O(B) · (P O(A) · P J(A))∗ · P J(B))∗ etw�(]1 B) =

m�(]1 B), c’est quew = ε, ce qui conclut.
Supposons maintenant quem 6= ε. D’après l’automate de la figure 4.4 (appliqué àt), m est

un élément de(P O(B) · (P O(A) · P J(A))∗ · P J(B))∗. Ainsi m′′ = m�B 6= ε. On a donc

w�B = m�B = (q · bO
1) . . . (q · bO

1 . . . bJ
2l),

pour un certainq · bO
1 . . . b2l ∈ P J(B). Donc il existe une suite de mots(Fj)1≤j≤l tous facteurs

det1, avec
Fj = (q · bO

1 . . . bO
2j−1) · mj · (q · b

O
1 . . . bJ

2j)

tels quem = F1 · . . . · Fl. Et il existe une suite de mots(Gj)1≤j≤l tous facteurs deplgA,B(si),
avec

Gj = (q · bO
1 . . . bO

2j−1) · wj · (q · bO
1 . . . bJ

2j)

tels quew = G1 · . . . · Gl. Mais ces motsGj étant des facteurs deplgA,B(si) éléments de
(P O(B) · (P O(A) · P J(A))∗ · P J(B))∗ ce sont aussi des facteurs det1. On en déduit par le
lemme 5.8 queGj = Fj pour chaquej ∈ {1, . . . , l}. Et ceci conclut.

On montre]1(f # g) ⊆ ]1 f # ]1 g. Soit t′′ ∈ ]1(f # g). Alors il existe unµ′′ =
[p1, . . . , pn] ∈ Mfin((f # g) \ {ε}) tel quesupp(µ′′)�A ∈ St(A) et t′′ ∈

⊙
plgA,C(µ′′). Par le

lemme 4.33, pour chaquei ∈ {1, . . . , n} il existe un uniquesi ∈ f et un uniques′i ∈ g \ {ε}
tels queJsi # s′iKB = pi. On a alorsµ = [s1, . . . , sn] ∈ Mfin(f), µ′ = [s′1, . . . , s

′
n] ∈ Mfin(g),

µ�A = µ′�A, µ�B = µ′�B et µ′�C = µ′′�C. Commesupp(µ)�A ∈ St(()A), par la proposi-
tion 4.29 appliquée àsupp(µ)�A et àf , on obtientsupp(µ′)�B = supp(µ)�B ∈ St(B). Par
application du lemme 5.9 àµ′ et àt′′� ]1 C, il existe un mott′ ∈ ]1 g tel quet′ ∈

⊙
plgB,C(µ′)

et t′� ]1 C = t� ]1 C. Et par application du lemme 5.9 àµ et àt′� ]1 B, il existe un mott ∈ ]1 f
tel quet ∈

⊙
plgA,B(µ) et t� ]1 B = t′� ]1 B. Il reste alors à montrer queJt # t′K]1 B = t′′.

Le raisonnement utilisé précédemment pour montrerJt1 # t2K]1 B = t3 s’applique encore. Ceci
conclut.

¹ �� º»¼ ½¾¿ »¼½¼ ÀÁ½ÂÂ½ �
� ¦ ��������
� ����
�� �
 ��
D’après la proposition 3.53, dans le cadre des jeux à bords, la constructionbien sûrsur les

objets qui serait la plus proche dubien sûrstandard des hypercohérences serait la suivante.

Définition 5.12 (bien sûr algorithmes séquentiels).Si A est un jeu négatif alors]a A est le
jeu négatif affine(−, P O(A), P J(A), S]a A) oùS]a A est l’ensemble des motsσ = σ1 . . . σ2n de
(P O(A) · P J(A))∗ qui vérifient :



5.2. NON EXPONENTIELLEDES ALGORITHMES SÉQUENTIELS 101

1. ∀k, ∃j ≤ k, ∃aO ∈ AO, σ2k+1 = σ2j · aO où on poseσ0 = ε

2. ∀k, ∃aJ ∈ AJ, σ2k+2 = σ2k+1 · aJ

3. ∀i, ∀j, i 6= j =⇒ σi 6= σj (sans répétitions)

4. ∀i, ∃j ≥ i, σi � σj etσj ∈ SA (terminaison).

En particulierε ∈ S]a A.

Si σ est une partie dans]a A, on noteo(σ) l’ensemble des coupsσi deσ qui sont des parties
terminées deA.

Remarque5.13. Si σ ∈ S]a A alorso(σ) est une stratégie finie saturée deA.

Démonstration.Si ce n’était pas le cas il y aurait deux élément deσ de la formep · aJ
1 etp · aJ

2.
Mais p serait alors un éléments deσ apparaissant deux fois dansσ. Une fois juste avant une
occurrence dep · aJ

1 et une autre fois juste avant une occurrence deσ · aJ
2. Commeσ est sans

répétition ceci est impossible. Rappelons que la saturation signifie simplement queo(σ) est clos
par préfixe dansSA.

Remarque5.14. Soit un coupaO deAO. Siσ est une partie terminée de]a A alors le motσ dans
lequel on efface toutes les occurrences de lettres{(p) | aO � p} est encore une partie terminée
de]a A.

Nous définissons une opérationeff d’effacement des répétitions sur les mots, en posant
eff(s · a) = eff(s) · a si a /∈ s, eff(s · a) = eff(s) si a ∈ s et eff(ε) = ε. Cette opération
préserve l’ordre préfixe.

Le jeu ]a A est en fait l’image du jeu]1 A par effacement des répétitions dans les parties
terminées.

Proposition 5.15. Pour tout multi-ensemble finiµ dont le support est une stratégie finie surA,
l’ensemble des élémentsσ ∈ S]a A tels queo(σ) = O supp(µ) ∩ SA est égal à

eff
(⊙

[plg(s) | s ∈ µ]
)

On a ainsiS]a A = eff(S]1 A).

Nous établissons une remarque utile sur l’effacement des répétitions avant de prouver cette
proposition.

Remarque5.16(effacement des répétitions par blocs 1).L’opération d’effacement des répéti-
tions appliquée à un mots de

⊙
[plg(s) | s ∈ µ] efface (uniquement) des paires consécutives

d’occurrences de lettresσ2i+1σ2i+2 avecσ2i+1 ∈ P O(A) etσ2i+2 ∈ P J(A).

Démonstration de la remarque.Par construction de telles occurrences consécutives de lettres
vérifient queσ2i+2 = σ2i+1 · aJ pour un certainaJ ∈ AJ. Supposons queσ2i+2 est effacé.
C’est qu’il existe une autre occurrenceσ2j+2 de cette lettre avecj < i et σ2j+1 est alors
une occurrence deσ2i+1 ce qui assure l’effacement de cette dernière occurrence. Supposons
maintenant queσ2i+1 est effacé. Il existe une autre occurrenceσ2j+1 antérieure (j < i) de cette
lettre. On a alorsσ2i+2 = σ2i+1 · aJ

1 etσ2j+2 = σ2i+1 · aJ
2 pour un certainaJ

1 ∈ AJ et un certain
aJ
2 ∈ AJ. On utilise alors le fait quesupp(µ) est une stratégie pour conclure à l’égalité (par

déterminisme) deaJ
1 etaJ

2. Ceci assure alors queσ2i+2 est une répétition deσ2j+2 qui sera ainsi
effacée.

Démonstration de la proposition 5.15.En utilisant la remarque 5.16, on vérifie facilement, que
les éléments deeff (

⊙
[plg(s) | s ∈ µ]) sont des éléments deS]a A.

Soit maintenantσ = σ1 . . . σ2k un élément deS]a A et soitx = o(σ). On se donne une
énumération par les entiersf : {1, . . . , n} → x des éléments dex et on définit le multi-ensemble
µ dont le support estx et dans lequel la multiplicité de chaque élément est1. Pour chaquei tel
que||σ|| ≤ 2i + 2

{p ∈ x | σ2i+1 � p} = {p ∈ x | σ2i+1 � p}
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carx est déterministe. Pour chacun de cesi, {p ∈ x | σ2i+1 � p} est un ensemble non vide
d’entiers. Nous formons alors un mot

hi = ((σ2i+1σ2i+2) × {j1}) · . . . · ((σ2i+1σ2i+2) × {jk})

oùj1, . . . , jk est une énumération des éléments def−1({p ∈ x | σ2i+1 � p}), par exemple don-
née par l’ordonnancement naturel des entiers. Soit alors lemott = h1 · . . . ·hk. Par construction
ce mott est un élément de

⊙
{plg(s) × f(s) | s ∈ µ}. En effet, sa projection sur un alphabet

(]a A) × {i} estplg(s) × {i} pour les ∈ µ tel quef(s) = i. Ces projections sont entrelacées
danst par blocs de deux lettres. Ett ne contient pas d’autres lettres que celles apparaissant dans
ces projections. Enfineff(t�(]a A)) est égal àσ. En effet il est clair quet�(]a A) est le motσ
dans lequel chaque bloc de deux lettresσ2i+1σ2i+2 est répété consécutivement un nombre non
nul de fois, ce nombre étant ramené à un après effacement des répétition. Ce qui conclut.

La proposition 5.15 suggère de définir la construction]a sur les morphismes en posant
]a f = eff(]1 f). Malheureusement, pour des raisons liées aux bords, ceci nefait pas pour
autant un foncteur de la construction]a. En effet, il existe trois jeux négatifs affinesA, B
et C et un morphisme affine deA dansB et un morphisme affine deB dansC tels que
]a f # ]a g 6= ]a(f # g).

Plus précisément, nous avons le contre-exemple suivant. SoientA, B etC trois jeux négatifs
affines tels queaO

1a
J
2a

O
3aJ

4 ∈ SA, bO
1b

J
2, b

O
1b

J
2b

O
3b

J
4 ∈ SB etdO

1dJ
2, c

O
1cJ

2 ∈ SC avecdO
1 6= cO

1 . Alors

f = {ε, bO
1a

O
1aJ

2b
J
2b

O
3a

O
3a

J
4b

J
4} et

g = {ε, dO
1a

O
1a

J
2d

J
2, c

O
1a

O
1aJ

2a
O
3a

J
4c

J
2}

sont des morphismes affines, respectivement deA versB et deB versC, et

f # g = {ε, cO
1a

O
1aJ

2a
O
3aJ

4c
J
2}.

On a alors :

(
dO
1

) (
bO
1

)
(

bO
1

bJ
2

) (
dO
1

dJ
2

)
(
cO
1

) (
bO
1

)
(

bO
1

bJ
2

)




bO
1

bJ
2

bO
3











bO
1

bJ
2

bO
3

bJ
4







(
cO
1

cJ
2

)

∈ ]1 g,

(
dO
1

) (
bO
1

)
(

bO
1

bJ
2

) (
dO
1

dJ
2

)
(
cO
1

)





bO
1

bJ
2

bO
3











bO
1

bJ
2

bO
3

bJ
4







(
cO
1

cJ
2

)

∈ ]a g,

(
bO
1

) (
aO
1

)
(

aO
1

aJ
2

) (
bO
1

bJ
2

)




bO
1

bJ
2

bO
3









aO
1

aJ
2

aO
3











aO
1

aJ
2

aO
3

aJ
4













bO
1

bJ
2

bO
3

b4







∈ ]a f,

(
dO
1

) (
aO
1

)
(

aO
1

aJ
2

) (
dO
1

dJ
2

)
(
cO
1

)





aO
1

aJ
2

aO
3











aO
1

aJ
2

aO
3

aJ
4







(
cO
1

cJ
2

)

∈ ]a f # ]a g,

mais l’ensemble

]a(f # g) =







ε,
(
cO
1

) (
aO
1

)
(

aO
1

aJ
2

)




aO
1

aJ
2

aO
3











aO
1

aJ
2

aO
3

aJ
4







(
cO
1

cJ
2

)







ne contient pas le mot
(
dO
1

) (
aO
1

)
(

aO
1

aJ
2

) (
dO
1

dJ
2

)
(
cO
1

)





aO
1

aJ
2

aO
3











aO
1

aJ
2

aO
3

aJ
4







(
cO
1

cJ
2

)

.
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Proposition 5.17 (isomorphismes).

On a les isomorphismes naturels]1I ∼=I et ]1(A & B) ∼= ]1 A � ]1 B.

Démonstration.On a]1I = (−, ∅, {ε}, {ε}) =I. Si f = {ε} est l’unique morphisme deI dans
I on a encore]a f = ]1 f = {ε} = II ce qui conclu pour la naturalité de]1I ∼=I.

On supposeA et B disjoints. On a(]1(A & B))O = P O(A & B) = P O(A) ∪ P O(B) et
(]1(A & B))J = P J(A & B) = P J(A) ∪ P J(B). On a aussi(]1 A � ]1 B)O = (]1 A)O ∪
(]1 B)J = P O(A) ∪ P O(B) et (]1 A � ]1 B)J = (]1 A)J ∪ (]1 B)J = P J(A) ∪ P J(B). On a

S]1(A&B) =
⋃

µ∈Mfin(SA&B)
supp(µ)∈St(A&B)

⊙

[plg(s) | s ∈ µ].

MaisSA&B = SA ∪ SB doncMfin(SA)×Mfin(SB) est isomorphe àMfin(SA&B) par l’appli-
cation(µ1, µ2) 7→ µ1 + µ2. On a alors

S]1(A&B) =
[

µ1∈Mfin(SA)
µ2∈Mfin(SB)

supp(µ1)∈St(A)
supp(µ2)∈St(B)

“

K

[plg(s) | s ∈ µ1] + [plg(s) | s ∈ µ2]
”

=
[

µ1∈Mfin(SA)
supp(µ1)∈St(A)

[

µ2∈Mfin(SB)
supp(µ2)∈St(B)

“

K

[plg(s) | s ∈ µ1] + [plg(s) | s ∈ µ2]
”

=
[

µ1∈Mfin(SA)
supp(µ1)∈St(A)

[

µ2∈Mfin(SB)
supp(µ2)∈St(B)

“

K

[plg(s) | s ∈ µ1]
”

�
“

K

[plg(s) | s ∈ µ2]
”

=

0

B

B

@

[

µ1∈Mfin(SA)
supp(µ1)∈St(A)

K

[plg(s) | s ∈ µ1]

1

C

C

A

�

0

B

B

@

[

µ2∈Mfin(SB)
supp(µ2)∈St(B)

K

[plg(s) | s ∈ µ2]

1

C

C

A

= S(]1 A)�(]1 B)

Donc les deux jeux]1(A & B) et ]1 A � ]1 B sont égaux et,a fortiori, isomorphes.

La naturalité de cet isomorphisme provient encore d’une égalité. En effet, on a
St(A) × St(A′) ∼= St(A & A′). Par ailleurs, pourf : A_B et f ′ : A′_B′ où A,
A′, B et B′ sont deux à deux disjoints, on af & f ′ = f ∪ f ′ où cette union est
disjointe. On a ainsi

{µ ∈ Mfin(f & f ′) | supp(µ)�(A & A′) ∈ St(A & A′)} ∼=

{µ1 ∈ Mfin(f) | supp(µ1)�A ∈ St(A)}×{µ2 ∈ Mfin(f
′) | supp(µ2)�A

′ ∈ St(A′)}
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par l’application(µ1, µ2) 7→ µ1 + µ2. L’ensemble]1(f & f ′) est donc égal à
[

µ1∈Mfin(f)

µ2∈Mfin(f
′)

supp(µ1)�A∈St(A)

supp(µ2)�A′∈St(A′)

K

]1(B&B′)

[plgA&A′
_B&B′ (s) | s ∈ µ1 + µ2]

=
[

µ1∈Mfin(f)
supp(µ1)�A∈St(A)

[

µ2∈Mfin(f
′)

supp(µ2)�A′∈St(A′)

K

]1 B�]1 B′

plgA,B(µ1) + plgA′
_B′(µ2)

=
[

µ1∈Mfin(f)
supp(µ1)�A∈St(A)

[

µ2∈Mfin(f
′)

supp(µ2)�A′∈St(A′)

0

@

K

]1 B

plgA,B(µ1)

1

A �]1 B∪]1 B′

0

@

K

]1 B′

plg(s)A′
_B′(µ2)

1

A

=

0

B

B

@

[

µ1∈Mfin(f)
supp(µ1)�A∈St(A)

K

]1 B

plgA,B(µ1)

1

C

C

A

�]1 B∪]1 B′

0

B

B

B

@

[

µ2∈Mfin(f
′)

supp(µ2)�A′∈St(A′)

K

]1 B′

plgA′
_B′(µ2)

1

C

C

C

A

= ]1 f � ]1 f
′
.

Ces égalités deviennent des isomorphismes lorsque les jeuxne sont pas disjoints.

Définition 5.18 (déréliction). Pour chaque jeu négatif affineA on pose

derA = {s ∈ S]1 A_A | ∀p 4J s, p�(]1 A) = plg(p�A)}.

Remarque5.19(caractérisation).Pour chaque jeu négatif affineA, si IA : Al_Ar est l’identité
surA, avec la convention usuelle sur les délocalisations (remarque 4.26), alors

derA = {plgAl
(s) | s ∈ IA}

à oubli des indicesl etr près. Et par le lemme 4.27 on a alors :

derA = {plgAl
(id(p)) | p ∈ SA} (5.11)

=







aO
1

(
aO
1

)
(

aO
1

aJ
2

)

aJ
2 . . . aO

2n−1






aO
1

...
aO
2n−1













aO
1

...
aO
2n−1

aJ
2n








aJ
2n | a1 . . . a2n ∈ SA







. (5.12)

Proposition 5.20 (déréliction). La familleder = (derA)A∈JNA est une transformation natu-
relle de]1 versI dans la catégorie des jeux négatifs affines (oùI est le foncteur identité).

Démonstration.On vérifie facilement, à l’aide de la remarque 5.19, quederA est une stratégie
de]1 A_A. De plus, commeA est un jeu affine,derA contient le mot vide, doncderA est bien
un morphisme affine de]1 A dansA. Soit maintenantf un morphisme affine deA dansB, il
faut montrer que]1 f # derB = derA # f .

]1 A
derA

]1 f

A

f

]1 B
derB

B.

On prouve en fait que

derA # f = plgA(f) et (5.13)

]1 f # derB = plgA(f). (5.14)
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On commence par remarquer que sis est un élément deSA_B alors

JplgAl
(id(s�A)) # sKA = plgA(s) (5.15)

JplgA,B(s) # plgBl
(id(s�B))K]1 B = plgA(s) (5.16)

où id est l’opération définie dans le lemme 4.27. La vérification decette remarque est facile et
coïncide pour l’essentiel avec la vérification des égalités

Jid(s�A) # sKA = s et Js # id(s�B)KB = s.

L’égalité (5.13) est une conséquence directe de (5.15) et de(5.11).
Soientt ∈ ]1 f , s′ ∈ derB etq ∈ S]1 B tels quet� ]1 B = s′� ]1 B = q. Siq = ε alorss′ = ε

et t = ε, commeε ∈ f et ε ∈ derA on en déduit quet # s′ ∈ derA # f . On suppose maintenant
queq 6= ε. Par la remarque 5.19, il existe un élémentp deSB tel ques′ = plgBl

(id(p)) à oubli
des indicesl et r près (oùid est l’opération définie dans le lemme 4.27). Ainsiq = plg(p).
Par définition de]1 f et par la remarque 5.5, il existe un multi-ensembleµ ∈ Mfin(f \ {ε})
tel que le mott est un élément de

⊙

]1 B plgA,B(µ). On a alorst� ]1 B ∈
⊙

plg(µ�B), et
s′� ]1 B ∈

⊙
plg([p]) et, d’après le lemme 5.2,µ�B = [p]. Ainsi il existe un éléments ∈ f tel

queµ = [s] et s�B = p. On a alorst = plgA,B(s) et commes′ = plgBl
(id(s�B)), par (5.16),

on en déduit queJt # sK]1 B. On en conclut que]1 f # derB ⊆ plgA(f).
L’inclusion plgA(f) ⊆ ]1 f # derB est facile : sit est un élément deplgA(f) c’est que

t = plgB(s) pour un certain éléments de f il suffit alors de considérerσ = plgA,B(s) qui
est un élément de]1 f et de considérerplgB(id(s�B)) qui est un élément dederB pour avoir
Jσ # s′K]1 B = t.

Nous allons maintenant définir une transformation naturelle de]1 en]1 ]1 dansJNA.
Toute partie terminée de]1 ]1 A ne définit pas forcément une partie terminée de]1 A de

manière canonique. Par exemple, considéronsA = bool & bool. Le mot

t =
(
(⊥1)

)
(

(⊥1)
(⊥1 Ä1)

)




(⊥1)
(⊥1 Ä1)
(⊥2)











(⊥1)
(⊥1 Ä1)
(⊥2)
(⊥2 Ä2)







(
(⊥2)

)
(

(⊥2)
(⊥2 Å2)

)

est une partie terminée de]1 ]1 A. Pourtant Il n’y a pas de partie terminée dans]1 A, contenant
tous les éléments deP (A) qui apparaissent danst. Ceci car il n’y a pas de stratégie surA
contenant(⊥2Ä2) et (⊥2Å2).

Pour une partie terminéet de ]1 ]1 A on noteo2(σ) l’ensemble des partie terminée deA
apparaissant danst. Une condition nécessaire pour qu’il existe un mot de]1 A employant tous
les éléments deo2(t) (donc aussi tous les éléments deP (A) apparaissant danst) est queo2(t)
soit une stratégie deA. (Cette stratégie est alors saturée.) Nous allons voir que cette condition
est aussi suffisante.

Soit sor une opération définie sur les mots de mots non vides sur un alphabetA (i.e.sur les
éléments de(A∗ \ {ε})∗), en posant,sor(t · (p · a)) = sor(t) · (a) et sor(ε) = ε. On a alors
sor(plg(t)) = t. Dans la suite on utilisera surtout cette opération sur des mots de mots non vides
de mots (i.e.des éléments de(A∗∗ \ {ε})∗, pour un certain alphabetA).

Proposition 5.21. Si t est une partie terminée de]1 ]1 A telle queo2(t) ∈ St(A) alors le mot
sor(t) est une partie terminée de]1 A.

Démonstration.Si t1 ∈ S]1 A, si t′ ∈ S]1 ]1 A et si t ∈ t′ � plg(t1) alorssor(plg(t1)) = t1,
sor(t) ∈ sor(t′) � t1 eto2(t) = o2(t′) ∪ o(t1). On en déduit que si

t ∈
⊙ [

plg(
⊙

plg(µ1)), . . . , plg(
⊙

plg(µn))
]

, (5.17)
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pour une famille de multi-ensemblesµ1, . . . , µn ∈ Mfin(A), alors

sor(t) ∈
⊙ [⊙

plg(µ1), . . . ,
⊙

plg(µn)
]

=
⊙

plg(
∑

1≤i≤n

µi)

et o2(t) = o(sor(t)) ⊇ supp(
∑

1≤i≤n µi). Or, si t est un élément deS]1 ]1 A alors il existe
un multi-ensemble fini[µ1, . . . , µn] de multi-ensembles finies d’éléments deSA tels que (5.17).
Finalement, sit est un élément deS]1 ]1 A tel queo2(t) ∈ St(A) alors il existe un multi-ensemble
fini µ d’éléments deSA dont le support est une stratégie et tel quesor(t) ∈

⊙
plg(µ) donc

sor(t) ∈ S]1 A.

Si B∗ \ {ε} est un sous-alphabet d’un alphabetC on définit de même une opérationsorB

sur les éléments deC∗, en posantsorB(t · c) = sorB(t) · b si c = (p · b) est un élément de
B∗, sorB(t · c) = sorB(t) · c si c n’est pas un élément deB∗ et sorB(ε) = ε. Si B est un jeu
négatif et sit est une partie dans un jeu négatif, alorssor(t� ]1 B) = sorB(t)�B. Dans la suite
on utilisera le plus souventsorB lorsqueB sera égal à un alphabet de motA∗.

Proposition 5.22 (Excavation).Pour chaque jeu négatif affineA on pose

dig1
A = {s ∈ S]1 A_ ]1 ]1 A | ∀p 4J s, p�(]1 A) = sor(p�(]1 ]1 A))}

Alors, dansJNA, la famille dig1 = (dig1
A)A∈JNA est une transformation naturelle de]1 en

]1 ]1.

Remarque5.23(caractérisation de l’excavation).Si A est un jeu affine alors, à oubli des indices
l et r près,

dig1
A = {sor]1 Al

(id(p)) | p ∈ S]1 ]1 A eto2(p) ∈ St(A)}. (5.18)

Démonstration de la proposition 5.22.Il faut montrer que pour chaque jeu négatif affineA,
dig1

A est un morphisme affine de]1 A vers]1 ]1 A.
On commence par montrer quedig1

A est un sous-ensemble deS]1 A_ ]1 ]1 A contenant la
partie vide, en utilisant la caractérisation (5.18) des éléments dedig1

A. On ao2(ε) = ∅ ∈ St(A)
doncε ∈ dig1

A. Soit p ∈ S]1 A ]1 A tel queo2(p) ∈ St(A). Alors sor(id(p))� ]1 ]1 Ar est un
élément deS]1 ]1 Ar

etsor]1 Al
(id(p))� ]1 Al est égal à l’élémentsor(p) deS]1 Al

. De plus,id(p)
est un mot sur l’alphabetP O(]1 Ar) · P O(]1 Al) · P J(]1 Al) · P J(]1 Ar) doncsor]1 Al

(id(p)) est
un mot sur l’alphabetP O(]1 Ar) · P O(Al) · P J(Al) · P J(]1 Ar). Ainsi sor]1 Al

(id(p)) est bien
une partie terminée de]1 A_ ]1 ]1 A.

Il reste à montrer quedig1
A est déterministe. Soientp1 etp2 deux éléments deS]1 ]1 A tels que

o2(p1), o
2(p2) ∈ St(A), soients1 = id(p1) et s2 = id(p2) et soitp = p1 ∧ p2. Il faut montrer

quesor]1 Al
(s1) ∧ sor]1 Al

(s2) est de longueur paire. Sip1 = p2 alorss1 = s2 et sor(s1) =
sor(s2) doncsor(s1) = sor(s2) est de longueur paire. On peut donc supposer quep1 6= p2.
Par construction,id(p1)∧ id(p2) est égal à l’élémentid(p1 ∧ p2) deP J(]1 ]1 Al_ ]1 ]1 Ar). De
plus,sor]1 Al

(s1)∧ sor]1 Al
(s2) est un préfixe desor]1 Al

(s1 ∧ s2). Il suffit donc de montrer que
sor]1 Al

(s1 ∧ s2) est un préfixe desor]1 Al
(s1) ∧ sor]1 Al

(s2).
On fait deux cas. Supposons quep ∈ P O(]1 ]1 A). Alors il existe deux coups différents

(σ1 · (ρ1 · aO
1)) et (σ2 · (ρ2 · aO

2)) dans]1 ]1 A tels que

p · (σ1 · (ρ1 · a
O
1)) � p1 et

p · (σ2 · (ρ2 · a
O
2)) � p2.

Or,

sor(id(p · (σ1 · (ρ1 · a
O
1)))) = sor(id(p)) · (σ1,r · (ρ1,r · a

O
1,r))(ρ1,l · a

O
1,l) et

sor(id(p · (σ2 · (ρ2 · a
O
2)))) = sor(id(p)) · (σ2,r · (ρ2,r · a

O
2,r))(ρ2,l · a

O
2,l).

Doncsor(s1) ∧ sor(s2) ∈ P J(]1 Al_ ]1 ]1 Ar).
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Supposons quep ∈ P J(]1 ]1 A). Alors il existe deux coups différents(σ1 · (τ1 ·aO
1)(ρ1 ·aJ

1))
et (σ2 · (τ2 · aO

2)(ρ2 · aJ
2)) dans]1 ]1 A tels que

p · (σ1 · (τ1 · a
O
1)(ρ1 · a

J
1)) � p1 et

p · (σ2 · (τ2 · a
O
2)(ρ2 · a

J
2)) � p2.

Par construction deS]1 ]1 A le dernier coup dep est nécessairement égal à(σ1 · (τ1 · aO
1)) et à

(σ2 · (τ2 ·aO
2), ainsiσ1 = σ2, τ1 = τ2 etaO

1 = aO
2 . De plus, par construction de]1 A, ρ1 = τ1 ·aO

1

etρ2 = τ2 · aO
2 . Et, comme

(σ1 · (τ1 · a
O
1)(ρ1 · a

J
1)) 6= (σ2 · (τ2 · a

O
2)(ρ2 · a

J
2)),

on en déduit queaJ
1 6= aJ

2. Or

sor(id(p · (σ1 · (τ1 · a
O
1)(ρ1 · a

J
1)))) = sor(id(p)) · (ρ1,l · a

J
1,l)(σ1,r · (ρ1,r · a

J
1,r)) et

sor(id(p · (σ2 · (τ2 · a
O
2)(ρ2 · a

J
2)))) = sor(id(p)) · (ρ2,l · a

J
2,l)(σ2,r · (ρ2,r · a

J
2,r))

Doncsor(s1) ∧ sor(s2) = sor(id(p)) ∈ P J(]1 Al_ ]1 ]1 Ar).
Ainsi dig1

A est bien un morphisme affine de]1 A vers]1 ]1 A.
Il faut montrer que sif est un morphisme affine deA vers B alors dig1

A # ]1 ]1 f =
]1 f comX dig1

A (i.e. le diagramme suivant commute).

]1 A
dig1

A

]1 f

]1 ]1 A

]1 ]1 f

]1 B
dig1

B

]1 ]1 B

.

On montre en fait que

dig1
A # ]1 ]1 f = {sor]1 A(s) | s ∈ ]1 ]1 f eto2(s� ]1 ]1 A) ∈ St(A)}, (5.19)

]1 f # dig1
B ⊆ {sor]1 A(s) | s ∈ ]1 ]1 f eto2(s� ]1 ]1 A) ∈ St(A)} et (5.20)

]1 f # dig1
B ⊇ {sor]1 A(s) | s ∈ ]1 ]1 f eto2(s� ]1 ]1 A) ∈ St(A)}. (5.21)

L’égalité (5.19) se montre facilement. En effet, l’équation (5.18) implique que

dig1
A = sor]1 Al

({s ∈ I]1 ]1 A | (s� ]1 ]1 Ar) ∈ St(Ar)}) (5.22)

Ainsi, avec notre convention sur les indicesl et r,

dig1
A # ]1 ]1 f = sor]1 Al

({s ∈ I]1 ]1 A | (s� ]1 ]1 Ar) ∈ St(Ar)}) # ]1 ]1 f

= sor]1 Al
(I]1 ]1 A # {s ∈ ]1 ]1 f | o2(s� ]1 ]1 A) ∈ St(A)})

= sor]1 A({s ∈ ]1 ]1 f | o2(s� ]1 ]1 A) ∈ St(A)})

d’où l’égalité (5.19).
On montre l’inclusion (5.20). Soits ∈ ]1 f et s′ ∈ dig1

B tels ques� ]1 B = s′� ]1 B. Soit
t ∈ S]1 ]1 B tel queo2(t) ∈ St(A) et sor]1 Bl

(id(t)) = s′. Alors il existe un multi-ensemble fini
[t1, . . . , tn] d’éléments de]1 B et, pour chaquei ∈ {1, . . . , n}, il existe un multi-ensemble fini
µ′

i d’éléments deSB tels que

∀i ∈ {1, . . . , n}, ti ∈
⊙

plg(µ′
i),

t ∈
⊙

[plg(t1), . . . , plg(tn)] ⊆
⊙

plg([
⊙

plg(µ′
1), . . . ,

⊙

plg(µ′
n)]),

sor(t) ∈
⊙

[
⊙

plg(µ′
1), . . . ,

⊙

plg(µ′
n)] =

⊙ ∑

i∈{1,...,n}

plg(µ′
i).
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Et, il existe un multi-ensemble finiµ ∈ Mfin(f) tel ques ∈
⊙

B plgA,B(µ). On poseµ′ =
∑n

i=1 µ′
i. On a

s� ]1 B = sor(t) ∈
⊙

plg(µ�B) ∩
⊙

plg(µ′)

donc, d’après le lemme 5.2,µ′ = µ�B. Par le lemme 5.6, pour chaque élémentm de µ�B,
il existe un unique élémentp de µ tel quep�B = m. Donc, pour chaquei ∈ {1, . . . , n},
il existe un unique multi-ensembleµi d’éléments deµ tel queµi�B = µ′

i et
∑n

i=1 µi = µ.
D’après le lemme 5.9, pour chaquei ∈ {1, . . . , n}, il existe un (unique)si ∈

⊙

B plgA,B(µi)
tel quesi� ]1 B = ti et cesi s’obtient en remplaçant dansti chaque facteur(q)(q · bJ) par
l’unique mot(q) . . . (q · bJ) facteur d’au moins l’un des élément deplgA,B(µi). À nouveau par
le lemme 5.9 le multi-ensemble[s1, . . . , sn] et le mott déterminent un unique éléments′′ de
⊙

]1 B plg]1 A,]1 B([s1, . . . , sn]) tel ques′′� ]1 ]1 B = t. Le mots′′ est un élément de]1 ]1 f et
o2(s′′�(]1 ]1 A)) = ∪1≤i≤no(si) = o(s) est une stratégie deA. Le motsor]1 A(s′′) est donc un
élément de{sor]1 A(s) | s ∈ ]1 ]1 f eto2(s� ]1 ]1 A) ∈ St(A)}.

On conclut cette partie de la preuve en montrant quesor]1 A(s′′) = Js # s′K]1 B.
D’après le lemme 5.9, le mots′′ s’obtient en remplaçant chaque facteur(σ · (q))(σ · (q)(qbJ))

det par l’unique mot(σ · (q)) ·ρ · (σ · (q)(q · bJ)) facteur d’au moins l’un desplg]1 A,]1 B(ti) (où
ρ ∈ P (A)∗∗). Mais si(σ · (q)) ·ρ · (σ · (q)(q · bJ)) est facteur deplg(ti) alors(q) · sor(ρ) · (q · bJ)
est facteur deti et ainsi(q) · sor(ρ) · (q · bJ) est facteur d’au moins l’un des éléments deplg(µi).
Finalement(q) · sor(ρ) · (q · bJ) est l’unique mot facteur d’au moins l’un des éléments deplg(µ).
En effet, commesupp(µ)�A ∈ St(A), par le lemme 5.6, pour chaque(q · bJ) apparaissant
dans l’un des éléments deplgA,B(µi) pour un certaini ∈ {1, . . . , n}, il existe un unique mot
(q) . . . (q · bJ) facteur d’au moins l’un des éléments deplgA,B(µ).

On en conclut quesor]1 A(s′′) s’obtient en remplaçant chaque facteur(σ · (q))(σ · (q)(q ·bJ))
det par le mot(σ · (q)) · m · (σ · (q)(q · bJ)) où (q) · m · (q · bJ) est l’unique mot facteur d’au
moins l’un des éléments deplgA,B(µ).

Par ailleurs, d’après la remarque 5.23, le mots′ est obtenu en remplaçant danst chaque
facteur(σ · (q))(σ · (q)(q · bJ)) par le facteur

(σ · (q)) · sor((σ · (q))(σ · (q)(q · bJ))) · (σ · (q)(q · bJ)) = (σ · (q))(q)(q · bJ)(σ · (q)(q · bJ)).

D’après le lemme 5.9, le mots s’obtient en remplaçant danssor(t) chaque facteur(q)(q · bJ) par
l’unique mot(q) · m · (q · bJ) facteur d’au moins l’un des éléments deplgA,B(µ).

Le témoinJs # s′K de la composition des et des′ s’obtient en remplaçant danst chaque
facteur(σ · (q))(σ · (q)(q · bJ)) par un mot

(σ · (q))(q) · m · (q · bJ)(σ · (q)(q · bJ))

où (q) · m · (q · bJ) est l’unique mot(q) . . . (q · bJ) facteur d’au moins l’un des éléments de
plgA,B(µ).

Donc, finalement,Js # s′K]1 B s’obtient en remplaçant chaque facteur(σ · (q))(σ · (q)(q · bJ))
det par le mot(σ · (q)) ·m · (σ · (q)(q ·bJ)) où(q) ·m · (q ·bJ) est l’unique mot facteur d’au moins
l’un des éléments deplgA,B(µ). Et, par déterminisme de cette opération de remplacement, ceci
conclut à l’égalité deJs # s′K = s′′.

On montre l’inclusion (5.21). Soits′′ un élément de]1 ]1 f tel queo2(s′′) ∈ St(A). Alors il
existe un multi-ensemble[s1, . . . , sn] et pour chaquei ∈ {1, . . . , n}, il existe un multi-ensemble
µi tels que

∀i ∈ {1, . . . , n}, si ∈
⊙

]1 B

plgA,B(µi),

s′′ ∈
⊙

]1 ]1 B

[plg]1 A,]1 B(s1), . . . ,]1 A,]1 B (sn)],

o2(s′′� ]1 ]1 A) = ∪1≤i≤no(si) ⊇ supp(

n∑

i=1

(µi�A))
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Soitµ =
∑n

i=1 µi et t = s′′� ]1 ]1 B.
Commeo2(s′′� ]1 ]1 A) est une stratégie,supp(µ�A) est aussi une stratégie et, par la pro-

position 4.29,supp(µ�B) est une stratégie eto2(t) = SB ∩ O supp(µ�B) aussi. Ainsi on peut
considérer l’éléments′ = sor]1 Bl

(id(t)) de dig1
B. La projection de cet élément sur]1 B est

sor(t) et c’est un élément de
⊙

plg(µ�A).
D’après le lemme 5.9, il existe un unique éléments de]1 f tel ques ∈

⊙

]1 B plgA,B(µ) et
s� ]1 B = t.

Il ne reste plus qu’à montrer queJs # s′K]1 B = s′′. On obtient comme précédemment que :
le motJs # s′K]1 B est obtenu en remplaçant danst chaque facteur(σ · (q))(σ · (q)(q · bJ)) par le
mot (σ · (q)) · m · (σ · (q)(q · bJ)) où (q) · m · (q · bJ) est l’unique mot facteur d’au moins l’un
des éléments deplgA,B(µ) ; et quesor]1 A(s′′) est obtenu en remplaçant danst chaque facteur
(σ · (q))(σ · (q)(q · bJ)) par le mot(σ · (q)) ·m · (σ · (q)(q · bJ)) où (q) ·m · (q · bJ) est l’unique
mot facteur d’au moins l’un des éléments deplgA,B(µ). Ce qui conclut.

Proposition 5.24. Le triplet (]1, der, dig1) forme une comonade sur la catégorie des jeux né-
gatifs affinesJNA.

Démonstration.Il faut montrer que les trois diagrammes suivants commutentpour tout jeu né-
gatif affineA :

]1 A

]1 IA

dig1
A

]1 ]1 A

]1 derA

]1 A

]1 A

I]1 A

dig1
A

]1 ]1 A

der]1 A

]1 A

]1 A

dig1
A

dig1
A

]1 ]1 A

]1 dig1
A

]1 ]1 A
dig1

]1 A

]1 ]1 ]1 A

D’après (5.22),

dig1
A # ]1 derA = sor]1 Al

({s ∈ ]1 ]1 IA | o2(s� ]1 ]1 Ar) ∈ St(A)}) # ]1 derA

= sor]1 Al
(]1 ]1 IA # {s ∈ ]1 derA | o2(s� ]1 ]1 Al) ∈ St(A)}).

D’après (5.11),derA = plgAl
(IA). Donc siµ ∈ Mfin(derA) alorssupp(µ� ]1 A) ∈ St(A) ssi

supp(µ�A) ∈ St(A),

]1 derA =
⋃

µ∈Mfin(IA)
µ�Ar∈St(A)

⊙

]1 A

plg]1 Al,A
(plgAl

(µ))

et sis ∈ ]1 derA alorso2(s� ]1 ]1 Al) = o(s� ]1 Ar) ∈ St(A). Donc

dig1
A # ]1 derA = sor]1 Al

(]1 ]1 IA # ]1 derA)

= sor]1 Al
(]1 derA)

=
⋃

µ∈Mfin(IA)
µ�Al∈St(A)

sor]1 Al




⊙

]1 A

plg]1 Al,A
(plgAl

(µ))





=
⋃

µ∈Mfin(IA)
µ�Al∈St(A)

⊙

]1 A

plgA(plgAl
(µ))

=
⋃

µ∈Mfin(IA)
µ�Al∈St(A)

⊙

]1 A

plgAl,A
(µ)

= ]1 IA

Ceci conclut pour le premier diagramme.
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À nouveau d’après (5.22) et (5.11),

dig1
A # der]1 A = sor]1 Al

(]1 ]1 IA # {plgAl
(s) ∈ I]1 A | o2(plg(s� ]1 ]1 Al) ∈ St(A)})

= {s ∈ I]1 A | o(s� ]1 Al) ∈ St(A)}

= I]1 A

ce qui conclut pour le deuxième diagramme.

Si m est un élément deS]1 ]1 ]1 A on pose

o3(m) = ∪m′∈o(m)o
2(m′) = ∪m′′∈o2(m)o(m

′′).

Si t est un témoin de la composition dedig1
A avec]1 dig1

A alorso(t� ]1 A) = o2(t� ]1 ]1 A) =
o3(t� ]1 ]1 ]1 A) ∈ St(A). Et si t est un témoin de la composition dedig1

A avecdig1
]1 A alors

o(t� ]1 A) = o2(t� ]1 ]1 A) = o3(t� ]1 ]1 ]1 A) ∈ St(A).

Donc

dig1
A # ]1 dig1

A = dig1
A # {s ∈ ]1 dig1

A | o3(s� ]1 ]1 ]1 Ar) ∈ St(A)} et

dig1
A # dig1

]1 A = dig1
A # {s ∈ dig1

]1 A | o3(s� ]1 ]1 ]1 Ar) ∈ St(A)}.

D’où, par (5.22),

dig1
A # ]1 dig1

A = sor]1 Al
({s ∈ ]1 sor]1 Al

(I]1 ]1 A) | o3(s� ]1 ]1 ]1 Ar) ∈ St(A)}) et

dig1
A # dig1

]1 A = sor]1 Al
({sor]1 ]1 Al

(s′) | s′ ∈ ]1 I]1 ]1 A eto3(s� ]1 ]1 ]1 Ar) ∈ St(A)}).

Il suffit donc de montrer l’égalité entre les deux ensembles

E1 = sor]1 Al
({s ∈ ]1 sor]1 Al

(I]1 ]1 A) | o3(s� ]1 ]1 ]1 Ar) ∈ St(A)}) et

E2 = sor]1 Al
({sor]1 ]1 Al

(s′) | s′ ∈ ]1 I]1 ]1 A eto3(s′� ]1 ]1 ]1 Ar) ∈ St(A)})

pour conclure à la commutation du troisième diagramme.

Or, on a les égalités suivantes

E1 = sor]1 Al











⋃

µ∈Mfin(I]1 ]1 A)

sor(supp(µ)� ]1 ]1 Al)∈St(]1 Al)

∪t∈µo2(t� ]1 ]1 Ar)∈St(Ar)

⊙

]1 ]1 ]1 Ar

plg]1 Al,]1 ]1 Ar
(sor]1 Al

(µ))











=
⋃

µ∈Mfin(I]1 ]1 A)

sor(supp(µ)� ]1 ]1 Al)∈St(]1 Al)

∪t∈µo2(t� ]1 ]1 Ar)∈St(Ar)

⊙

]1 ]1 ]1 Ar

plg]1 ]1 Ar
(sor]1 Al

(µ))

=
⋃

µ∈Mfin(I]1 ]1 A)

sor(supp(µ)� ]1 ]1 Al)∈St(]1 Al)

∪t∈µo2(t� ]1 ]1 Ar)∈St(Ar)

⊙

]1 ]1 ]1 Ar

sor]1 Al
(plg]1 ]1 Ar

(µ))
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et

E2 = sor]1 Al











sor]1 ]1 Al











⋃

µ∈Mfin(I]1 ]1 A)

supp(µ)� ]1 ]1 Al∈St(]1 ]1 Al)

∪t∈µo2(t� ]1 ]1 Ar)∈St(Ar)

⊙

]1 ]1 ]1 Ar

plg]1 Al ]1 Al,]1 ]1 Ar
(µ)





















= sor]1 Al











⋃

µ∈Mfin(I]1 ]1 A)

supp(µ)� ]1 ]1 Al∈St(]1 ]1 Al)

∪t∈µo2(t� ]1 ]1 Ar)∈St(Ar)

⊙

]1 ]1 ]1 Ar

plg]1 ]1 Ar
(µ)











=
⋃

µ∈Mfin(I]1 ]1 A)

supp(µ)� ]1 ]1 Al∈St(]1 ]1 Al)

∪t∈µo2(t� ]1 ]1 Ar)∈St(Ar)

⊙

]1 ]1 ]1 Ar

sor]1 Al
(plg]1 ]1 Ar

(µ))

Mais, si∪t∈µo2(t� ]1 ]1 Ar) est une stratégie deAr alorssor(supp(µ)� ]1 ]1 Al) est une straté-
gie de]1 Al et supp(µ)� ]1 ]1 Al est une stratégie de]1 ]1 Al. DoncE1 = E2 et ceci conclut la
preuve.

La comonade(]1, der, dig) définit une catégorie de co-Kleisli, notéeK, et une adjonction
(†1, U, der, η) entreJNA etK (voir [Lan97]). Les objets deK sont les objets deJNA, les élé-
ments deK(A, B) sont les éléments deJNA(]1 A, B), pour tout objetA, le morphisme identité
surA estderA et la composition dansK, notée#K , est définie comme suit. Sif est un élément de
K(A, B) = JNA(]1 A, B) et sig est un élément deK(B, C) = JNA(]1 B, C) alorsf #K g
est l’élément deK(A, C) = JNA(]1 A, C) égal à(digA # ]1 f) # g. La construction†1 est un
foncteur deK dansJNA qui à chaque objetA associe l’objet]1 A et à chaque élémentf de
K(A, B) = JNA(]1 A, B) associe l’élémentdigA # ]1 f , notéf †1 , deJNA(]1 A, ]1 B). La
constructionU est un foncteur d’oubli deJNA dansK qui laisse les objets invariants et qui as-
socie à chaque élément deJNA(A, B) l’élémentderA # f deK(A, B) = JNA(]1 A, B). On
a†1U = ]1 et ainsider est une transformation naturelle de†1U versI. La familleη = (ηA)a∈K

est une transformation naturelle triviale du foncteur identité de K vers le foncteurU†1 (et
ηA = I]1 A est un élément deK(A, ]1 A)).

Du fait de la présence des isomorphismes naturels de la proposition 5.17,K est cartésienne
fermée. Sa structure cartésienne est adaptée directement de celle deJNA comme suit. L’objet
terminal estI (l’objet terminal deJNA) et l’unique morphisme deK(A, I) est bien entendu
l’unique morphisme deJNA(]1 A, I). Le produit CartésienA &K B de deux objetsA etB est
simplement le produit CartésienA & B dansJNA. SiA etB sont disjoints, sif est un élément
de K(C, A) = JNA(]1 C, A) et si g est un élément deK(C, B) = JNA(]1 C, B) alors le
couplage def etg est l’élémentf ∪g deK(C, A & B) = JNA(]1 C, A & B). Les projections
sont les identités surA et surB prises respectivement deA & B dansA et deA & B dansB.
Finalement, sif ∈ K(A, B) = JNA(]1 A, B) et g ∈ K(A′, B′) = JNA(]1 A′, B′) alors le
produitf &K g def etg dansK est égal àAvTnA,A′ # f †�g† # TnAvB,B′ # derB&B = f∪g.

Proposition 5.25. Sif ∈ K(A, B) = JNA(]1 A, B) alors

f †1 =
⋃

µ∈Mfin(f)
∪s∈µo(s� ]a A)∈St(A)

⊙

]1 B

plgB(µ). (5.23)
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Démonstration.Par définitionf †1 = dig1
A # ]1 f . En utilisant l’égalité (5.22), on obtient

f †1 = sor]1 A










⋃

µ∈Mfin(f)
supp(µ� ]1 A)∈St(]1 A)
∪s∈µo(s� ]1 A)∈St(A)

⊙

]1 B

plg]1 ]1 Al,]1 B(µ)










.

Mais, si∪t∈µ� ]1 Al
o(t) ∈ St(A) alorssupp(µ� ]1 A) ∈ St(]1 A) ∈ St(A), donc

f †1 =
⋃

µ∈Mfin(f)
∪s∈µo(s� ]1 A)∈St(A)

⊙

]1 B

plg]1 B(µ).

Proposition 5.26. L’adjonction(†1, U, der, η) est monoïdale.

Démonstration.On équipe le foncteur†1 des deux transformations naturellesp = TnAv etu =
UnnTop et on équipe le foncteurU des deux transformations naturellesp′ = AvTn # der � der
etu = TopUnn. On vérifie facilement qu’on obtient ainsi deux foncteurs monoïdaux.

Pour vérifier la monoïdalitéη il faut essentiellement vérifier la commutation dansK des
diagrammes suivants.

U†1A & U†1B

p′
†1A,†1B

A & B

ηA&ηB

ηA&B

U(†1A � †1B)

UpA,B

U†1(A & B)

I

u′

I

idI

ηI

UI

Uu

U†1I.

Ces diagrammes se ramènent à des diagrammes dansJNA qui sont trivialement commutatifs.
Pour vérifier la monoïdalité deη il faut essentiellement vérifier la commutations des dia-

grammes suivants :

†1UA � †1UB

derA � derB
pUA,UB

†1(UA & UB)

p′
A,B

†1

A � B

†1U(A � B)

derA�B

I
II

UnnTop

†1(I).

u′†1

I

†1UI

derI

Ces diagrammes sont équivalents aux diagrammes suivants :

]1 A � ]1 B

derA � derB
TnAvA,B

]1(A & B)

(AvTnA,B#derA � derB)†1

A � B

]1(A � B)

derA�B

I
II

UnnTop

]1I.

(TopUnn)†1

I

]1I

derI
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La commutation du premier diagramme est triviale car

(AvTnA,B # derA � derA)†1 # derA�B = AvTnA,B # derA � derB

Et la commutation du second diagramme est elle aussi triviale.

Remarque5.27. L’exponentielle]1 ne permet pas d’étendre àLLpol les résultats de réversibilité
de la section 4.2.2.
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Les sémantiques cohérentes et hypercohérentes de la logique linéaire donnent une interpréta-
tion diteuniformedes exponentielles. Nous revenons plus loin sur le sens de cette terminologie.
Cette uniformité se traduit concrétement par le fait que la sémantique d’une formule!X est
construite en utilisant fortement la sémantique des preuves deX . Plus précisément, la trame de
l’espace!X pour la sémantique cohérente comme pour la sémantique hypercohérente est l’en-
semble des cliques finies deX , c’est à dire du point de vue sémantique, l’ensemble despreuves
finiesdeX .

L’interprétation des exponentielles dans la sémantique dejeux construite au chapitre précé-
dent est, elle aussi, uniforme : les parties dans↓ ]1 A sont des entrelacements de parties appar-
tenant à une même stratégie deA. La encore, du point de vue sémantique, la formule↓ ]1 A est
formées depreuves finiesdeA.

Cette uniformité complique la comparaison entre la sémantique hypercohérente et la sé-
mantique des jeux. En effet, du fait de l’uniformité, pour établir une relation entre ces deux
sémantiques au niveau des formules, il faudrait établir unerelation pour les notions d’agents
finis entre ces deux sémantiques. Ceci suppose de traiter dans un même mouvement les preuves
et les formules.

En sortant du cadre imbriqué de l’uniformité, la comparaison pourra être faite en deux
étapes. Dans une première étape en travaillant au niveau desformules sans se soucier de com-
parer cliques et stratégies et dans un seconde étape en passant à l’interprétation des preuves.

La sémantique des jeux ne manque pas de travaux mettant en œuvre des exponentielles non-
uniformes, essentiellement l’exponentielle à laAJM et l’exponentielleHO. Cela dit l’exponen-
tielle présentée au chapitre 5 est uniforme. Aussi, nous discutons au chapitre 7, les possibilités
d’adaptation d’une exponentielle non-uniforme à notre cadre de jeux à bords.

Par contre il y avait peu ou pas de travaux concernant des sémantiques statiques utilisant des
exponentielles non-uniformes. À deux exceptions près. D’une part, la sémantique relationnelle
peut être considéré comme donnant une interprétation non-uniforme aux exponentielles. D’autre
part, dans [BE01], A. Bucciarelli et T. Ehrhard donnent un procédé traduisant des modèles de
la prouvabilité d’une logique linéaire indexée en des modèles dénotationnels non-uniforme de
la logique linéaire. Plus précisément tout modèle de phase de cette logique linéaire indexée
satisfaisant certaines conditions définit une sémantique dénotationnelle de la logique linéaire
qui est la sémantique relationnelle enrichie par des relations de cohérences à valeurs dans les
faits du modèle de phases. Dans sa thèse, A. Bruasse-Bac a étendu ce procédé au second ordre
et, en utilisant le procédé de Bucciarelli-Ehrhard, elle a par ailleurs développé un modèle non-
uniforme, à quatre valeurs de cohérence, permettant de rejeter la règleMix.

117
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Dans la suite, les sémantiques statiques non-uniformes quenous considérerons seront toutes
construites par enrichissement de la sémantique relationnelle par des valeurs de cohérence et,
plus précisément, il y aura un foncteur d’oubli de la catégorie du modèle dans la catégorie des
relations qui laissera l’interprétation des preuves à l’identique. Ceci fournit une certaine modula-
rité puisque de cette manière les différentes sémantique non-uniformes peuvent être combinées.
En effet, pour chaque sémantique non-uniforme, l’interprétration des preuves coincidera avec
celle du modèle relationnel, mais une telle sémantique discriminera mieux les relations ne ve-
nant pas d’une preuve en introduisant des critères de validatition plus fins (typiquement le fait
d’être une clique dans une sémantique non-uniforme à la espaces de cohérence). La conjonction
de ces critères pour différentes sémantiques non-uniformeraffinera ainsi le modèle relationnel.

En général, il n’y a pas de définition officielle pour la terminologie uniforme/non-uniforme,
seulement des intuitions. Dans l’introduction de cette thèse nous avons succinctement présenté
l’uniformité comme un cadre dans lequel « les agents n’anticipent leurs arguments que comme
produit par d’autres agents ». Considérons un programmeP utilisant un argumentb. Dans notre
approche du Calcul, la valeur de l’argumentb sera fournie par un autre programmeP ′. Intuitive-
ment, dans un cadre uniforme, l’interprétation deP en tiendra compte, par exemple en prenant
acte du fait queb est produit de manière déterministe : dans un même contexte d’exécution,
l’argumentb prendra toujours la même valeur. Ainsi, si le programmeP appelle plusieurs fois
l’argumentb, la sémantique deP peut anticiper sur le fait queb prendra la même valeur à chacun
de ces appels.

Par exemple, dans une sémantique uniforme, l’interprétation du terme

P = λb. ÍÅ b ÎÏÐÑ (ÍÅ b ÎÏÐÑ t1 ÐÒÓÐ t2) ÐÒÓÐ (ÍÅ b ÎÏÐÑ t3 ÐÒÓÐ t4)

ne contient aucune information surt2 et t3, tandis que dans une sémantique non-uniforme ces
deux sous-termes sont représentés dans l’interprétation du terme. Supposons, par exemple, que
t1, t2, t3 ett4 sont du type des booléens. Pouri = 1, 2, 3, 4, on notet•i l’interprétation deti dans
la sémantique statique considérée (ainsi dans ce qui suitt•i ∈ {Ä, Å}). La sémantique cohérente
ou hypercohérente du termeP est :

P • = {({Ä}, t•1), ({Å}, t•4)}
pour la version ensembliste et

P • = {([Ä, Ä], t•1), ([Å, Å], t•4)}
pour la version multi-ensembliste. La sémantique relationnelle du termeP est

P • = {([Ä, Ä], t1•), ([Ä, Å], t2•), ([Ä, Å], t3•), ([Å, Å], t4•)}.
Le fait quet2 et t3 ne sont pas représentés dans les sémantiques cohérentes et hypercohérentes
n’a pas d’incidence sur la correction de ces modèles puisquele résultat de l’évaluation deP
sur un argument booléen ne sera jamaist2 ou t3. En fait le termeP a beau être syntaxiquement
correct, il n’en contient pas moins un portion de code totalement inutile,à moinsque l’environ-
nement ne se comporte de manière non-déterministe en changeant la valeur de l’argument en
cours d’évaluation (on pourra par exemple penser à du parallèlisme dans un cadre de mémoire
partagé ou aux instructions d’affectation d’un langage de programmation impératifs). Dans ce
cas l’exécution déclencherait effectivement la continuation t2 ou la continuationt3. Un tel en-
vironnement serait alorsnon-uniformedans sa manière de fournir la valeur deb et par analogie,
T. Ehrhard a introduit cette terminologie pour une sémantique prévoyant qu’un argument boo-
léen puisse changer de valeur, comme, ici, la sémantique relationnelle.

Il en va de même pour les preuves : dans une interprétation uniforme, certaines sous-preuves
sontoubliées. Ainsi dans l’exemple de la figure 6.1, la sémantique cohérente multi-ensembliste
oublieles deux branches intérieures de la preuve. Dans cet exemplel’interprétation des preuves
est construite par décoration des séquents,(1, ∗) est notéÄ, (2, ∗) est notéÅ et les points
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`⊥, 1 : {(∗, ∗)} `⊥, 1 : {(∗, ∗)}

`⊥ & ⊥, 1 : {(Ô, ∗), (Õ, ∗)}
`⊥ & ⊥, 1,⊥ : {(Ô, ∗, ∗), (Õ, ∗, ∗)}

`⊥, 1 : {(∗, ∗)} `⊥, 1 : {(∗, ∗)}

`⊥ & ⊥, 1 : {(Ô, ∗), (Õ, ∗)}
`⊥ & ⊥, 1,⊥ : {(Ô, ∗, ∗), (Õ, ∗, ∗)}

(avec)
`⊥ & ⊥, 1,⊥ & ⊥ : {(Ô, ∗, Ô), (Õ, ∗, Ô), (Ô, ∗, Õ), (Õ, ∗, Õ)}

(der.)
`?(⊥ & ⊥), 1,⊥ & ⊥ : {([Ô], ∗, Ô), ([Õ], ∗, Ô), ([Ô], ∗, Õ), ([Õ], ∗, Õ)}

(der.)
`?(⊥ & ⊥), 1, ?(⊥ & ⊥) : {([Ô], ∗, [Ô]), ([Õ], ∗, [Ô]), ([Ô], ∗, [Õ]), ([Õ], ∗, [Õ])}

(cont.)
`?(⊥ & ⊥), 1 : {([Ô, Ô], ∗), ([Õ, Ô], ∗), ([Õ, Õ], ∗)}

FIG. 6.1 – Exemple d’interprétation uniforme d’une preuve

présents dans l’interprétation relationnelle mais oubliés dans l’interprétation cohérente (multi-
ensembliste) ont été barrés.

À nouveau, quel que soit la preuve contre laquelle celle-ci sera coupée, ces deux branches
ne seront pas visitées par la procédure d’élimination des coupures.

Ainsi l’uniformité est aussi une restriction de l’interprétation aux seulesinteractions internes
possibles. Nous développerons ce point de vue dans ce chapitre.

Nous nous intéresserons tout particulièrement à trois manières de parler de la modélisation
des interactions internes du Calcul.

La première, est de construire un modèle dénotationnel danslequel on puisse détailler la
coupure comme une somme d’interactions atomiques. Cette idée est au centre du programme de
la géométrie de l’interaction, où l’élimination des coupures est représentée par des chemins. On
la retrouve aussi dans la sémantique des jeux, par exemple avec la notion de coupure atomique
(définition 4.17).

La deuxième est de considérer la relation d’équivalence partielle d’extensionnalité dans une
sémantique duλ-calcul simplement typé (ou dePCF). Rappelons que, pour cette relation, deux
agents fonctionnels sont équivalents s’ils fournissent des résultats équivalents sur des données
équivalentes. Autrement dit deux agents fonctionnels sontéquivalents si les résultats de leurs in-
teractions avec des données équivalentes sont équivalents. Le collapse extensionnel (le quotient
du modèle par cette relation) peut ainsi être considéré comme la trace d’un certain contenu inter-
actif du modèle. Ainsi deux modèles peuvent être considéréscomme interactivement équivalents
lorsqu’ils définissent le même collapse extensionnel.

La troisième est une version de la première dans le cas clos. Elle entre dans le cadre de ce
que J.-Y. Girard appelle ladualité moniste. Essentiellement, il s’agit de considérer la coupure
entre un agentπ de typeA et un agent de typeA⊥. La tracede l’élimination de cette coupure
est ce qu’on appelle une rencontre. En prenant tous les agents de typeA⊥, on obtient alors une
représentation de l’agentπ comme l’ensemble des rencontres obtenues.

Du point de vue de la consistance, il est naturellement impossible d’avoir à la fois une preuve
deA et une preuve deA⊥. L’idée essentielle introduite par J.-Y. Girard est alors d’enrichir la
syntaxe avec des nouvelles règles, appeléespara-règles, qui rendent le système inconsistant et
fournissent ainsi à la fois des preuves deA et deA⊥. Il faut bien entendu être capable d’étendre
l’élimination des coupures à ce nouveau système de manière àavoir encore la normalisation
forte. La rencontre entre une preuve deA et une preuve deA⊥ est alors définie comme l’en-
semble des étapes de l’élimination des coupures entre ces deux preuves. Ce point de vue a été
poussé très loin par J.-Y. Girard avec l’introduction de la Ludique [Gir01].

Nous adoptons ici l’idée de l’introduction des para-règles, au niveau de la logique linéaire. Et
nous considérons la notion de rencontre d’un point de vue sémantique. Nous demanderons donc
en plus que la sémantique de la logique linéaire considérée s’étende en un modèle dénotationnel
du système avec para-règles.

Les para-règles par excellence sontle démon(ouabandon) et la divergence.

(démon)
`

(abandon)
`Γ.
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la règledivergencecoïncide clairement avec la règle de même nom dans la Ludique. Au prime
abord, il n’en va pas tout à fait de même de la règledémon. En fait la Ludique donne une
présentation affine du calcul, ce qui correspondrait, dans la logique linéaire, à généraliser la
règle d’affaiblissement à toutes les formules. À cetteaffinicitéprès, la règledémonprésentée ici
correspond bien à celle de la Ludique.

L’introduction de ces para-règles dans la sémantique relationnelle demande une petite adap-
tation. En effet le séquent vide est maintenant prouvable etson unique preuve sans coupure
est

R
`

où la règleR est soit une instance de la règledivergencesoit une instance de la règledémon.
Mais la seule façon de parler d’un séquent dans le modèle relationnel est de considérer lepar
généralisé de toutes les occurrences de formules qui apparaissent dans ce séquent et ainsi le
séquent vide est considéré par le modèle comme contenant l’unité⊥ dupar. L’interprétation de
la règledémondans le modèle relationnel est alors le singleton contenantl’unique point de⊥.
Ce singleton est l’élément neutre du produit Cartésien des ensembles.

L’interprétation de la règledivergenceest l’ensemble vide, ce qui donne en particulier que
l’interprétation de la preuve du séquent vide par une règledivergenceest vide.

Finalement, du point de vue du modèle catégorique, les deux preuves du séquent vide sont
soit le morphisme à un point de1 dans⊥ soit le morphisme vide de1 dans⊥.

L’extension de la preuve de correction du modèle relationnel de la logique linéaire au modèle
relationnel deLL +démon+divergenceest immédiate.

Il y a d’autres para-règles qui sont en fait parfois considérées comme des règles à part entière
car elles ne suffisent pas à rendre le système inconsistant. Il s’agit par exemple de de la règle
Mix, que nous donnons ici annotée par son interprétation relationnelle :

` Γ : f ` ∆ : g
(mix)

`Γ, ∆ : f × g.

Dans la Ludique, la rencontre munit les agents (lesdesseins) d’une notion d’orthogonalité.
Une preuve dè A et une preuve dè A⊥ sont dites orthogonales si leur coupure se normalise
en une règledémon. On dit alors que la rencontre converge. L’autre possibilité est que la coupure
se normalise en une instance de la règledivergenceet on dit alors que la rencontre diverge.

Dans le cadre de la logique linéaire étendue par les para-règles considérés dans ce chapitre,
on peut faire la remarque suivante.

Remarque6.1. Pour toute formuleA, pour toute preuveπ de` A et pour toute preuveπ′ de
` A⊥, la preuve du séquent vide obtenue par coupure deπ et deπ′ se normalise en une instance
de la règledémon(resp. en une instance de la règledivergence) ssi [π]R ∩ [π′]R 6= ∅ (resp.
[π]R ∩ [π′]R = ∅).

Démonstration.Soitπ′′ la preuve du séquent vide obtenue par coupure deπ et deπ′. Comme

[π′′]R = [π′]R # [π]R = {∗⊥ | a ∈ [π]R et (∗⊥, a) ∈ [π′]R},

l’ensemble[π′′]R contient un point ssi[π]R ∩ [π′]R 6= ∅. Or, par correction,π′′ se normalise en
une instance de la règledémonssi [π′′]R = {∗⊥} etπ′′ se normalise en une instance de la règle
divergencessi [π′′]R = ∅.

Nous utiliserons ici les para-règles uniquement dans le butde développer le point de vue que
l’uniformité sémantique des exponentielles correspond précisément à une restriction du modèle
aux seules interactions possibles. Ce point de vue est motivé par la découverte d’un certain
nombre de sémantiques statiques admettant chacune une version uniforme et une version non-
uniforme, que nous présentons. Pour chacune de ces sémantiques nous montrons que la version
uniforme et la version non-uniforme définissent le même collapse extensionnel, ce qui nous
permet d’affirmer que ces deux versions sontinteractivement équivalentes.
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La version non-uniforme de l’une de ces sémantiques fournitun résultat (le corollaire 6.24)
précisant la remarque 6.1 : les interprétations relationnelles d’une preuve dè A et d’une preuve
de` A⊥ s’intersectent en au plus un point. Nous ne connaissons pas de preuve directe de ce
résultat. Nous l’interprétons comme une contrepartie sémantique du déterminisme de l’élimina-
tion des coupures.
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Nous introduisons la notion d’espace deP -cohérence qui fournit un cadre général pour les
différentes notions d’espace que nous considérerons.

Unepuissanceest simplement un endofoncteur de la catégorieEns, des ensembles et des
inclusions. Les puissances que nous considérerons sont :

– la puissance videP , définie parP (E) = ∅. Cette puissance sera simplement notée∅ ;
– la puissance identitéidEns pour laquelleidEns(E) = E (nous utiliserons cette puissance

pour le modèle relationnel bipartite) ;
– la puissanceP∗

fin qui associe à un ensemble l’ensemble de ses sous-ensembles finis non
vides. Cette puissance sera utilisée pour les hypercohérences;

– lorsqueK est un sous-ensemble deN\{0, 1}, la puissanceMK associe à chaque en-
sembleE l’ensemble des multi-ensembles finis d’éléments deE dont la cardinalité est
un élément deK (la puissanceM{2} sera utilisée pour les espaces de cohérence). Cette
puissance sera utilisée pour construire des espaces de cohérence non-uniformes comme
suggéré à la fin de [BE01].

Définition 6.2. Soit P une puissance. Unespace deP -cohérenceX est la donnée d’un triplet
(|X |, _̂X , _̂X) où |X | est un ensemble au plus dénombrable (latramedeX), et où_̂

X , _̂X

est un recouvrement deP (|X |), c’est à dire, où̂_X , _̂X ⊆ P (|X |) aveĉ_X∪_̂X = P (|X |).
L’ensemble_̂X est appelécohérencede l’espace et l’ensemble_̂X est appeléincohérence.
L’intersection dê_X et_̂X est appeléeneutralité(notation :NX ).

La cohérence stricte_X de X est le complémentaire de l’incohérence_̂X de X dans
l’ensembleP (|X |) et l’incohérence strictê X est le complémentaire de la cohérence_̂

X .

Définition 6.3 (espace réflexif).Un espace deP -cohérenceX est réflexif si la neutralité cor-
respond à l’égalité au sens suivant : pour toutx ⊆ |X |, on aP (x) ⊆ NX ssix est un singleton.
Cette propriété est satisfaite dans les sémantiques cohérentes et hypercohérentes usuelles.

La donnée de deux ensembles parmi_̂
X , _̂X , NX , _X et ^X définit un espace deP -

cohérence, sous certaines contraintes évidentes (par exemple, ces deux ensembles ne doivent pas
être l’un la cohérence et l’autre l’incohérence stricte et on doit avoirNX ⊆ _̂

X , ^X∩_X = ∅,
etc.). La donnée d’un seul ensemble parmi_̂

X , _̂X , _X et ^X définit un espace deP -
cohérence réflexif sous des contraintes évidentes (par exemple∪a∈|X|P ({a}) ⊆ _̂

X ).

Définition 6.4 (orthogonal). Soit X est un espace deP -cohérence. L’orthogonal deX , noté
X⊥ est l’espace deP -cohérenceX⊥ = (|X |, _̂X , _̂X).

Définition 6.5 (clique). Soit X un espace deP -cohérence. Uneclique de X est un sous-
ensemblex de |X | saturé pour la relation de cohérence, c’est-à-dire tel queP (x) ⊆ _̂

X .
On noteCl(X) l’ensemble des cliques deX . On appelleanti-cliquesdeX les cliques deX⊥.

Définition 6.6 (déterminisme). Un espace deP -cohérenceX estdéterministelorsque pour
toutx ⊆ |X |, si P (x) ⊆ NX alorsx est un singleton.

Un espace deP -cohérenceX réflexif est donc déterministe. La terminologie vient du fait
qu’un espace deP -cohérenceX est déterministe ssi toute clique deX intersecte toute anti-
clique deX en au plus un point. Autrement dit, dans un sémantique deP -cohérence déterministe
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(c’est à dire où toutes les formules sont interprétées par des espaces deP -cohérence détermi-
nistes et où les preuves sont interprétées par des cliques) la rencontre d’une preuve deA et d’une
preuve deA⊥ détermine un unique point (lorsqu’elle n’est pas vide). Ainsi ce déterminisme est
celui de l’élimination de coupures (dans le cas clos).
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Dans cette section nous montrons un exemple simple de sémantique admettant une version

uniforme et une version non-uniforme. Le modèle non-uniforme est obtenu par décoration du
modèle relationnel avec des polarités, selon une remarque connue. Nous montrons que ce mo-
dèle admet en fait une variante uniforme de l’interprétation des exponentielles. Lecontenu inter-
actif de cette sémantique est très particulier puisque la rencontre de l’interprétation d’une preuve
de` A et de l’interprétation d’une preuve dèA⊥ est toujours vide. Nous montrons aussi que
le modèle uniforme et le modèle non-uniforme définissent le même collapse extensionnel, au-
trement dit, que ces deux modèles ont le mêmecontenu interactifau sens de l’extensionnalité.
Cette sémantique illustre aussi, et surtout, un cas extrêmed’effacement d’information du à l’uni-
formité, puisque toute preuve dè?A est d’interprétation vide dans le modèle uniforme.

Une remarque intéressante à propos du modèle relationnel dela logique linéaire est qu’il est
possible d’équiper tous les points des ensembles d’une polarité positif/négatifet d’obtenir ainsi
un modèle, que nous appelons modèle relationnel bipartite,qui a la propriété que l’interprétation
de toute preuve ne contient que des points positifs. Cela se fait de la manière suivante. Chaque
objetE du modèle est désormais donnée par une partition de l’ensemble associé àE, noté|E|
et appelé trame deE, en deux ensembles|E|+, la trame positive, et|E|−, la trame négative. Un
objet du modèle relationnel bipartite est donc un espace deidEns-cohérence(|E|, |E|+, |E|−)
où la neutralité est vide. L’interprétation des formules est la suivante. PourE et F des espaces
deidEns-cohérence :

– les constantes additives0 et> sont données par l’unique bipartition de l’ensemble vide,
i.e.0 = > = (∅, ∅, ∅) ;

– la constante multiplicative1 est l’espace singleton de trame négative vide,1 = ({∗}, {∗}, ∅) ;
– la constante multiplicative⊥ est l’espace singleton de trame positive vide,⊥ = ({∗}, ∅, {∗}) ;
– la négation linéaire est, comme dans le cas général des espaces deP -cohérence, l’échange

de la cohérence et de l’incohérence, c’est à dire queE⊥ = (|E|, |E|−, |E|+).
– Le avecdeE et F est l’espaceE & F = (|E| + |F |, |E|+ + |F |+, |E|− + |F |−) et le

plusdeE etF est l’espace(E⊥ & F⊥)⊥ qui est aussi égal àE & F .
– Le tenseur deE etF , E ⊗ F , est l’espace de trame|E| × |F | et de cohérence|E × F |+

égale à|E|+ × |F |+ (son incohérence est alors le complémentaire de sa cohérence dans
|E| × |F |). Le par deE etF est l’espaceE W F = (E⊥ ⊗ F⊥)⊥. La flèche linéaire est
donnée parE ( F = E⊥ W F . On a ainsi|E ( F | = |E| × |F | et (a, b) ∈ |E ( F |+

ssia ∈ |E|+ impliqueb ∈ |F |+.
– Le bien sûrde E, !E est l’espace de trameMfin|E| et dont la cohérence est égale à
Mfin|E|+. Ainsi, un élément de|!E| est incohérent ssi il contient au moins un point
incohérent deE. Le pourquoi pasdeE, ?E est l’espace(!E⊥)⊥. Ainsi un point de|?E|
est cohérent ssi il contient au moins un point cohérent deE.

Remarque6.7. Contrairement à la sémantique relationnelle dont elle est issue, cette sémantique
distingueA etA⊥. En particulier les constantes multiplicatives,1 et⊥, sont distinctes.

On note[A]RB l’espace deidEns-cohérence interprétant une formuleA. On a clairement
| [A]RB | = [A]R. L’interprétation[π]RB d’une preuveπ est définie comme dans le modèle re-
lationnel, autrement dit on a[π]RB = [π]R. Ceci donne bien un modèle de la logique linéaire
(qui peut être considéré comme une simple décoration du modèle relationnel standard). Et,
en raisonnant par cas sur les règles et leurs interprétations, données dans la table 2.0.4, on
vérifie facilement que toute preuve d’un séquent` A1, . . . , An est interprétée par un sous-
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ensemble de| [A1 W . . . W An]RB |
+, c’est à dire par une clique de l’espace deidEns-cohérence

[A1 W . . . W An]RB.
Ce modèle s’étend en un modèle de la logique linéaire auquel on a ajouté les para-règles

divergenceet Mix et pour lequel on a encore la propriété que toute preuve est interprété par un
ensemble de points positifs. L’ajout de la para-règledémonne préserverait pas cette propriété.

Si E et F sont des espaces deidEns-cohérence bipartites, un morphisme deRel(|E|, |F |)
n’est pas forcément une clique de l’espace deidEns-cohérenceE ( F . Mais on peut donner
un cadre catégorique au modèle relationnel bipartite pour lequel les morphismes deE dansF
seront exactement les cliques deE ( F .

Les objets de la catégorie relationnelle bipartite, appelés espaces bipartites, sont les espaces
de idEns-cohérence dont la neutralité est vide. Les morphismes deE dansF sont les cliques
deE ( F , c’est à dire les sous-ensembles de|E ( F |+. La composition est la composition
des relations et l’identité deE dansE est la relation identité sur|E|, c’est à dire l’ensemble
{(a, a) | a ∈ |E|}. On vérifie facilement que ceci est bien une catégorie et que la structure
de modèle deLL de la catégorie des relations s’adapte bien à cette catégorie. En particulier, la
structure de comonade(!, der, dig) dubien sûrest celle du modèle relationnel. On noteBip la
catégorie des espaces bipartites.

Les espaces bipartites sont des espaces deP -cohérence déterministes en un sens dégénéré :
une clique et une anti-clique ne s’intersectent jamais. Ceci coïncide avec la remarque 6.1 dans
le cas où la rencontre entre une preuve et une contre-preuve diverge toujours (i.e.se normalise
toujours en unedivergence).
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Dans ce cadre catégorique, nous pouvons donner une interprétation uniforme aux exponen-

tielles. La structure des exponentielles uniformes est donnée par une comonade(!
u
, deru, digu)

que nous allons décrire. Les autres constructions catégoriques du modèle relationnel bipartite
uniforme sont inchangées.

Le bien sûr, noté !
u
, est défini sur les objets par| !

u
E| = | !

u
E|+ = Mfin|E|+. Il s’agit bien

d’une interprétation uniforme au sens donné au début de ce chapitre puisque la trame de l’espace
bipartite interprétant!A ne contient que des (multi-ensembles à support des) interprétations
finies de preuves deA. Par contre, l’interprétation dans le modèle bipartite uniforme du terme

P = λb. ÍÅ b ÎÏÐÑ (ÍÅ b ÎÏÐÑ t1 ÐÒÓÐ t2) ÐÒÓÐ (ÍÅ b ÎÏÐÑ t3 ÐÒÓÐ t4)

pourt1, t2, t3 et t4 de typebool = 1 ⊕ 1, sera égale à l’interprétation relationnelle de ce terme.
Le bien sûrest défini sur les morphismes en posant

!
u
f = {([ai | i ∈ I], [bi | i ∈ I]) | [(ai, bi) | i ∈ I] ∈ Mfin(f ∩ (|E|+ × |F |+))}

pour toute cliquef de X ( Y . Il est clair que!
u
f est une clique de!

u
E ( !

u
F et que

!
u
idE = id !

u
E . Pour montrer que!

u
est bien un foncteur il reste à montrer que cette construction

!
u

sur les morphismes commute à la composition. Soient deux morphismesf : E → F et

g : F → G deBip. Vérifions que!
u
(f # g) = !

u
f # !

u
g.

On montre que!
u
f # !

u
g ⊆ !

u
(f # g). Supposons que([ai | i ∈ I], [ck | k ∈ K]) ∈ !

u
f # !

u
g.

Alors il existe un multi-ensemble[bj | j ∈ J ] ∈ Mfin(|F |) tel que([ai | i ∈ I], [bj | j ∈ J ])
est un élément de!

u
f et ([bj | j ∈ J ], [ck | k ∈ K]) est un élément de!

u
g. Donc il existe une

bijection deσ : I → J telle que{(ai, bσ(i)) | i ∈ I} est un multi-ensemble d’éléments de
f ∩ (|E|+ × |F |+) et il existe une bijectionτ : J → K telle que[(bσ(i), cτ(σ(i))) | i ∈ I] est un
multi-ensemble d’éléments deg ∩ (|F |+ × |G|+). On a alors que[(ai, cτ(σ(i))) | i ∈ I] est un
multi-ensemble d’éléments def # g qui sont aussi des éléments de|E|+ × |G|+. On en déduit
que([ai | i ∈ I], [cτ(σ(i)) | i ∈ I]) , où [cτ(σ(i)) | i ∈ I] = [ck | k ∈ K], est bien un élément de
!(f # g).
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Réciproquement, supposons que([ai | i ∈ I], [ci | i ∈ I]) est un élément de!
u
(f # g).

Alors il existe une famille(bi)i∈I d’éléments deF telle que, pour touti ∈ I, (ai, bi) ∈ f et
(bi, ci) ∈ g. Par ailleurs, pour touti ∈ I, ai ∈ |E|+ et bi ∈ |F |+. Commef est un clique
on en déduit que, pour chaquei ∈ I, ci ∈ |F |+. Donc ([ai | i ∈ I], [bi | i ∈ I]) ∈ !

u
f et

([bi | i ∈ I], [ci | i ∈ I]) ∈ !
u
g et finalement([bi | i ∈ I], [ci | i ∈ I]) ∈ !

u
f # !

u
g. Ce qui

conclut.
L’opérationPos définie parPos(E) = (|E|+, |E|+, ∅) pour tout espace bipartite et sur les

morphismes parPos(f) = f ∩ (|E|+ × |F |+) est clairement un foncteur.

Remarque6.8. SoientE etF des espaces bipartites et soitf un morphisme deE dansF . Alors
!
u
E = Pos !

u
E = !

u
PosE = Pos!E =! PosE et !

u
f = Pos !

u
f = !

u
Pos f = Pos!f =! Pos f

(où ! est le foncteurbien sûrdu modèle relationnel bipartite).

La transformation naturellederu : !
u
→̇ id est donnée parderu,E = {([a], a) | a ∈ |E|+}.

On a doncPosderE = derPos E où der est la transformation naturelle déréliction du modèle
relationnel bipartite. On vérifie que pour chaque cliquef deE ( F on a

deru,E # f = !
u
f # deru,F .

Si ([a], b) est un élément de!
u

# deru,F alors (a, b) ∈ f et [a] ∈ | !
u
E| donc a ∈ |E|+,

([a], a) ∈ derE et finalement([a], b) est bien un élément dederu,E # f . Réciproquement, si
([a], b) est un élément dederu,E # f , alors(a, b) ∈ f et a ∈ |E|+ donc, commef est une
clique, b ∈ |F |+, d’où ([a], [b]) ∈ !

u
f et ([b], b) ∈ deru,F , et finalement([a], b) est bien un

élément de!
u
f # deru,F .

La transformation naturelledigu : !
u
→̇ !

u
!
u

est donnée par

digu,E = {(
∑

i∈I

xi, [xi | i ∈ I]) | ]I ∈ N, xi ∈ Mfin(|E|+)}.

On a alorsdigu,E = PosdigE = digPos E où dig est le morphisme d’excavation du modèle
relationnel bipartite. La naturalité dedigu est alors une conséquence directe de la naturalité de
dig, en utilisant la remarque 6.8.

Par la remarque 6.8, la commutation des trois diagrammes

!
u
E

!
u

IE

digE !
u

!
u
E

!
u

deru,E

!
u
E

!
u
E

!
u

IE

digu,E !
u

!
u
E

deru, !
u

E

!
u
E

!
u
E

digu,E

digu,E !
u

!
u
E

!
u

digu,E

!
u

!
u
E

digu, !
u

E

!
u

!
u

!
u
E

est une conséquence de la commutation des trois diagrammes correspondants dansRel.
Finalement,(!

u
, deru, digu) est bien une comonade dansBip.

Pour montrer queBip équipée de cette comonade est un modèle la logique linéaire,il reste à
montrer la monoïdalité de l’adjonction induite par cette comonade. Par les remarques 6.8 et 6.9,
c’est une conséquence de la propriété correspondante dansRel.

Remarque6.9. SoientE, E′, F etF ′ des espaces bipartites etf : E → F et g : E′ → F ′ des
morphismes dansBip. Alors Pos(E & F ) = PosE & PosF , Pos(E ⊗F ) = PosE ⊗PosF ,
Pos(f & g) = Pos f & Pos g etPos(f ⊗ g) = Pos f ⊗ Pos g.

Nous avons donc deux modèles de la logique linéaire dans la catégorie des relations bi-
partites. Un modèle non-uniforme donné par la comonade(!, der, dig) et un modèle uniforme
donné par la comonade(!

u
, deru, digu).



6.3. LA SÉMANTIQUEK-COHÉRENTE DE LA LOGIQUE LINÉAIRE 125

Pour toute formuleA, la trame positive de l’interprétation uniforme de?A est vide. Comme
l’interprétation uniforme d’une preuve dè?A est un ensemble de points de la trame positive de
l’interprétation uniforme de?A, on en déduit la remarque suivante.

Remarque6.10. Pour toute formuleA, l’interprétation de toute preuve dè?A dans le modèle
bipartite uniforme est l’ensemble vide.

Cette remarque montre que l’uniformité des exponentiellespeut être éminemment destruc-
tive d’information. Le fait étonnant, au prime abord, étaitqu’il existe un modèle dénotationnel,
c’est à dire dans lequel l’interprétation des preuves est stable par élimination des coupures, inter-
prétant toutes les preuves de`?A par le même ensemble, qui plus est l’ensemble vide, sans que
toutes les preuves aient la même interprétation. La raison est, nous semble-t-il, à chercher dans le
fait que ce modèle ne fait pas la place à suffisamment de para-règles pour tester interactivement
les agents et ce faisant réclamer que ceux-ci aient un contenu. Autrement dit l’impossibilité de
rajouter la para-règledémona vidé la notion de rencontre entre agents de son contenu, libérali-
sant ainsi les contraintes de bonne sociabilité des agents en terme d’élimination des coupures.

Nous montrons maintenant que le modèle bipartite uniforme et le modèle bipartite non-
uniforme définissent le même collapse extensionnel, ce qui,à notre avis et conformément à
l’introduction de ce chapitre, montre que ces deux modèles ont un même contenu interactif.

Si f est un morphisme de!E → F dansBip alors le morphismef † de !E →!F induit par
la comonade(!, der, dig) est égal àdigE #!f c’est à dire à

f † = {(
∑

i∈I

µi, [bi | i ∈ I]) | ]I ∈ N et∀i ∈ I, (µi, bi) ∈ f}

Et, sif est un morphisme de!
u
E → F dansBip alors le morphismef †u de !

u
E dans!

u
F induit

par la comonade(!
u
, deru, digu) est égal àdigu,E # !

u
f c’est à dire à

f †u = {(
∑

i∈I

µi, [bi | i ∈ I]) | ]I ∈ N et∀i ∈ I, (µi, bi) ∈ f}

car pour tout élément(µ, b) def , µ est un élément de| !
u
E| donc de| !

u
E|+ et ainsib est un

élément de|F |+.
On définit une famille(θA)A∈Bip de morphismesθA : !

u
A →!A de Bip et une famille

(ζA)A∈Bip de morphismesζA : !A → !
u
A en posant l’égalité d’ensemblesθA = ζA = id !

u
A.

On obtient alors facilement les commutations de diagrammesnécessaires à l’application du
théorème 2.1. Ainsi le modèle relationnel bipartite non-uniforme et le modèle relationnel non-
uniforme définissent le même collapse extensionnel.
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Cette section et la section 6.4 sont, pour l’essentiel, tirée de l’article [Bou03].
Désormais, nous supposons donné un sous-ensembleK de N\{0, 1} et on appelle les es-

paces deMK-cohérences, espaceK-cohérents.
Les sémantiquesK-cohérentes de la logique linéaire ont été initialement obtenues en suivant

la construction décrite à la fin de l’article [BE01] présentant le procédé de Bucciarelli-Ehrhard
de construction d’une sémantique dénotationnelle de la logique linéaire à partir d’un modèle de
phase d’unelogique linéaire indexée. Plus précisément, pour chaquek ∈ N\{0, 1}, un modèle
de phase à trois faits (cohérence, incohérence et neutralité) est construit à partir d’un monoïde
produitMk oùM est le monoïde commutatif{0, 1, τ} de loi interne donnée par0.x 7→ 0, pour
x = 0, 1, τ , et1.y 7→ 1 etτ.y 7→ τ , poury = 1, τ .

Le procédé de Bucciarelli-Ehrhard produit alors une sémantique{k}-cohérente non-uniforme
de la logique linéaire pour chaquek ∈ N\{0, 1}. Du fait de la non-uniformité, ces sémantiques
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peuvent alors être combinées pour former un sémantiqueK-cohérente non-uniforme de la lo-
gique linéaire pour n’importe quelK ⊆ N\{0, 1}. Nous n’entrerons pas plus dans les détails
de cet usage particulier du procédé et nous donnons ici une description directe des sémantiques
K-cohérentes obtenues.

Les cas intéressant sont alors
– le casK = ε pour lequel la sémantiqueK-cohérente coïncide avec la sémantique rela-

tionnelle (en particulier un espaceε-cohérent est alors juste la donnée d’un ensemble) ;
– le casK = {2} qui fournit une sémantique cohérente non-uniforme. Celle-ci est décrite

dans [BE01] ;
– et, enfin, le casK = N\{0, 1} que nous pouvons voir en première lecture comme une

version non-uniforme de la sémantique hypercohérente.
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L’interprétation du fragment multiplicatif-additif de lalogique linéaire suit un schéma stan-

dard. Conformément à la définition 6.4, la négation linéaireest l’échange de la cohérence et de
l’incohérence.

Les constantes additives sont toutes deux égales à l’espaceK-cohérent vide,i.e. (0 = > =
(∅, ∅, ∅)). Les constantes multiplicatives sont toutes deux égales àl’espaceK-cohérent réflexif
a un seul point,i.e.1 = ⊥ = ({∗},MK({∗}),MK({∗})).

SoientX1 etX2 deux espacesK-cohérents.
– Lorsque|X1| et |X2| sont disjoints, l’espaceK-cohérentX1⊕X2 a pour trame|X1|∪|X2|

et sa cohérence est donnée parNX1⊕X2
= NX1

∪ NX2
et _X1⊕X2

= _X1
∪ _X2

. Et,
bien entendu, l’espaceK-cohérentX1&X2 est pris égal à(X1

⊥ ⊕ X2
⊥)⊥. Si les trames

des deux espacesX1 et X2 ne sont pas disjointes, on utilise l’union disjointe en lieuet
place de l’union.

– L’espaceX1 ⊗ X2 est défini comme suit. On pose|X1 ⊗ X2| = |X1| × |X2|. Pour
i = 1, 2, soitπi : MK(|X1 ⊗X2|) → MK(|Xi|) les projections canoniques définies par
π1([(aj , bj) | j ∈ J ]) = [aj | j ∈ J ] etπ2([(aj , bj) | j ∈ J ]) = [bj | j ∈ J ]. Alors, pour
chaques ∈ MK(|X1 ⊗ X2|), on pose

s ∈ NX1⊗X2
ssiπ1(s) ∈ NX1

etπ2(s) ∈ NX2

s ∈ ^X1⊗X2
ssiπ1(s) ∈ ^X1

n ouπ2(s) ∈ ^X2

et ceci suffit à définir̂_X1⊗X2
et _̂X1⊗X2

. L’espaceX1 W X2 est, bien entendu, pris
égal à(X1

⊥ ⊗ X2
⊥)⊥.

La flèche linéaire( entre espacesK-cohérents est définie parX ( Y = X⊥ W Y .
On a alors

s ∈ _̂
X(Y ssi

{

π1(s) ∈ _̂
X =⇒ π2(s) ∈ _̂

Y

π1(s) ∈ _X =⇒ π2(s) ∈ _Y

(6.1)

ce qui est équivalent à

s ∈ _̂
X(Y ssi

{

π2(s) ∈ ^Y =⇒ π1(s) ∈ ^X

(π1(s) ∈ _̂
X etπ2(s) ∈ NY ) =⇒ π1(s) ∈ NX .

(6.2)

ou encore à

_̂
X(Y s ssi

{
_̂

Xπ1(s) =⇒ _̂
Y π2(s)

_̂Y π2(s) =⇒ _̂Xπ1(s).
(6.3)

Un morphisme linéairedeX dansY , deux espacesK-cohérents, est une clique deX ( Y .
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On noteNCOHK la catégorie dont les objets sont les espacesK-cohérents, dont les mor-
phismes sont les morphismes linéaires et où la composition et les identités sont celles deRel,
i.e.

f # g = {(a, c) | ∃b, (a, b) ∈ f et (b, c) ∈ g}

et idX = {(a, a) | a ∈ |X |}. Pour chaqueK ′ ⊆ K, on a un foncteur d’oubliUK,K′ :
NCOHK → NCOHK′ qui laisse les morphismes linéaires à l’identique. Lorsqu’il n’y a
pas d’ambiguïté surK etK ′ on note simplementU ce foncteur.

Le type booléen, notébool et représenté en logique linéaire par la formule1 ⊕ 1, a pour
interprétation dansNCOHN\{0,1}, l’espaceN\{0, 1}-cohérent réflexif de trame{Ä, Å} et dont
la cohérence estMN\{0,1}({Ä}) ∪MN\{0,1}({Å}).
Proposition 6.11 (modèle de MALL). Pour chaqueK ⊆ N\{0, 1}, la catégorieNCOHK

est un modèle deMALL et pour chaqueK ′ ⊆ K (en particulier pourK ′ = ∅) le foncteurUK,K′

est logique (c’est-à-dire que ce foncteur commute à l’interprétation des formules et des preuves)
relativement aux modèlesNCOHK etNCOHK′ deMALL .

Cela signifie queNCOHK est une catégorie symétrique monoïdale close (avec⊗ pour
produit et( pour objet des morphismes) qui est∗-autonome (⊥ est l’objet dualisant), et qui,
de plus, a tous les produits et co-produits finis (les définitions précises sont, par exemple, dans
[AC98]). La preuve est une vérification directe.

Ü &\ &% �bV*.3.+ -3 SS3/
Dans la sémantiqueK-cohérente obtenue par le procédé de Bucciarelli-Ehrhard,la construc-

tion !0 servant à interpréter lebien sûrest la suivante. SiX est un espaceK-cohérent, on
pose| !0(X)| = Mfin(|X |). Un multi-ensemblem = [xi | 1 ≤ i ≤ k] ∈ MK(| !0(X)|)
(donc tel quek ∈ K) est strictement incohérent dans!0(X) ssi il existe un multi-ensemble
[aj | 1 ≤ j ≤ k] ∈ MK(|X |) de même cardinalité quem, strictement incohérent dansX et tel
que[aj | 1 ≤ j ≤ k] ≤

∑k
i=1 xi. Si un tel multi-ensemble[aj | 1 ≤ j ≤ k] n’existe pas, alors

m est cohérent etm est alors strictement cohérent ssi le multi-ensemble
∑k

i=1 xi est étoilé

c’est-à-dire s’il existe un élémenta du multi-ensemble
∑k

i=1 xi tel que

∀(aj)1≤j≤k ∈ |X |k, ([aj | 1 ≤ j ≤ k] ≤
∑

i∈I

xi etak = a) =⇒ [aj | 1 ≤ j ≤ k] ∈ _X .

Remarque6.12 (feuilletage). Dans l’interprétation des formules de la logique linéaire,la co-
hérence estfeuilletée, c’est-à-dire que, dans l’interprétation d’une formuleA qui n’est ni une
constante ni un atome, la cohérence d’un multi-ensemble de cardinaliték est totalement déter-
minée par la cohérence de multi-ensembles de la même cardinalité k dans l’interprétation des
sous-formules immédiates deA.

L’espaceK-cohérentE0(bool) a alors pour trame|E0(bool)| = Mfin(Ä, Å) et sa cohérence
est donnée comme suit. Si[xi | i ∈ I] ∈ MK(|E0(bool)|) alors :

[xi | i ∈ I] ∈ ^E0(bool) ssi
∑

i∈I

xi = p[Ä] + q[Å] avecp, q ∈ N \ {0} etp + q ≥ ]I

[xi | i ∈ I] ∈ _E0(bool) ssi
∑

i∈I

xi = p[Ä] + q[Å] avec1 ≤ p + q < ]I

donc[xi | i ∈ I] ∈ NE0(bool) ssi
∑

i∈I

xi = [], k[Ä] ouk[Å] aveck ≥ n]I.

Pour le cas oùK = N\{0, 1}, l’intention était d’obtenir une sémantique proche de la sé-
mantique hypercohérente. Or, une propriété essentielle dela sémantique hypercohérente est que
toute clique finie de typebooln → bool est définissable dansPCF (en utilisant les projections,
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les fonctions constantes et la conditionnelleÍÅ · ÎÏÐÑ · ÐÒÓÐ · mais pas l’opérateur de point
fixe). Cette propriété n’est pas vérifiée par la sémantiqueN\{0, 1}-cohérente, et ce même pour
les cliques debooln → bool qui n’utilisent pas de points dansE0(bool) qui contiennent à la
fois Ä et Å. Nous le montrons pour l’exemple suivant.

Soitf le sous-ensemble de|(E0(bool) ⊗ E0(bool) ⊗ E0(bool)) ( bool| égal à

f = { (([], [Ä, Ä], [Å, Å]), Ä),
(([Å, Å], [], [Ä, Ä]), Ä),
(([Ä, Ä], [Å, Å], []), Ä)}.

Ce sous-ensemble est une variante de l’exemple de G. Berry d’une fonction stable de type
bool3 → bool qui n’est pas séquentielle. Ce sous-ensemblef est aussi un sous-ensemble de la
trame de l’interprétation debool3 → booldans la sémantique hypercohérente multi-ensembliste
mais ce n’est pas une clique pour cette sémantique. Pourtant, dans la sémantiqueN\{0, 1}-
cohérente,f est une clique de l’interprétation(E0(bool) ⊗ E0(bool) ⊗ E0(bool)) ( bool
de bool3 → bool. En effet, pour chaque multi-ensembles ∈ MK(f), π2(s) ∈ MK({Ä})
doncπ2(s) ∈ Nbool et d’après (6.1), la seule possibilité pour ques soit strictement incohé-
rent(E0(bool) ⊗ E0(bool) ⊗ E0(bool)) ( bool est queπ1(s) soit strictement cohérent dans
E0(bool) ⊗ E0(bool) ⊗ E0(bool). Mais, sim1, m2 etm3 sont les nombres d’occurrences res-
pectives des points def danss, alors

– si seulement l’un desmi est non nul, alors chacune des trois projections deπ1(s) sur
E0(bool) est neutre, doncπ1(s) est neutre ;

– si exactement deux desmi sont non nuls (on peut en toute généralité supposer qu’il s’agit
dem1 et dem2), alors l’une des trois projections deπ1(s) surE0(bool) ne contient pas
le multi-ensemble vide[] (ici il s’agit de la troisième projection), donc la somme des
multi-ensembles contenus dans cette projection contient assez deÄ et deÅ (ici 2m1Å et
2m2Ä) en comparaison de sa cardinalité (icim1 + m2) pour que cette projection soit
strictement incohérente dansbool. Donc si exactement deux desmi sont non nuls,π1(s)
est strictement incohérent ;

– Finalement supposons qu’aucun desmi n’est nul. Le multi-ensembleπ1(s) est cohérent
ssi chacune des trois projections deπ1(s) sur E0(bool) est cohérente et ceci revient à
avoir les trois inégalités suivantes :

m1 + m2 + m3 > 2m2 + 2m3 (cohérence sur la première projection)

m1 + m2 + m3 > 2m1 + 2m3 (cohérence sur la deuxième projection)

m1 + m2 + m3 > 2m1 + 2m2 (cohérence sur la troisième projection).

Mais on aurait alors3(m1 + m2 + m3) > 4(m1 + m2 + m3), ce qui est impossible.
Ainsi f est bien une clique de(E0(bool) ⊗ E0(bool) ⊗ E0(bool)) ( bool.1

Ainsi l’exponentielle obtenue par le procédé de Bucciarelli-Ehrhard ne permet pas d’avoir
la même propriété de définissabilité à l’ordre1 que dans les hypercohérences.

En fait, dans la catégorie des espacesK-cohérents, il est possible de définir d’autres va-
riantes des exponentielles en ne changeant que la définitionde la cohérence dans lebien sûr
et d’obtenir ainsi différents modèles non-uniformes de la logique linéaire. Parmi les différentes
solutions possibles celle que nous adoptons est la plus générale en un sens catégorique précisé
dans le théorème 6.17 et que nous détaillons sous forme d’un résultat de maximalité avec le
corollaire 6.18. Cette nouvelle définition du modèle ne permet pas d’obtenir la propriété de dé-
finissabilité des cliques finies, à l’ordre1, que vérifie le modèle hypercohérent, mais la situation
est bien meilleure car, à l’ordre1, tout sous-ensemble qui n’est pas une clique dans le modèle hy-
percohérent multi-ensembliste n’est pas non plus une clique dans le modèleN\{0, 1}-cohérent.

1Le même ensemblef où [Ý] remplace [Ý, Ý] et où [Þ] remplace [Þ, Þ] n’est pas une clique de l’espace
(E0(bool) ⊗ E0(bool) ⊗ E0(bool)) ( bool.
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Définition 6.13. Pour chaque espaceK-cohérentX nous définissons l’espaceK-cohérent!X
comme suit. Sa trame est|!X | = Mfin(|X |) et pour chaque élément[xi | i ∈ I] deMK(|!X |)
on pose :

[xi | i ∈ I] ∈ ^!X ssi∃(ai)i∈I , [ai | i ∈ I] ∈ ^X et∀i ∈ I, ai ∈ xi (6.4)

et

[xi | i ∈ I] ∈ N!X ssi

[xi | i ∈ I] /∈ ^!X et∃(aj
i )

j∈J
i∈I ,

{

∀i ∈ I, [aj
i | j ∈ J ] = xi

∀j ∈ J, [aj
i | i ∈ I] ∈ NX

(6.5)

Nous définissons l’espace?X en posant?X = (!X⊥)⊥.

Lorsque∀i ∈ I, ai ∈ xi on dit que[ai | i ∈ I] est unemulti-sectionde [xi | i ∈ I] et on
écrit [ai | i ∈ I] 2 [xi | i ∈ I].

Exemple 6.14. Soit l’espaceK-cohérentG dont la trame est|G| = {a, b, c} et qui est tel que
si u ∈ Mfin(|G|) alors :u ∈ NG ssi supp(u) est un singleton,u ∈ _G ssi ] supp(u) = 2 et
u ∈ ^G ssi supp(u) = {a, b, c}. (L’espaceG est en fait un sous-espace debool3 → bool de
trame le sous-ensemblef défini ci-dessus).

Supposons que2 est un élément deK. Toutes les multi-sections de[[a], [b, c]] sont cohérentes
dansG. De plus[a] et [b, c] n’ont pas la même cardinalité. Donc[[a], [b, c]] ∈ _!G. Suppo-
sons maintenant que3 est aussi un élément deK. Alors [[a], [b, c], [b, c]] admet la multi-section
[a, b, c], strictement incohérente dansG. Par contre[[a], [a], [b, c]] n’admet aucune multi-section
strictement incohérente dansG. Donc[[a], [b, c], [b, c]] ∈ ^!G mais[[a], [a], [b, c]] ∈ _!G. Ainsi
la relation de cohérence dans!G dépend réellement des multiplicités.

Pour chaque élémentk ∈ K tel quek ≥ 3, chaque multi-ensemblem ∈ M{k}(|G|)
tel quesupp(m) = {[a, b], [a, c]} est strictement incohérent dans!G. En effet chacun de ces
multi-ensemble admet une multi-section dont le support est{a, b, c}. Mais, si 2 ∈ K, alors
[[a, b], [a, c]] ∈ _!G. En effet, toutes les multi-sections de[[a, b], [a, c]] sont cohérentes dansG
et ni [b, a] ni [b, c] n’est neutre dansG. Par ailleurs tout élément deMK dont le support est
{[a, b]} ou {[a, c]} est neutre dans!G. Ainsi, si 2 ∈ K, alorsx = {[a, b], [a, c]} est une clique
de l’espaceK \ {2}-cohérent(!G)⊥ maisx n’est pas une clique de l’espaceK-cohérent!G.

De même, si3 ∈ K, le multi-ensemble[[a, b, c], [a, b, c], [a, b, c]] est strictement incohérent
dans!G. Il y a donc bien des multi-ensembles à support un singleton que ne sont pas neutres et
donc des singletons (ici{[a, b, c]}) qui ne sont pas des cliques.

Proposition 6.15 (modèle de LL). Chaque catégorieNCOHK munie de l’exponentielle de
la définition 6.13 est un modèle catégorique de la logique linéaire et pour chaqueK ′ ⊆ K (en
particulier pourK ′ = ∅) le foncteurUK,K′ est logique relativement aux modèles deLL dans
NCOHK etNCOHK′ .

Démonstration.Pour la fonctorialité de! ainsi que pour la structure de comonade associée, nous
suivons la construction standard deRel. C’est-à-dire que que sif ∈ NCOHK(X, Y ), alors
on pose :

!f = {([a1, . . . , an], [b1, . . . , bn]) | n ∈ N, ∀i ∈ {1, . . . , n}, (ai, bi) ∈ f}

et siX est un espaceK-cohérent, alors on pose :

derX = {([a], a) | a ∈ |X |} et

digX = {(
∑

1≤i≤n

xi, [x1, . . . , xn]) | n ∈ N, [x1, . . . , xn] ∈ |!!X |}.
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Il faut montrer que(!, der, dig) est une comonade deNCOHK . Pour cela on exploite le fait que
toutes les égalités requises (les commutations de diagramme) sont vraies dansRel, et donc dans
NCOHK . Nous avons donc seulement à prouver que!f est une clique de!X (!Y , quederX

est une clique de!X ( X et quedigX est une clique de!X (!!X (pour n’importe quels es-
pacesK-cohérentsX etY ). Pour cela nous utilisons la caractérisation (6.2) de la cohérence dans
la flèche linéaire. Enfin nous montrons que les isomorphismes!⊥ ∼= 1 et !(A & B) ∼= !A⊗!B
du modèle relationnel sont encore des isomorphismes dansNCOHK , ce qui suffit à montrer
que la catégorieNCOHK est un modèle de la logique linéaire, puisque les égalités requises
pour que ces isomorphismes soient naturels et que l’adjonction induite par la comonade soit
monoïdale ([Bie95]) sont vérifiées dansRel.

Soit un multi-ensemble[(xj , yj) | j ∈ J ] ∈ MK(!f). Si [bj | j ∈ J ]2[yj | j ∈ J ], alors par
construction de!f il existe un multi-ensemble[aj | j ∈ J ] tel que[(aj , bj) | j ∈ J ] ∈ MK(f)
et [aj | j ∈ J ] 2 [xj | j ∈ J ]. Commef est une clique, on a[(aj , bj) | j ∈ J ] ∈ _̂

X(Y . En
particulier, si[bj | j ∈ J ] ∈ ^Y , alors[aj | j ∈ J ] ∈ ^X . Donc, si[yj | j ∈ J ] admet une
multi-section strictement incohérente, alors(xj)j∈J admet aussi une multi-section strictement
incohérente. Donc[yj | j ∈ J ] ∈ ^!Y =⇒ [xj | j ∈ J ] ∈ ^!X .

Supposons maintenant que[xj | j ∈ J ] ∈ _̂!X et [yj | j ∈ J ] ∈ N!Y . Nous devons prouver
que[xj | j ∈ J ] ∈ N!X . Il existe une famille(bi

j)(i,j)∈I×J telle que∀j ∈ J, yj = [bi
j | i ∈ I] et

∀i ∈ I, [bi
j | j ∈ J ] ∈ NY . Par construction de!f il existe alors une famille(ai

j)(i,j)∈I×J telle
que∀(i, j) ∈ I × J, (ai

j , b
i
j) ∈ f et ∀j ∈ J, xj = [ai

j | i ∈ I]. Comme[xj | j ∈ J ] ∈ _̂!X

pour chaquei ∈ I, on a[ai
j | j ∈ J ] ∈ _̂

X . Mais, pour chaquei ∈ I, [(ai
j , b

i
j) | j ∈ J ] est un

multi-ensemble d’éléments def , cohérent dansX ( Y et [bi
j | j ∈ J ] est neutre dansY . Donc

[ai
j | j ∈ J ] ∈ NX , pour chaquei ∈ I. Finalement[xj | j ∈ J ] ∈ N!X et ceci conclut la preuve

que!f est une clique.
Le fait quederX est une clique est immédiat. On prouve maintenant quedigX est une clique

de !X (!!X . Soit un multi-ensemblem = [(
∑

i∈Ij
xj

i , [x
j
i | i ∈ Ij ]) | j ∈ J ] élément de

MK(digX).
Supposons que le multi-ensemble[[xj

i | i ∈ Ij ] | j ∈ J ] est strictement incohérent dans
!!X . Ce multi-ensemble admet alors une multi-section[yj | j ∈ J ] strictement incohérente dans
!X . Donc cette multi-section[yj | j ∈ J ] admet une multi-section[aj | j ∈ J ] strictement
incohérente dansX . Cette dernière multi-section[aj | j ∈ J ] est clairement une multi-section
de[

∑

i∈I xj
i | j ∈ J ], donc le multi-ensemble[

∑

i∈I xj
i | j ∈ J ] est aussi strictement incohérent

dans!X .
Supposons maintenant que le multi-ensemble[

∑

i∈Ij
xj

i | j ∈ J ] est cohérent dans!X et que

le multi-ensemble[[xj
i | i ∈ Ij ] | j ∈ J ] est neutre dans!!X . Alors il existe une famille(yj

i )
j∈J
i∈I

telle que : pour chaquej ∈ J , le multi-ensemble[yj
i | i ∈ I] est égal à[xj

i | i ∈ Ij ] (doncI = Ij

et
∑

i∈I yj
i =

∑

i∈Ij
xj

i ) ; et, pour chaquei ∈ I, le multi-ensemble[yj
i | j ∈ J ] est neutre dans

!X . Donc, pour chaquei ∈ I, il existe une famille(aj
i,l)

j∈J
l∈Li

telle que : pour chaquej ∈ J ,

yj
i = [aj

i,l | l ∈ Li] et pour chaquel ∈ Li, [aj
i,l | j ∈ J ] ∈ NX . En toute généralité, on peut

choisir lesLi disjoints deux à deux. On poseL = ∪i∈ILi. On a alors
∑

l∈L aj
l =

∑

i∈Ij
xj

i

et, pour chaquel ∈ L, [aj
l | j ∈ J ] ∈ NX . Ainsi le multi-ensemble[

∑

i∈Ij
xj

i | j ∈ J ] est
neutre dans!X . DoncdigX est une clique, ce qui finit de montrer que(!, dig, der) est bien une
comonade.

L’ensemble{([], ∗)} est une clique de!> ( 1 et l’ensemble{(∗, [])} est une clique de
1 ( !>, donc l’isomorphisme!|>| ∼= |1| du modèle relationnel est bien un isomorphisme
!> ∼= 1 deNCOHK .

SoientX et Y deux espacesK-cohérents. Dans le modèle relationnel, l’isomorphisme de
!|X |⊗!|Y | dans!(|X |&|Y |) est égal au graphef de la bijection

{
Mfin(|X |) ×Mfin(|Y |) → Mfin(|X&Y |)

(x, y) 7→ x + y.
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Il reste à prouver quef est une clique de l’espace(!X⊗!Y ) (!(X&Y ) et que sa transposée est
une clique de l’espace!(X&Y ) ( (!X⊗!Y ).

Soit un multi-ensemble[((xi, yi), xi+yi) | i ∈ I] ∈ MK(f). Comme un élément dê X&Y

est soit un élément dê X soit un élément dê Y , une multi-sections de [xi + yi | i ∈ I]
est strictement incohérente dansX&Y ssi s est une multi-section strictement incohérente de
[xi | i ∈ I] dansX ou une multi-section strictement incohérente de[yi | i ∈ I] dansY . On en
déduit que :

[xi + yi | i ∈ I] ∈ ^!(X&Y ) ⇐⇒ [(xi, yi) | i ∈ I] ∈ ^!X⊗!Y .

Un élément deNX&Y est soit un élément deNX soit un élément deNY . Si [xi + yi | i ∈ I]

est neutre dans!(X&Y ), alors il existe une famille(cj
i )

j∈J
i∈I telle que, pour chaquej ∈ J , le

multi-ensemble[cj
i | i ∈ I] est neutre dansX & Y et tel queJ = JX + JY avec, pour chaque

i ∈ I, [cj
i | j ∈ JX ] = xi et [cj

i | j ∈ JY ] = yi. Une telle famille(cj
i )

j∈J
i∈I est donc la réunion de

deux familles(cj
i )

j∈JX

i∈I et (cj
i )

j∈JY

i∈I , la première satisfaisant les propriétés nécessaires à établir
la neutralité de[xi | i ∈ I] dans!X et la seconde satisfaisant les propriétés nécessaires pour
montrer que[yi | i ∈ I] est neutre dans!Y . Par conséquent, la neutralité de[xi + yi | i ∈ I]
dans!(X&Y ) implique la neutralité de[(xi, yi) | i ∈ I] dans!X⊗!Y . La réciproque est directe.
Donc finalementf et sa transposée forment bien un isomorphisme dans la catégorieNCOHK ,
ce qui achève la preuve.

Ü &\ &\ O3 ßàáâ ãäå 3/+ S3
⊗æ1*]*.*ç^3 S-²U3

Un comonoïde commutatif sur une catégorie symétrique monoïdaleC, de structure monoï-
dale (⊗, sym, ass, unit), est un tripletM = (M, uM , µM ) où M ∈ C, uM ∈ C(M, 1) et
µM ∈ C(M, M ⊗ M) tel que

– (associativité)IM ⊗ µM = (µM ⊗ IM ) # assM,M,M ;
– (neutralité)µM # (IM ⊗ uM ) = unitM et
– (commutativité)µM # symM = µM .

Un morphisme de comonoïdef de(A, uA, µA) vers(B, uB, µB) est un morphismef ∈ C(A, B)
tel quef # uB = uA etf # µB = µA # (f ⊗ f).

Dans tout modèle catégorique de la logique linéaireC, le bien sûrfournit un⊗-comonoïde
(!X, aff , cont) pour chaque objetX : aff est le morphisme!>X où>X est l’unique morphisme
deC(X,>) etcont est le morphisme égal à(![idX , idX ]) # eX , où[idX , idX ] est le couplage de
l’identité idX avec elle même et oùeX est l’isomorphisme!(X & X) ∼=!X⊗!X . Par exemple,
dansNCOHK , on aaff = {([], ∗)} et cont = {(x1 + x2, (x1, x2)) | x1, x2 ∈ |!X |}. De
plus, sif ∈ C(X, Y ), alors !f est un morphisme de⊗-comonoïdes de(!X, aff , cont) vers
(!Y, affY , contY ).

Un comonoïde(F, uF , µF ) est dit co-libre relativement à un objetX deC lorsqu’il existe
un morphismed ∈ C(F, X) tel que, pour chaque comonoïde(A, uA, µA), et pour chaque mor-
phismef ∈ C(A, X), il existe un unique morphisme de comonoïdef∗ de (A, uA, µA) vers
(F, uF , µF ) tel quef∗ # d = f .

Par extension, lebien sûr, !, est le⊗-comonoïde libre, lorsque, pour chaque comonoïde
commutatif(A, uA, µA), pour chaqueX ∈ C et pour chaquef ∈ C(A, X), il existe un unique
morphisme de comonoïdef∗ : (A, uA, µA) → (!X, aff , cont) tel que

f∗ # derX = f.

Dans ce cas on dit encore que l’exponentielle est libre. Si l’exponentielle est libre, alors on a
f∗ = id∗ #!f où id est le morphisme identité dansC(A, A).

Lemme 6.16. DansRel l’exponentielle est libre. De plus, si(A, uA, µA) est un⊗-comonoïde
dansRel, alors(a, x) ∈ (idA)∗ ssi si(ai)1≤i≤n est tel que[a1, . . . , an] = x alors il existe une
suite(bi)0≤i≤n d’éléments deA telle queb0 = a, (bi, (ai+1, bi+1)) ∈ µA pour chaquei < n,
et (bn, ∗) ∈ uA.
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Théorème 6.17 (exponentielle libre).Le bien sûr, !, est le⊗-comonoïde libre deNCOHK .

Démonstration.Nous devons prouver que, pour chaque⊗-comonoïde commutatif(A, uA, µA)
deNCOHK , pour chaqueX ∈ NCOHK et pour chaquef ∈ NCOHK(A, X), il existe un
unique morphisme de comonoïde commutatiff∗ de(A, uA, µA) vers(!X, derX , contX) tel que
f∗ # derX = f .

DansRel, (U(A), U(uA), U(µA)) est un comonoïde commutatif,U(f) est un morphisme
de U(A) dansU(X) et (U(!X), U(affX), U(contX)) est le⊗-comonoïde commutatif libre.
Donc il existe un unique morphismeU(f)∗ tel queU(f)∗ # U(derX) = U(f). Et ce morphisme
U(f)∗ est égal à(!U(f)) # id∗ où id est l’identité deRel(A, A).

Comme!U(f) = U(!f), il suffit de montrer queid∗ est un clique deA (!A pour montrer
queU(f)∗ est une clique deA (!X qui est un morphisme de comonoïde commutatiff∗ de
(A, uA, µA) vers(!X, der, cont) tel quef∗ # der = f . Par ailleurs, pour tout morphisme de
comonoïde commutatifg de(A, uA, µA) vers(!X, der, cont) tel queg # der = f , le foncteur
d’oubli envoieg sur un morphisme de comonoïde commutatif de(U(A), U(uA), U(µA)) vers
(U(!X), U(affX), U(cont)) qui vérifieU(g) # U(der) = U(f). Ainsi U(g) est égal àU(f)∗
doncg est égal àf∗ et ceci prouve l’unicité def∗. Pour montrer l’existence et l’unicité def∗ il
suffit donc de prouver queid∗ est un clique deA (!A.

Soit un multi-ensemble[(ai, [ai
1, . . . , a

i
ni

]) | i ∈ I] élément deMK(id∗). Alors, par le
lemme 6.16, pour chaquei ∈ I, on a une famille(bi

j)0≤j≤ni
telle quebi

0 = ai, pour chaque
j < ni, (bi

j , (a
i
j+1, b

i
j+1)) ∈ U(µA) = µA, et(bi

ni
, ∗) ∈ U(uA) = uA.

Supposons que le multi-ensemble[[ai
1, . . . , a

i
ni

] | i ∈ I] est strictement incohérent dans!A.
Alors il admet une multi-sections strictement incohérente dansA et aucun desni n’est nul.
Quitte à ré-indexer les éléments des multi-ensembles[ai

1, . . . , a
i
ni

] pour chaquei ∈ I, on peut
supposer que cette multi-sections est égale à[ai

1 | i ∈ I]. Ainsi [ai
1 | i ∈ I] ∈ ^A. Donc le

multi-ensemble[(ai
1, b

i
1) | i ∈ I] est strictement incohérent dansA ⊗ A. Mais, commeµA est

une clique deA ( (A ⊗ A), le multi-ensemble[(ai, (ai
1, b

i
1)) | i ∈ I]MK(µA) est cohérent

dansA ( (A ⊗ A). Nous avons donc[ai | i ∈ I] ∈ ^A.
Supposons maintenant que[ai | i ∈ I] ∈ _̂

A et [[ai
1, . . . , a

i
ni

] | i ∈ I] ∈ NA. D’après la
définition de la neutralité dans lebien sûr, c’est que tous lesni sont égaux, disons queni =
n(∀i ∈ I), et, à une ré-indexation appropriée près, que les multi-ensembles[ai

j | i ∈ I] sont
neutres dansA (pour1 ≤ j ≤ n). Par ailleurs,[(bi

n, ∗) | i ∈ I] ∈ MK(uA) ⊆ _̂
A(1 et

[∗ | i ∈ I] ∈ N1, donc[bi
n | i ∈ I] ∈ _̂A. Supposons que[bi

k+1 | i ∈ I] ∈ _̂A, pour un certain
k < n. Comme[ai

k+1 | i ∈ I] ∈ NA et [(bi
k, (ai

k+1, b
i
k+1)) | i ∈ I] ∈ MK(µA) on a alors

[bi
k | i ∈ I] ∈ NA. On en déduit que, pour chaquej ≤ n, [bi

j | i ∈ I] ∈ _̂A. En particulier le
multi-ensemble[bi

0 | i ∈ I] = [ai | i ∈ I] est incohérent dansA. Et, comme, par hypothèse, ce
multi-ensemble[ai | i ∈ I] est cohérent, c’est qu’il est neutre dansA.

Conformément à la caractérisation (6.2) de la cohérence dans la flèche linéaire, ceci prouve
bien que[(ai, [ai

1, . . . , a
i
ni

]) | i ∈ I] est cohérent dansA (!A. Et ainsiid∗ est bien une clique
deA (!A, ce qui achève la preuve.

Une question ouverte, techniquement difficile et sur laquelle travaille A. Bruasse-Bac, est de
savoir si le procédé de Bucciarelli-Ehrhard peut être modifié de manière à produire directement
des exponentielles libres.

Le fait que notre exponentielleK-cohérente soit libre lui confère une certaine canonicité
catégorique. Nous montrons que cette canonicité s’assortit d’un résultat plus concret de maxi-
malité de la modélisation des exponentielles dans les espacesK-cohérents.

Soit une sous-catégorieC deNCOHK équipée de la structure monoïdale close deNCOHK .
Alors C est un modèle catégorique du fragment multiplicatif de la logique linéaire intuitionniste
pour la structure monoïdale close induite parNCOHK . Supposons maintenant queC possède
la structure nécessaire pour que ce modèle s’étende en un modèle du fragment multiplicatif
exponentiel de la logique linéaire intuitionniste (MEILL ).2 NotonsE la construction sur les ob-

2Nous n’avons pas besoin de faire plus d’hypothèse surC, mais une catégorieC typique serait un modèle à la Seely
de la logique linéaire dans lequel les constructions multiplicatives-additives seraient celles deNCOHK et dans lequel
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jets utilisée dansC pour interpréter lebien sûr. Nous disons que le modèle catégoriqueC est
multi-ensemblistesi, pour chaque objetX deC :

– la trame deE(X) est un ensemble de multi-ensembles finis de points de la tramedeX
(i.e. |E(X)| ⊆ Mfin(|X |)) ;

– la structure de⊗-comonoïde commutatif(E(X), aff′
X , cont′X) fournie par le modèle est

telle queaff′
X = {([], ∗)} (de typeE(X) → 1) et

cont′X = {(x1 + x2, (x1, x2)) | x1 + x2 ∈ |E(X)| etx1, x2 ∈ Mfin(|X |)}

(de typeE(X) → E(X) ⊗ E(X)) ;
– et le morphisme de déréliction associé à cette structure est der′X = {([a], a) | a ∈ |X |}

(de typeE(X) → X).

Corollaire 6.18 (maximalité de l’exponentielle libre). Si une sous-catégorieC deNCOHK ,
munie de la structure monoïdale close deNCOHK , est un modèle multi-ensembliste deMEILL ,
alors, pour chaque objetX ∈ C,

_̂
E(X) ⊆ _̂!X (6.6)

et

_E(X) ⊆ _!X (6.7)

oùE est la construction sur les objets dansC utilisée pour interpréter lebien sûr.

Démonstration.SoitX un objet deC et soit(E(X), aff ′
X , cont′X) la structure de⊗-comonoïde

commutatif fournie par le modèle. Soit enfinder′X le morphisme déréliction associé àX dans
C. D’après le théorème 6.17, il existe un morphismeder′X,∗ dansNCOHK deE(X) dans!X
tel queder′X,∗ # derX = der′X . De plusder′X,∗ = id[E(X), ∗] #!(der′X) et, d’après la preuve
du théorème 6.17, l’ensembleid[E(X), ∗] est donné par le lemme 6.16 pourA = E(X), aff′

X

etµA = cont′X . En utilisant le fait queC est multi-ensembliste, on obtient que :
– le morphisme!(der′X) deNCOHK(!E(X), !X) est égal a l’ensemble :

{([[a1], . . . , [an]], [a1, . . . , an] | n ∈ N, ai ∈ E(X)}

– le morphismeid[E(X), ∗] deNCOHK(E(X), !E(X)) est l’ensemble de tous les élé-
ments(x, [x1, . . . , xn]) de |E(X) (!E(X)| pour lesquels il existe une suite(yi)0≤i≤n

d’éléments deE(X) telle quey0 = x, yi = xi+1 + yi+1 pour chaquei < n, etyn = [].
En composant, on en déduit queder′X,∗ est l’ensemble de tous les éléments(x, [a1, . . . , an]) de
|E(X) (!X | pour lesquels il existe une suite(yi)0≤i≤n d’éléments deE(X) telle quey0 = x,
yi = [ai+1] + yi+1 pour chaquei < n, etyn = []. Ce qui se simplifie en

der′X,∗ = {(x, [a1, . . . , an]) ∈ |E(X) (!X | | x = [a1] + . . . + [an] + []}.

Finalement, comme|E(X)| ⊆ |!X |, le morphismeder′X,∗ est égal à{(x, x) | x ∈ |E(X)|}, et
c’est donc que la relation d’inclusion deE(X) dans!X est un morphisme deNCOHK . En
utilisant (6.1), on obtient alors les deux inclusions (6.6)et (6.7).

Nous disons que le modèle catégorique multi-ensemblisteC de MEILL est non-uniforme
lorsque la trame deE(X) est égale àMfin(|X |), pour tout objetX deC.

Corollaire 6.19 (échec de séquentialité).Pour toutK ⊆ N\{0, 1} et dans toute sous-catégorie
C deNCOHK qui est un modèle multi-ensembliste non-uniforme deILL , la relation

f = {([è], è), ([é], è), ([è, é], è)}
est un morphisme de typebool→ bool.

seul la comonade exponentielle serait différente de celle deNCOHK .
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Remarques6.20.
– Ce corollaire est à notre avis un résultat négatif fort puisque cette relationf n’est l’in-

terprétation d’aucun terme dePCF. Plus généralement, nous pensons qu’il ne peut pas y
avoir de calcul séquentiel interprétable dansC dans lequel cette relation soit l’interpréta-
tion d’un terme.

– La relation, très similaire,{([Ä, Ä], Ä), ([Å, Å], Ä), ([Ä, Å], Ä)} est elle l’interprétation de
λb. ÍÅ b ÎÏÐÑ (ÍÅ b ÎÏÐÑ Ä ÐÒÓÐ Ä) ÐÒÓÐ (ÍÅ b ÎÏÐÑ Ä ÐÒÓÐ Ä).

Démonstration.Il suffit de remarquer quef est bien un morphisme de!bool⊗!bool versbool
dansNCOHN\{0,1}. Le reste s’en déduit en utilisant le foncteur d’oubliUN\{0,1},K et le corol-
laire 6.18.

Ö �¤ ���¦�� ���
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�
Définition 6.21.

Pour chaqueK ⊆ N\{0, 1}, soitNCohK la sous-catégorie pleine deNCOHK dont les
objets sont les espacesK-cohérentsX deNCOHK tels que :

NX ⊆ ∪a∈|X|MK{a}. (6.8)

Cette catégorieNCohK est clairement close pour les constructions sur les objets orthogo-
nal, avec, plus, tenseur etpar. On vérifie facilement que c’est encore le cas pour la construc-
tion bien sûr. En effet, supposons queX est un objet deNCohK et soit un multi-ensemble
[xi | i ∈ I] neutre dans!X . Alors il existe une famille(aj

i )
1≤j≤p
i∈I telle que, pour chaquei ∈ I,

xi = [aj
i | 1 ≤ j ≤ p] et, pour chaquej tel que1 ≤ j ≤ p, [aj

i | i ∈ I] ∈ NX . En
utilisant la propriété (6.8) pourX , nous obtenons qu’il existe une famille(aj)1≤j≤p telle que
aj

i = aj(∀i, j) et en conséquent tous lesxi sont égaux.

Théorème 6.22.Pour chaqueK ⊆ N\{0, 1}, la catégorieNCohK équipée de la structure
logique deNCOHK (debien sûr!) est un modèle deLL dont l’exponentielle est encore libre.

Démonstration.On a vérifié la stabilité deNCohK par toutes les constructions logiques de
NCOHK . Les constantes0, >, 1 et ⊥ sont des éléments deNCohK . Et commeNCohK

est une sous-catégorie pleine deNCOHK , NCohK est bien un modèle dénotationnel de la
logique linéaire pour les mêmes constructions sur les objets et les morphismes que celles qui
équipent le modèle deLL dansNCOHK . La preuve du théorème 6.17 est encore une preuve
de ce que l’exponentielle deNCohK est libre.

Remarque6.23. Les objets deNCohK sont des espaces deMK-cohérencedéterministes.3

Rappelons que le déterminisme d’un espace deP -cohérence implique que l’intersection
d’une clique et d’une anti-clique de cet espace contient au plus un point. On en déduit le corol-
laire suivant.

Corollaire 6.24. Dans le modèle relationnel deLL +démon+divergence+Mix , pour chaque
formuleA, l’interprétation de toute preuve deA et l’interprétation de toute preuve deA⊥ s’in-
tersectent en au plus un point.

Pour autant, tout point de l’interprétation relationnelled’une formule n’est pas l’intersection
d’une clique et d’une anti-clique de son interprétation dans NCohK . Nous pouvons facile-
ment caractériser les points de rencontre d’une clique et d’une anti-clique comme l’ensemble
des points de la trame dont la puissance est entièrement neutre. Dans le cadre des espacesK-
cohérents nous appelons cet ensemble latrame neutre.

3Mais la propriété (6.8) est strictement plus forte que le déterminisme.
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Définition 6.25 (trame neutre). Soit X ∈ NCohK . La trame neutredeX , notée|X |N,K (ou
encore|X |N), est l’ensemble{a ∈ |X | | MK({a}) ⊆ NX}.

Exemple 6.26. L’espaceK-cohérentG de l’exemple 6.14 page 129 est un objet deNCohK . Et
nous avons :[a, b] ∈ |!G|N,K , si K ⊆ {2}, [a, b, c] ∈ |!G|N,K et sinon[a, b, c] /∈ |!G|N,K .

Un résultat clé concernant la trame uniforme est sabonne sociabilitéavec lebien sûr.

Lemme 6.27 (lemme clé).PourX ∈ NCohK on a

|!X |N,K = {x ∈ Mfin(|X |N,K) | supp(x) ∈ Cl(X)}

Démonstration.Soit x ∈ |!X |N,K . Alors pour chaquek ∈ K, il existe une famille(aj
i )

j∈J
1≤i≤k

telle que[aj
i | j ∈ J ] = x et, pour chaquej ∈ J , [aj

i | 1 ≤ i ≤ k] ∈ NX . Par la propriété (6.8),
pour chaquej ∈ J , aj

1 = . . . = aj
k. Donc pour chaquek ∈ K, pour chaquea ∈ x, k.[a] est

neutre dansX . Donc supp(x) ⊆ |X |N,K. Chaquey ∈ MK(supp(x)) est une multi-section
du multi-ensemble(]y).[x] ∈ N!X ⊆ _̂!X , doncsupp(x) est une clique. Ceci prouve que
|!X |N,K est un sous-ensemble de{x ∈ Mfin(|X |N,K) | supp(x) ∈ Cl(X)}. Réciproquement,
soit x ∈ Mfin(|X |N,K) tel quesupp(x) est une clique deX . Alors k.[x] ∈ _̂!X pour chaque
k ∈ K. De plus chaque élémenta de x est tel que, pour chaquek ∈ K, k.[a] ∈ NX donc
k.[x] ∈ _̂!X , pour chaquek ∈ K. Doncx ∈ |!X |N,K .

Exemple 6.28. Dans(!G)⊥, l’ensemblex = {[a, b], [a, c]} ⊆ |(!G)⊥|N,K n’est pas une clique si
2 ∈ K mais est une clique si2 /∈ K. Donc[[a, b], [a, c]] n’est pas un élément de|!(!G)⊥|N,{2}

mais est un élément de|!(!G)⊥|N,{3}.

Le lemme 6.27 a de nombreuses conséquences.

Définition 6.29. Soit X ∈ NCohK . La restriction neutrede X est le sous-espace deX de
trame|X |N, c’est à dire l’espaceK-cohérent réflexif(|X |N, NX ∩ M, _X ∩ M, ^X ∩ M)
où M = MK(|X |N). La restriction neutre d’une cliquex de X estx ∩ |X |N. Le foncteur
NK : NCohK → NCohK , parfois noté simplementN , est celui qui associe aux objets et aux
morphismes leur restriction neutre.

Vérifier queNK est bien un foncteur et queNK(X) est bien un espace réflexif est direct.

Lemme 6.30. Le foncteurNK commute avec toutes les constructions additives et multiplica-
tives et avec l’orthogonal. De plusNK ! = NK !NK .

Démonstration.La première partie du lemme est directe.
Sur les objets,NK ! = NK !NK est une conséquence du lemme 6.27. En effet, dans l’égalité

|!X |N,K = {x ∈ Mfin(|X |N,K) | supp(x) ∈ Cl(X)}

établie par ce lemme,Cl(X) peut être remplacé parCl(NKX), puisquesupp(x) ⊆ |X |N,K .
Cela donne directement|!X |N,K = |!NKX |N,K . L’égalitéNK ! = NK !NK sur les morphismes
est une conséquence directe de l’égalité sur les objets.

Les espacesK-cohérents réflexifs sont exactement les espacesK-cohérents réflexifs dont la
trame est égale à la trame neutre. Ces espaces forment une sous-catégorie deNCohK .

Définition 6.31. SoitK ⊆ N\{0, 1}. UnespaceK-cohérent uniformeest simplement un espace
K-cohérent réflexif, c’est à dire tel queNX = ∪a∈|X|MK({a}). Nous notonsCohK la sous-
catégorie pleine deNCohK (et deNCOHK) dont les objets sont les espacesK-cohérents
uniformes.
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Rappelons que dans dans un espace deP -cohérence, donc en particulier dans un espaceK-
cohérent uniformeX , chacune des relationŝ_X , _X , _̂X , ^X détermine toute la structure
de l’espace. Un espace{2}-cohérent uniforme est juste un espace de cohérence ordinaire.

Le foncteurNK envoieNCohK sur CohK et surCohK , NK agit comme le foncteur
identité.

les constructions additives et multiplicatives deNCohK , ainsi que l’orthogonal, préservent
l’uniformité des espacesK-cohérents. Ce n’est pas le cas pour le foncteurbien sûr. Le lemme 6.27
donne une idée précise de la manière de définir une exponentielle uniforme qui soit un foncteur
dansCohK .

Définition 6.32. On définit un foncteurbien sûrdansCohK , noté !
u
, en posant!

u
= NK !. On

note?
u

le foncteurpourquoi pasassocié.

La trame de!
u
X est alors

| !
u
X | = {x ∈ Mfin(|X |) | supp(X) ∈ Cl(X)}

et la cohérence de!
u
X est donnée par :

M ∈ _̂ !
u

X ssi{m | m 2 M} ⊆ _̂
X .

Cette définition des exponentielles se présente comme une version sensible aux multiplicités
des exponentielles hypercohérentes introduites dans [Ehr93].

Le théorème 6.33 établit que cette définition donne naissance à de nouveaux modèles uni-
formes ainsi qu’à un moyen très direct d’obtenir l’interprétation uniforme d’une formule ou
d’une preuve dans l’un de ces modèles à partir de l’interprétation non-uniforme correspondante.

Théorème 6.33.Pour chaqueK ⊆ N\{0, 1}, CohK équipée des exponentielles uniformes et
de la structure multiplicative-additive standard est un modèle catégorique de la logique linéaire.
De plus :

1. pour toute formuleA de la logique linéaire, larestriction neutrede l’espaceK-cohérent
[A]K est l’interprétationK-cohérente uniforme[A]uK de la formuleA ; et, pour toute
preuveπ, la restriction neutre de l’interprétationK-cohérente[π]K deπ est l’interpréta-
tion K-cohérente uniforme[π]uK deπ.

2. L’exponentielle deCohK est libre.

3. Le modèleCoh{2} est exactement le modèle cohérent multi-ensembliste standard.

Démonstration.Pour montrer queCohK est un modèle de la logique linéaire il reste unique-
ment à équiper!

u
d’une structure de comonade(!

u
, deru, digu) surCohK telle que l’adjonction

associée soit monoïdale (voir [Bie95]). Ceci fournira notamment les isomorphismes (naturels)
!
u
> ∼= 1 et !

u
(A & B) ∼= !

u
A ⊗ !

u
B. Pour montrer le point1 de la seconde partie du théorème

il suffit de montrer que : pour touteconstructioncatégoriqueC(·, . . . , ·) sur les objets ou les
morphismes utilisée pour l’interprétation des formules oudes preuves dans une catégorie∗l-
autonome (voir [AC98]), siC(·, . . . , ·) est la construction correspondante dansNCohK et si
Cu(·, . . . , ·) est la construction correspondante dansCohK alors

NC(·, . . . , ·) = Cu(N(·), . . . , N(·)).

Or, pour ce qui est de la structure multiplicative-additive(commune) deNCohK et CohK ,
nous avons déjàNC(·, . . . , ·) = Cu(N(·), . . . , N(·)). Nous avons aussiN ! = !

u
N (lemme 6.30).

Donc, si nous montrons que(!
u
, N der, N dig) est bien un structure de comonade surCohK ,

queN !> ∼= 1 et que, pour chaque paire d’objetsX , Y deNCohK , N !(X & Y ) ∼= N !X⊗N !Y
nous aurons alors montré, d’une part, queCohK est bien un modèle catégorique deLL et,
d’autre part, le point1 de la seconde partie du théorème. (La monoïdalité de l’adjonction induite
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par la comonade(!
u
, N der, N dig) sera alors conséquence de la monoïdalité de l’adjonction

induite par la comonade(!, der, dig)). C’est ce que nous faisons maintenant.
Nous posons doncderu,X = N(derX) et digu,X = N(digX) pour chaqueX ∈ CohK .

Nous obtenons ainsi deux transformations naturellesderu : N !→̇N id etdigu : N !→̇N !! dans
CohK .

MaisN est le foncteur identité surCohK , dansCohK , N ! = !
u

etN ! = N !N (lemme 6.30).

Ceci donneN !! = !
u

!
u
, etN !!! = !

u
!
u

!
u
, dansCohK . Doncderu etdigu sont en fait des transfor-

mations naturellesderu : !
u
→̇ id etdigu : !

u
→̇ !

u
!
u
.

Nous déduisons de la structure de comonade(!, der, dig) de NCohK les commutations
de diagrammes requises pour que(!

u
, deru, digu) soit une comonade. Ce faisant, la seule étape

non triviale est de montrer que, pour chaqueX ∈ CohK , N dig!X = digu, !
u

X et N der!X =

deru, !
u

X .

!X

I!X

digX

!!X

! derX

!X

!X

I!X

digX

!!X

der!X

!X

!X

digX

digX

!!X

! digX

!!X
dig!X

!!!X

︸ ︷︷ ︸

N

︷ ︸︸ ︷

!
u
X

I !
u

X

digu,X !
u

!
u
X

!
u

deru,X

!
u
X

!
u
X

I !
u

X

digu,X !
u

!
u
X

deru, !
u

X

!
u
X

!
u
X

digu,X

digu,X !
u

!
u
X

!
u

digu,X

!
u

!
u
X

digu, !
u

X

!
u

!
u

!
u
X

Cela se fait de la manière suivante. Pour chaquef ∈ NCohK(N !X, !X), on a!f # dig!X =
digN !X # f doncN(!f # dig!X) = N(dig!N !X # f) et ainsiN !f # N dig!X = N(digN !X) # Nf .
L’ensembleidN !X peut être vu comme le morphisme inclusioni de deN !X dans!X . On obtient
alors les égalitésd’ensemblesN !i = id !

u
!
u

X etNi = id !
u

X . Donc, en prenantf = i dans l’éga-

lité N !f # N dig!X = N(digN !X) # Nf , on obtient l’égalité d’ensembleN dig!X = N digN !X ,
c’est à dire finalementN dig!X = digu, !

u
X . En partant de l’égalitéN(der!X # i) = N(!i #

der!X), on prouveN der!X = deru, !
u

X de la même façon.

La structure de⊗-comonoïde commutatif associée à!
u

dansCohK est alors l’image par

le foncteurN de la structure de⊗-comonoïde commutatif associée à! dansNCohK . Le fait
que(!

u
, deru) est co-libre tient essentiellement dans l’égalitéderu,X = derX (∀X ∈ CohK).

En effet, soit(A, uA, µA) un ⊗-comonoïde commutatif deCohK et soitf ∈ CohK(A, X).
On aN(f∗) # deru,X = N(f∗ # derX), où f∗ est l’unique morphisme de comonoïde com-
mutatif deNCohK(A, !X) tel quef∗ # derX = f . On a alors queN(f∗) : A → !

u
X est

un morphisme de comonoïde commutatif. Par ailleurs le morphisme inclusioni : !
u
X →!X

est aussi un morphisme de comonoïde commutatif. Comme ces morphismes de comonoïde se
composent,N(f∗) # i : A →!X est encore un morphisme de comonoïde commutatif. On a
alors les égalités d’ensembleN(f∗) # i = N(f∗) et, parderX = deru,X , N(f∗) # i # derX =
N(f∗) # deru,X = f . Par unicité def∗, c’est queN(f∗) # i = f∗. Nous obtenons alors l’égalité
d’ensemblef∗ = N(f∗), et le fait que!

u
est co-libre en découle.
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Soit X ∈ Coh{2}. Alors [x, y] ∈ _̂ !
u

X ssi∀a ∈ x, ∀b ∈ y, [a, b] ∈ _̂
X , c’est à dire ssi

supp(x + y) est une clique. Donc dansCoh{2} qui est la catégorie des espaces de cohérence
standard,!

u
est la construction standard dubien sûrmulti-ensembliste. On montre sans diffi-

culté que la structure de comonade de!
u

est aussi la structure standard et que les constructions

multiplicatives-additives sont aussi les constructions standards.

Définition 6.34 (multicohérence).Nous appelonsmulticohérences4 les objets deCohN\{0,1}.
Et nous appelonsmulticohérences non-uniformesles objets deNCohN\{0,1}. Nous parlons
alors du modèle multicohérent (dansCohN\{0,1}) et du modèle multicohérent non-uniforme
(dansNCohN\{0,1}).

La seule différence entre les multicohérences et le hypercohérences est que dans les multi-
cohérences les multiplicités sont prises en compte par la relation de cohérence.

Ü &_ &( êëV3 U1*�T U3.13/ .* .æR.-�* U]3/
Les hypercohérences peuvent être vues comme des multicohérences où la cohérence d’un

multi-ensemble ne dépend que de son support. Ceci nous permet de considérer la catégorie des
hypercohérences comme une sous catégorie pleine des multicohérences, où la structure multi-
plicative additive est la même que celle des multicohérences. Nous généralisons ce point de vue
en considérant des hypercohérences non-uniformes.

Définition 6.35 (hypercohérence non-uniforme).DansNCohN\{0,1}, une hypercohérence
non-uniforme est une multicohérence non-uniformeX = (|X |, _̂, _̂) qui vérifie

_̂ = supp−1(supp(_̂X)) ∩MN\{0,1}(|X |) et

_̂ = supp−1(supp(_̂X)) ∩MN\{0,1}(|X |).

Remarque6.36. Une hypercohérence non-uniformeX est donc un espace deP∗
fin-cohérence

(|X |, Γ, Γ⊥), déterministe (Γ∩Γ⊥ ⊆ {{a} | a ∈ |X |) vue ici par commodité comme un espace
de MN\{0,1}-cohérence(|X |, supp−1(Γ) ∩ MN\{0,1}(|X |), supp−1(Γ⊥) ∩ MN\{0,1}(|X |))

vérifiant la propriété (6.8). Dans cette section, nous disons que(|X |, Γ, Γ⊥) est l’espace de
P∗

fin-cohérence sous-jacent deX .

Dans ce cadre, une hypercohérence est juste une multicohérenceX = (|X |, _̂X , _̂X) telle
que_̂= supp−1(supp(_̂X)) ∩MN\{0,1}.

Les hypercohérences et les hypercohérences non-uniformesdéfinissent des sous catégories
pleines deNCohN\{0,1}, notées respectivementHc etNHc. De plusHc est une sous-catégorie
pleine deCohN\{0,1} et la structure multiplicative-additive induite par celledeNCohN\{0,1}

est la même que la structure multiplicative additive standard du modèle hypercohérent.
On définit une opérationS sur les objets deNCohN\{0,1} comme suit. SiX est une multi-

cohérence non-uniforme, alorsSX est une hypercohérence non-uniforme de trame celle deX
et telle que siµ ∈ MN\{0,1}(|X |), alors

µ ∈ _̂
SX ssi{u ∈ MN\{0,1}(|X |) | supp(u) = supp(µ)} ⊆ _̂

X et

µ ∈ NSX ssi{u ∈ MN\{0,1}(|X |) | supp(u) = supp(µ)} ⊆ NX .

On a donĉ SX = supp−1(supp(^X)) ∩MN\{0,1}.
On vérifie facilement que siX est une multicohérence non-uniforme, alorsSX est une

hypercohérence non-uniforme et que, siX est une multicohérence, alorsSX est une hyperco-
hérence. De plus, siX est une hypercohérence non-uniforme, alorsSX = X .

Dans la remarque 3.54, nous citons l’existence d’une version multi-ensembliste des expo-
nentielles dont nous ne décrivons que l’action sur les objets du bien sûrqui lui est associé.

4La théorie des graphes ne fournit pas d’appellation pour cesgraphes, et contrairement à la situation des hypercohé-
rences qui sont des hypergraphes, les multigraphes existent mais ne sont pas des multicohérences.
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C’est au cours d’une discussion avec A. Bruasse-Bac que nousavons découvert cette version de
l’exponentielle et que nous avons montré que cette exponentielle est libre dans la catégorie des
hypercohérences. À notre connaissance l’existence d’une version multi-ensembliste des expo-
nentielles n’avait pas été explorée avant. Nous rappelons la définition de sonbien sûr, !

mh
, dans

la catégorieHc.

Définition 6.37. Le foncteur !
mh

deHc dansHc est défini comme suit. SiX est une hyperco-

hérence alors!
mh

X est l’hypercohérence de trame{µ ∈ Mfin(X) | supp(µ) ∈ Cl(X)} et telle

que siµ ∈ MN\{0,1}(| !
mh

X |) alorsµ ∈ ^ !
mh

X ssi il existe un éléments de^X tel que

∀x ∈ µ, ∃a ∈ s, a ∈ x

∀a ∈ x, ∃x ∈ µ, a ∈ x.

Si f est un morphisme deHc(X, Y ) alors

!
mh

f = {([ai | i ∈ I], [bi | i ∈ I]) | ]I ∈ N, (∀i ∈ I, (ai, bi) ∈ f),

{ai | i ∈ I} ∈ Cl(X) et{bi | i ∈ I} ∈ Cl(Y )}.

Remarque6.38. Sur les objets deHc, l’opérationS !
u

agit comme lebien sûrmulti-ensembliste

!
mh

des hypercohérences. De plus,!
u

et !
mh

ont la même action sur les morphismes deHc. On

étend alors l’opérationS aux morphismes deNCohN\{0,1}. On a alorsS !
u

= !
mh

(dansHc).

Pour autant, l’opérationS n’est pas un foncteur.

La première partie de la remarque qui établit queS !
u

= !
mh

sur les objets et les morphismes

se vérifie facilement. Nous montrons sur un exemple pourquoiS n’est pas un foncteur (de
CohN\{0,1} dansHc, a fortiori deNCohN\{0,1} dansNHc).

Exemple 6.39. L’espaceG de l’exemple 6.14 est une hypercohérence. SoitY la multicohé-
rence donnée par|Y | = {b1, b2} et ^ [Y ] = {[b1, b2]}. Et soit un sous-ensemblef =
{(a, b1), (b, b1), (c, c2)} de |G ( Y |. Alors f est un morphisme deCohN\{0,1}(X, Y ) mais
Sf = f n’est pas un morphisme deHc(SG, SY ). En effet, on vérifie facilement quef est une
clique deG ( Y et quef n’est pas une clique deSG ( SY , puisque, comme_SY = ∅ et
[a, b, c] ∈ _SG, [(a, b1), (b, b1), (c, b2)] ∈ ^SG(SY .

L’égalité S !
u

= !
mh

dansHc suggère la définition d’une exponentielle non-uniforme dans

NHc. Nous prenons donc commebien sûrnon-uniforme surNHc, l’opérationS!.
L’action de cette opération sur les morphismes est claire (c’est celle dubien sûrdu modèle

relationnel). Nous décrivons son action sur les objets en nous référant aux espaces deP∗
fin-

cohérence déterministes sous-jacents. SiX est une hypercohérence non-uniforme d’espace de
Pfin-cohérence sous-jacent(X, Γ(X), Γ⊥(X)), alorsS!X est l’hypercohérence non-uniforme
d’espace deP∗

fin-cohérence sous-jacent(|SX |, Γ(S!X), Γ⊥(S!X)) dont la trame est|SX | =
Mfin(|X |) et donc la cohérence est déterminée par :

Γ⊥∗(S!X) = {u ∈ P∗
fin(|X |) | ∃s ∈ Γ⊥∗(X), s / u}

Γ(S!X) ∩ Γ⊥(S!X) = {{µ} | µ ∈ Mfin(|X |N) et supp(µ) ∈ Cl(X)}.

Théorème 6.40.

1. La catégorieNHc équipée dubien sûrS! est un modèle de la logique linéaire pour lequel
le foncteur d’oubliU dans la catégorie des relations est logique.

2. Le foncteurN deNHc équipée deS! dansHc, équipée de!
mh

est logique.

3. Les exponentiellesS! etS !
u

sont respectivement libres dansNHc etHc.
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La preuve de ce théorème consiste en une adaptation des preuves de la proposition 6.15, du
théorème 6.17 et du théorème 6.33. Un partie de la preuve peutse dériver simplement de ces trois
résultats, en remarquant que pour chaque multicohérence non-uniformeX on aS!X = S!SX
etNSX = SNX .

Remarque6.41. Le corollaire 6.18 s’applique àS! et à S !
u
, et le résultat négatif du corol-

laire 6.19 s’applique àS!.

Ü &_ &% a* SS, V/3/ 3b+3./ -* ..3 S/
Comme pour la sémantique hypercohérente, la sémantique multicohérente admet une struc-

ture exponentielle ensembliste.
Son foncteurbien sûr, noté!

e
est définit comme suit. SiX est une multicohérence alors!

e
X

est la multicohérence de tramePfin(X) et de cohérence donnée parµ ∈ ^!
e

X ssi il existe une

multi-section strictement incohérente deµ. Si f est un morphisme deCohN\{0,1}(X, Y ) alors

!
e
f = {({ai | i ∈ I}, {bi | i ∈ I}) ∈ | !

e
X ( !

e
Y | | ]I ∈ N et∀i ∈ I, (ai, bi) ∈ f}.

La structure de comonade est similaire à celle des hypercohérences ensemblistes etS !
e

est le

bien sûrensembliste des hypercohérences.

Théorème 6.42.

1. Le modèle des hypercohérences non-uniformes et le modèlemulti-ensembliste des hyper-
cohérences définissent le même collapse extensionnel.

2. Pour toutK ⊆ N\{0, 1}, le modèleNCohK et le modèleCohK définissent le même
collapse extensionnel. En particulier, le modèle des espaces de cohérence non-uniforme
et le modèle multi-ensembliste des espaces de cohérence définissent le même collapse ex-
tensionnel, et le modèle des multicohérences non-uniformeet le modèle multi-ensembliste
des multicohérences définissent le même collapse extensionnel.

3. Le collapse extensionnel du modèle multi-ensembliste des espaces de cohérence est le
modèle ensembliste des espaces de cohérence.

4. Le collapse extensionnel du modèle multi-ensembliste des multicohérences est le modèle
ensembliste des multicohérences.

5. Le collapse extensionnel du modèle multi-ensembliste des hypercohérences est le modèle
ensembliste des hypercohérences.

Ce théorème se prouve en cinq applications du critère de Melliès tel qu’énoncé dans le théo-
rème 2.1. Pour prouver les deux premiers points on définit dans les deux cas les deux familles
de morphismesθ et ζ en posant l’égalité d’ensemblesθX = ζX = !

u
IX . Pour prouver les trois

derniers points on définit dans les trois cas la familleθ de morphismesθX : !
e
X → !

u
X en

posantθX = {(supp(µ), µ) | µ ∈ | !
u
X |} et la familleζ de morphismesζX : !

u
X ( !

e
X en

posantζX = {([ai | i ∈ I], {ai | i ∈ I}) | {ai | i ∈ I} ∈ | !
e
X |}. Les commutations de

diagrammes requises sont alors faciles. On conclut en remarquant que les modèles ensemblistes
cohérent, multicohérent et hypercohérent sont tels que la relation d’équivalence extensionnelle
est à chaque fois l’égalité.

Ü &_ &\ ìTQR3.+ -, S-+T ^ í* U^ U3 /RVT U-3RU
Du point de vue des modèles, la seule différence entre le modèle hypercohérent et le modèle

multicohérent réside dans l’interprétation des exponentielles.
L’interprétation hypercohérente du type de base des booléen et son interprétation multicohé-

rente coïncident. C’est l’espacebool de trame{Ä, Å} et dont l’incohérence stricte est l’ensemble
des multi-ensembles finis dont le support est égal à{Ä, Å}.
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Les espaces!
e
bool, et S !

e
bool sont aussi égaux et il en va encore de même des espaces

!
e
(bool & . . . & bool) ( bool etS !

e
(bool & . . . & bool) ( bool.

On en déduit la proposition suivante, vraie dans les hypercohérences ([Ehr99]).

Proposition 6.43 (sous-définissabilité).dans le modèle multicohérent ensembliste toute clique
de !

u
(bool& . . . & bool) ( boolest sous-définissable dansPCF.

Cette proposition montre que, sur les types simples avec comme unique type de base le type
des booléens, le modèle des multicohérences capture la notion (syntaxique) de séquentialité à
l’ordre 1.

Nous montrons maintenant par un exemple que les modèles multicohérents ensemblistes et
hypercohérents ensemblistes ne définissent pas les mêmes ensembles de cliques sur les types
simples.

Exemple 6.44. Pour l’hypercohérenceG des derniers exemples, on a que{a, b} et {c} sont des
éléments de| !

e
G| = |S !

e
G|. De plus({a, b}, Ä) et({c}, Å) sont des éléments de| !

e
G ( bool| =

|S(!
e
G) ( bool|. La relationF = {({a, b}, Ä), ({c}, Å)} est une clique de l’hypercohérence

S(!
e
G) ( bool mais F n’est pas une clique de la multicohérence!

e
G ( bool puisque

[{a, b}, {c}] est cohérent mais[Ä, Å] est strictement incohérent.

CommeG est un sous-espace de l’interprétation de(bool×bool×bool) → bool, l’exemple
précédent montre qu’il existe un type simple dans l’interprétation duquel il existe un ensemble
de points de la trame qui est une clique pour les hypercohérences et qui n’est pas une clique
pour les multicohérences. Nous ne connaissons pas d’exemple de type simple pour lequel on
ait, à l’inverse, un ensemble de points qui soit une clique pour les multicohérences mais pas une
clique pour les hypercohérences.

Il n’y a, a priori, pas de notion syntaxique de ce qu’est la séquentialité à un ordre supé-
rieur et c’est la sémantique qui fournit une telle notion. Dans [Lon02], J. Longley travaille sur
l’hypothèse que, dans la hiérarchie des types simples, il y aune unique notion sémantique de
séquentialité d’ordre supérieur, à extensionnalité près.Le fait que les modèles multicohérents
ensemblistes et hypercohérents ensemblistes capturent tous deux la notion de séquentialité à
l’ordre 1 (proposition 6.43), mais ne définissent pas les mêmes ensembles de cliques sur les
types simples, nous semble plaider contre cette hypothèse.
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L’objectif poursuivi dans cette thèse était d’établir une comparaison fine entre les jeux et les
hypercohérences, qui fournisse notamment une anatomie du résultat de collapse extensionnel
obtenu par T. Ehrhard dans [Ehr99].

Dans cette direction, nous avons découvert qu’une opération de reconstruction du temps dans
les hypercohérences, le déploiement en tours, suggérait ladéfinition d’une sémantique dejeux à
bord pour la logique linéaire polarisée. Nous avons montré l’existence d’une telle sémantique.
Nous avons alors obtenu un résultat de projection de cette sémantique sur la sémantique hyper-
cohérente. Mais ce résultat est pour l’instant limité à un cadre sans exponentielles. Par ailleurs,
le déploiement en tours suggérait l’utilisation de la construction exponentielle des algorithmes
séquentiels pour le modèle de jeux. Mais ce n’est pas la structure exponentielle dont nous avons
équipé notre modèle de jeux à bord. Toutefois, les résultatsde déploiement sont principalement
à valeur heuristique et, d’autre part, il n’est pas exclu qu’il y ait des modèles de jeux à bord pour
d’autres structures exponentielles, y compris une variante à la algorithmes séquentiels. Nous
revenons sur ce point un peu plus loin.

L’uniformité de la sémantique hypercohérente rendait difficile l’approche de la comparaison
avec les jeux par « oubli du temps ». Nous avons donc défini une sémantique hypercohérente
non-uniforme, ayant une certaine canonicité catégorique :le bien sûrest libre. Ce faisant, nous
avons obtenu un certain nombre de résultats inattendus. Ainsi l’existence du modèle des mul-
ticohérences met en question la notion de séquentialité d’ordre supérieur. La notion de lieux
de l’interaction, utilisée pour le retour aux sémantiques uniformes, et l’idée de considérer des
para-règles, empruntée à la Ludique, donnent un nouvel éclairage sur les modèles statiques et
sur l’uniformité. Cet éclairage révèle aussi de nouvelles propriétés du modèle relationnel : dans
ce modèle, la rencontre d’une preuve et d’une contre-preuvecontient au plus un point, et ce
point est localisé dans un partie particulière de l’interprétation des formules.

Le modèle relationnel utilise une exponentielle multi-ensembliste. Mais les exponentielles
pour lesquelles les hypercohérences et les multicohérences forment des modèles extensionnels
sont ensemblistes. Par ailleurs, lesbien sûrensemblistes ne sont pas libres. Il y a là un léger
écart, entre le modèle relationnel et les modèles extensionnels statiques, qui semble étranger à la
question de l’uniformité. Nous pensons qu’il serait intéressant de construire des versions exten-
sionnelles des modèles hypercohérents et multicohérents multi-ensemblistes, tous deux bâtis sur
une nouvelle version du modèle relationnel. L’idée consisterait à interpréter les agents par des
multi-ensembles plutôt que par des ensembles (relations, cliques), sans changer l’interprétation
des formules. L’interprétation des preuves tiendrait alors compte des multiplicités. La composi-
tion d’un multi-ensemblef sur un ensembleA × B et d’un multi-ensembleg sur un ensemble

143
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B × C serait alors le multi-ensembleg surA × C qui, à un élément(a, c) deA × C, associe
la multiplicité finie

∑

b∈B f(a, b) × g(b, c). Bien entendu, pour que cette composition soit bien
définie, il faut que le nombre de pointsb pour lesquels les termes de cette somme sont non-nuls
soit fini. Notre hypothèse est que pour le modèle relationnelutilisant des multi-ensembles la
rencontre d’une preuve et d’une contre-preuve doit contenir au plus un point,avec la multipli-
cité un. Une telle idée semble aussi pouvoir s’appliquer aux sémantiques de jeux. Un intérêt
supplémentaire de cette démarche serait de pouvoir ainsi faire l’économie d’une anatomie du
collapse extensionnel du modèle hypercohérent multi-ensembliste sur le modèle ensembliste
dans la comparaison avec les jeux.

Nous revenons maintenant sur la question de l’existence d’autres versions des exponentielles
pour les jeux à bord. Ce que nous exposons maintenant est bienentendu sujet à caution, faute
d’une rédaction plus détaillée.

En premier lieu, il est possible de définir une exponentielleà la algorithmes séquentiels dans
les jeux à bord. Lebien sûrserait alors interprété par la construction]a de la section 5.15, sui-
vie d’un décalage positif. Nous avons montré, dans la section 5.2, qu’il n’était pas possible de
définir un modèle de la logique linéaire intuitionniste interprétant lebien sûrpar la construction
]a. Pour autant, avec cette exponentielle, il est possible d’obtenir à la fois un modèle deLLpol et
une catégorie cartésienne close correspondant à une version à bord des algorithmes séquentiels,
où les jeux seraient bien terminés. Ceci tient essentiellement au fait que siA etB sont des jeux
bien terminés alors]a A_B est encore un jeu bien terminé, car isomorphe au jeu bien terminé
↓ ]a A ( B, tandis que]a A n’est pas bien terminé. Cette bonne terminaison est essentiel pour
la fonctorialité des constructions. Ainsi on peut montrer que]a est un foncteur dès lors qu’il ne
s’applique qu’à des jeux bien terminés (ce qui n’est typiquement pas le cas dans un modèle de
ILL où on veut pouvoir faire deux]a l’un après l’autre). Nous voyons deux intérets immédiats
à un tel résultat. D’une part cela ouvre la voie à une description des algorithmes séquentiels
dans un cadre de jeux à bord et nous pensons notamment à une présentation par des algorithmes
symétriques correspondant à celle donnée dans [Cur93]. D’autre part, nous pourrions alors uti-
liser les résultats obtenus sur le déploiement des hypercohérences pour donner une preuve, dans
le cadre des jeux à bord, du résultat de [Ehr99] qui établit que les hypercohérences forment
le collapse extensionnel des algorithmes séquentiels. Cette preuve ne nous apprendrait rien de
vraiment nouveau sur ce résultat de T. Ehrhard, mais elle aurait le mérite de confirmer l’intéret
des jeux à bord.

Deuxièment, on peut adapter aux jeux à bord la notion de pointeur, présente dans les jeux à
la Hyland et Ong, et s’en servir pour définir une exponentielle non-uniforme. On obtient alors
une relation de pointage dans laquelle, dans les parties, une occurrence de coup peut pointer
sur plusieurs occurrences de coups antérieures à la fois (ceci n’a jamais lieu dans les jeux à la
Hyland et Ong). On retrouve alors la reversibilité et la projection sur le modèle relationnel, mais,
cette fois ci, avec les exponentielles.

Il n’y a pas à proprement parler de notion d’arène pour ces jeux à bord, mais on peut faire
en sorte d’utiliser la notion d’arène des jeux polarisés d’O. Laurent. Dans ce cadre une partie
pointée définit unsous-arbre avec multiplicitésde l’arène qui n’est autre que le point du modèle
relationnel sur lequel la partie se projette par oubli du temps. Cette projection se transpose
aux jeux polarisés standards, avec un affaiblissement du résultat de projection : le projetté de
l’interprétation jeux d’une preuve est seulement inclu dans l’interprétation relationnelle de cette
preuve. Néanmoins cette projection est prometteuse sur lesjeux polarisés car elle permet de voir
les parties dans les jeux polarisés comme des suites de points de la trame d’une hypercohérence
uniforme.
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Cette thèse porte sur les propriétés mathématiques du Calcul et, plus particulière-

ment, sur le déterminisme et la séquentialité. Dans une perspective issue de la théorie de la
démonstration, elle porte aussi sur l’accès aux ressources, avec l’étude desexponentiellesde la
Logique Linéaire, ainsi que sur l’interactivité interne duCalcul, dont la Ludique de J.-Y. Girard
tire par ailleurs parti.

Notre point de vue est celui de lasémantique dénotationnelle: nous modélisons le Calcul
en interprétant sesagentspar des objets invariants par exécution. Les modèles sont dedeux
sortes : certains, statiques, exhibent des relations qui unissent les agents du Calcul, et d’autres,
dynamiques, focalisent sur l’historique des interactionsentre agents, comme dans la sémantique
desjeuxoù les agents sont des stratégies.

Le modèle deshypercohérences, où les agents sont des cliques dans des hypergraphes, bien
que statique, a de bonnes propriétés de séquentialité : T. Ehrhard a montré que les hypercohé-
rences forment lecollapse extensionneldes algorithmes séquentiels. La dynamique du Calcul
y est internalisée : nous la reconstruisons, pardéploiementd’hypergraphes. Nous obtenons des
jeux à bordoù lespolarités logiques, telles qu’étudiées par O. Laurent, prévalent. Le bord est le
lieu où les calculs terminent. Dans le cas linéaire il correspond précisément, par effacement des
historiques, au modèle statique desrelations.

Les hypercohérences sont un raffinementuniformede ce dernier modèle. Uniforme signi-
fie que les agents n’anticipent leurs arguments que comme produit par d’autres agents. Cette
uniformité efface de la structure du Calcul et limite les possibilités de reconstruction.

Un récent procédé de A. Bucciarelli et T. Ehrhard fournit desmodèles non-uniformes proches
des hypercohérences. Nous en améliorons certains en construisant leurexponentielle libre. Ces
modèles non-uniformes ne sont pas séquentiels mais, chose surprenante, le déterminisme est au
rendez-vous. Le retour à l’uniforme consiste alors en une restriction simple et immédiate aux
lieux de l’interaction. Ceci fournit un cadre sémantique très modulaire, idéal pour la comparai-
son avec les modèles dynamiques.

Ce travail met aussi en évidence une réversibilité temporelle des jeux à bord, correspondant
au passage à l’orthogonal. Nous montrons comment cette réversibilité suggère une nouvelle
lecture des jeux polarisés d’O. Laurent ([Lau02b]) qui devrait fournir le bon cadre pour la com-
paraison avec les hypercohérences.


