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CHAPITRE 1

Introduction

Cette thése porte sur les propriétés mathématiques dulGa&qgue nous entendons ici par
Calcul est, au sens large, I'activité qui consiste a tramsfo des ingrédients selon des direc-
tives simples pour produire un résultat. Plus précisénments nous intéressons a la part ma-
thématisable de cette activité. Aussi cette thése ne pafitepas sur la cuisine, les procédures
juridiques ou lgiu-jitsu (« régles procédurales de la souplesse »).

Nous distinguons, traditionnellement, deux niveaux dehéwiatisation dans I'étude des
propriétés mathématiques du Calcul. Au premier niveatagdisde représenter le Calcul dans
les mathématiques, c’est le niveau de la Syntaxe. Se ratthéhce niveau : la pamécanique
des mathématiques (le calcul arithmétique tel qu’enseidiéeole, par exemple), les machines
abstraites, les automates, la machine de Turing, les tgrbabléens (a I'ceuvre dans les calcu-
lettes, les ordinateurs,...), les langages de prograrométa preuve formelle en logique mathé-
matique, en partie née du désir de mécaniser le raisonneapgrirtient aussi a ce niveau. Pour
le calcul sur des entiers, le contenu opératoire des diftésssyntaxes (ce qui est calculable) est
équivalent. On peut alors parler du Calcul sur les entieussécond niveau, nous devons donner
une définition mathématique de certaines propriétés dwCdls'agit d’interpréter le Calcul
par des notions mathématiques qui fassent sens. C'estdawnde la Sémantique, sur lequel se
situe cette thése. Nous nous intéressons, plus précisgmiensémantique en ce qu’elle offre
un point de vue distant, potentiellement porteur d’intui nouvelles sur le Calcul.

Les objets qui agissent au sein du Calcul, ses agents, soalderithmes. Une donnée
pour un calcul peut toujours étre considérée comme le gddaitirni par un algorithme qui
n'attend pas d’entrée. Dans notre cadre, les agents sa#t.typs types définissent quels agents
agissent sur quels autres agents. Un agent dedype B s'applique a un agent de typepour
donner un agent de typB. La notion importante est celle d’exécution. L'exécutianahlcul
est représentée par une procédure de réécriture sur lessabamprocédure de réécriture met
les agents sodsrme normaleLa forme normale d’un agent de tygeobtenu en appliquant un
agent de typed — B a un agent de typd, est le résultat de cette I'application. L'application
de la fonction carré, de tydd — N, a I'entier natureR donne I'entier2? qui se réécrit sous
forme normale en I'entiet.

Une preuve formelle est une succession finie d’opérationdesiformules logiques produi-
sant une formule conclusion. Si on a une preuve de la formdideune preuve de la formulé
implique B, alors I'opération denodus ponensous permet de former une preuve@eCette
preuve deB utilise un lemme qui est la preuve deimplique B. En Déduction Naturelle on a
une procédure de réécriture des preuves qui élimine 'udagéemmes.

Il existe une correspondance entre les preuves en Dédudtarrelle et les algorithmes,
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8 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

exprimés em-calcul typé, pour laquelle la procédure d’élimination d&ames coincide avec

la procédure d’'exécution des algorithmes @laéduction des termes). Cette correspondance
est appelée correspondance de Curry-Howard. Elle nousepelenvoir les preuves formelles
comme des algorithmes.

La Logique Linéaire, introduite par J.-Y. Girard ([Gir87Pst une syntaxe ayant de nom-
breuses bonnes propriétés. Une des caractéristiquestanpes de la logique linéaire est qu’elle
représente un calcul sensible aux ressources. La notioesdeurce remplace ici celle de don-
née. AinsiA fleche linéaireB est une formule qui signifie que si on a exactement une ressour
de typeA, alors on peut produire une ressource de tiy@n consommant cette ressource de
type A. La ressourced fleche linéaireB est elle aussi consommeée. Bien entendu, il est aussi
possible de représenter des ressources indéfiniment diggsmrC’est le réle des modalités ex-
ponentielles. Ainsibien slrA, noté! A, signifie qu’une ressource de tydeest disponible autant
de fois que nécessaire. La logique linéaire a un grand poaxpressif. On peut, par exemple,
traduire la Déduction Naturelle en logique linéaire. Lanfiole A implique B se traduit el A
fleche linéaireB. C'est ce qu’on appelle la décomposition linéaire de la #eichuitionniste.

La notion d’exécution, en logique linéaire, est représeptr I'élimination des coupures (une
forme d’élimination des lemmes, due & Gentzen).

Dans cette thése nous ne nous intéressons pas vraimenttarda des résultats d'un algo-
rithme, au temps de calcul qu'’il nécessite ou a ce qui estilzite et a ce qui ne I'est pas. Nous
nous intéressons plutét a la nature du Calcul et plus pr@eiséa certaines des ses propriétés
intrinséques. Ces propriétés sont notamment :

Le déterminisme. Sur une méme entrée, nous avons un méme résultat.
La séquentialité. Un calcul s’exécute étape par étape.

La convergence ou la terminaison.les calculs terminent, autrement dit, on obtient toujours u
résultat, et ce, en un nombre fini d'étapes.

Nous interprétons les agents du Calcul par des objets antarpar exécution. Linterpreé-
tation obtenue est ce qu’on appelle une sémantique démmtatie. La dénotation d’un agent
est I'agent en lequel il se réécrit, sa forme normale. Aiasiiénotation d€ + 1 est3, et en
sémantique dénotationnelte+ 1 et 3 doivent avoir la méme interprétation. La donnée d’'une
fonction d’interprétation des agents est ce qu’on appellmaodele dénotationnel.

La logique linéaire est tres liée a I'activité en sémantigaaotationnelle. Une part de la
découverte de la logique linéaire peut d’ailleurs étralatére a cette activité. En effet, I'inter-
prétation de la Déduction Naturelle dans les espaces auiséagla premiere, révélé la décom-
position linéaire de la fleche intuitionniste. Dans cett&s#) nous travaillons principalement
avec la logique linéaire comme syntaxe du Calcul.

Une interprétation dénotationnelle standard associe lgoxitomes les fonctions gqu'ils cal-
culent. Le modéle obtenu est alors etensionnelLe fait qu’une fonction associe a une entrée
un unique résultat correspond au déterminisme. La conmeegest le fait que la fonction asso-
ciée a un algorithme est totale. La convergence en un nombra'dtapes correspond au fait
que, pour calculer un résultat fini, la fonction associée algarithme n’utilise qu’une part finie
des données. Dans le modéle des espaces cohérents, lessageniterprétés par des fonctions
stables. La stabilité assure que, pour chague atome déatésalbulé par une fonction sur une
donnée, il existe une part minimale de la donnée qui permedideler cet atome de résultat. La
séquentialité est plus mystérieuse au niveau des fonct@mgeut I'exprimer pour des agents
simples calculant des résultats atomiques sur des dontéegjaes. Mais la généralisation na-
turelle de cette définition de la séquentialité ne permetdgadéfinir un modele dénotationnel
dans un cadre extensionnel ([Ehr99]).

La stabilité forte a été introduite par A. Bucciarelli et ThrBard ([BE94]). Dans une cer-
taine mesure, elle permet d’exprimer la séquentialité dansadre extensionnel ([Ehr99]). Les
hypercohérences forment un modéle de la logique linéaiteyduit par T. Ehrhard ([Ehr93]),
donnant une présentation simplifiée de la stabilité fortessforme de cliques, représentant les
agents, dans des hypergraphes, représentant les formules.



La séquentialité est mieux représentée dans un cadre sqoeoll les agents sont interpré-
tés par I'historique des interactions atomiques dont ittt sapables avec d’autres agents. Les
sémantiques dénotationnelles de ce type dgnamiqueau sens ou le temps y est explicitement
représenté. Par opposition, les sémantiques qui ne manias des historiques d'interactions,
comme les espaces cohérent ou les hypercohérencestatiuiesUne sémantique dynamique
typique est la sémantique des jeux. Les formules de la legyggont interprétées par des jeux
a deux joueurs, représentés par un ensemble de partiesi¢timighies de rencontre entie
Joueuret'Opposan), et les agents y sont représentés par des stratégies plmurdar. Le mo-
déle des algorithmes séquentiels, introduit par G. BerB-&t Curien ([BC82]), est un modéle
de la séquentialité, qui peut étre reformulé dans la sémamties jeux ([Cur93]).

Par ailleurs, les sémantiques des jeux ont, les premigresjifun résultat de surjectivité
de la fonction d’interprétation, pour le calaetF (Programming Computable Function€ette
surjectivité établit que tout ce qui est un agent au sens dietaqune stratégie d’'une certaine
espece) est réellement un agent au sens de la syntaxe (nderar). On dit que les agents
du modele sont définissables et que le modeéle est pleineropmtlet. Dans cette thése, nous
ne cherchons pas a obtenir des résultats de pleine compléiutsi les agents, au sens de la
sémantique, ne seront pas forcément des agents, au sersydabee.

Plus généralement, la sémantique des jeux est un bon moyendie compte de maniére
abstraite de certaines propriétés du Calcul, d'un pointugeirnformatique. En fait, les séman-
tiques des jeux, bien que dénotationnelles, s’appareptaata de la syntaxe. Dans [Cur98],
P.-L. Curien décrit les arbres de Bohm abstraits, une sgrdaxs laquelle les stratégies de la
sémantique des jeux et les termes en forme normakcdgeuvent étre représentés. La dis-
tinction entre Syntaxe et Sémantique est aussi dépassgéadandique, introduite par J.-Y. Gi-
rard ([Gir01]). La Ludique est & la fois un calcul inspiré dddgique linéaire, ou les agents (les
desseinssont toujours en forme normale, et une sémantique des jgnterprétation est ici
fournie en interne, par la syntaxe, par le biaid'mhéeractivité internedu Calcul. Un agent y est
interprété par I'ensemble des interactions (les étapasgedlimination des coupures) dont il est
capable lors de la rencontre (la coupure) avec des conénetsg

Dans [Ehr99], T. Ehrhard montre que les hypercohérencessior lecollapse extensionnel
des algorithmes séquentiels. C’est ce résultat qui nousgiate dire que les hypercohérences
expriment la séquentialité dans un cadre extensionnek Rai01], J. Laird, étend ce résultat en
montrant que différents modeles de jeux, dont les algoeths@quentiels, définissent le méme
collapse extensionnel.

Ce résultat est surprenant a plus d'un titre. Le temps n'astgxplicitement représenté
dans les hypercohérences comme il I'est dans les jeux, guuds hypercohérences arrivent
a rendre compte de la séquentialité qui suppose une repaisardu temps. Les hypercohé-
rences doivent donc posséder une représentation implicitemps. Par ailleurs, le modéle des
hypercohérences repose sur des objets mathématiquessifigs hypergraphes) et pourtant ce
modéle exprime le Calcul aussi efficacement que le font ledétes de jeux du point de vue
extensionnel. Il est alors naturel de chercher a explititeeprésentation du temps dans les
hypercohérences. L'objectif est de comprendre commerityipsrcohérences arrivent & rendre
compte des propriétés du Calcul, et notamment de la séqligntNous pensons qu’une telle
compréhension est d'un grand intérét du fait de la simglidit modéle des hypercohérences.

Dans [Ehr99], la comparaison entre les algorithmes sé@glert les hypercohérences n’est
pas faite directement a tous les types : cette comparaidise utotamment un résultat de défi-
nissabilité relative. Ainsi, ce résultat de comparaisomloene pas une anatomie du lien entre
hypercohérences et modeéles de jeux.

Dans le chapitre 3, nous utilisons une technique de déptmédihypergraphes, analogue a
celle introduite par T. Ehrhard dans [Ehr00], pour recanstrune temporalité dans les hyperco-
hérences. Le déployé d’'une hypercohérence est un arbreogggnuvons voir comme un jeu.
Nous montrons que, sous certaines hypothéses, la mod#isgtpercohérente des formules
logiques coincide par déploiement avec des constructtandards dans les jeux. Le résultat le
plus important de ce chapitre concerne I'exponentielleshgphérente, pour laquelle nous obte-
nons une construction similaire a celle modélisaritién slrdans les algorithmes séquentiels.
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Nous ne pouvons pas utiliser les résultats obtenus sur leidégent pour donner une anatomie
compléte du lien avec les jeux. En effet,la correspondaaceéploiement entre les jeux et les
hypercohérences ne peut étre établie que sous certainethbgps qui confinent a de « petits »
types logiques. Les résultats de ce chapitre doivent doeaénsidéré comme de nature heu-
ristique. Dans cet esprit, I'introduction des jeux polésipar O. Laurent ([Lau02b]), nous a
permis d’analyser les déployés d’hypercohérences comsgdge polarisés. Ceci suggére que
le bon cadre pour effectuer la comparaison entre hypereabés et jeux est la Logique Linéaire
Polarisée (L pol).

Le modéle hypercohérent standard est finitaire, ce quifségmi’en I'absence de types de
base infinis, comme celui des entiers, les hypercohérencesodéle sont des hypergraphes
ayant un nombre fini de sommets. Néanmoins, du point de vueattulCil est naturel de
vouloir modéliser les entiers. Par allleurs, il existe dagantes dans la modélisation des ex-
ponentielles qui rendent le modéle hypercohérent non ffi@itRour ces raisons, une partie du
chapitre 3, est consacrée a équiper les hypercohérenaes@lation de cohérence infinie qui
nous permet d'établir les résultat de déploiement, en sogeeéralités, pour des hypergraphes
ayant un nombre au plus dénombrable de sommets.

Dans le chapitre 4, nous synthétisons une sémantique desfesmivant les résultats ana-
lytiques du chapitre 3. Comme dans[Lau02b], les jeux solarpes. lIs sont, de plus, équipés
d’'un bord. Le bord est le lieu ou les parties (les historiqiggteractions) terminent. Cette sé-
mantique des jeux donne un modéle de la version polariséedmeént de la logique linéaire
sans exponentielleBlALLP . Les hypercohérences sont aussi un modeleala p. L'opération
qui consiste a oublier les historiques pour ne conservetagieoups du bord fournit une pro-
jection du modele de jeux dans les hypercohérences quiegtatible avec I'interprétation des
agents. Ce résultat est valable poaxLLP et nous devons I'étendre aux exponentielles pour
donner un cadre correct de comparaison entre les hypemuter et les jeux.

Les constructions des jeux polarisés a bord opérent de measyenétrique sur les débuts
et fin d’historiques. En fait, ce modéle daLLP est réversible : I'opération inversant le temps
dans les historiques correspond, d’'une part, au passageholjonal sur les formules et, d’autre
part, laisse inchangée l'interprétation des preuves, &tablissement des polarités pres. La
signification de cette réversibilité demande encore a @tmgpcise.

A la fin de ce chapitre, nous montrons que la donnée d’'un matiele logique linéaire in-
tuitionniste (LL) dans les jeux négatifs suffit a étendre notre modele de jexexonentielles,
pour obtenir un modeéle da pol.

Le chapitre 5 est consacré a une présentation des constreiettiponentielles dans les jeux.
Ceci fournit un modéle da.L et donc un modéle deL pol. La construction exponentielle que
nous employons n’est pas une construction standard. Efliéteeentre celle employée dans les
algorithmes séquentiels et les constructions exponéagides sémantiques de jeux introduites
par S. Abramsky, R. Jagadeesan et P. Malacaria dans [AJM34),(d’'une part et par M. Hy-
land et L. Ong dans [HOOOHQ©), d’autre part. Il est malheureusement impossible d’abtam
modéle deLL pour I'équivalent de la construction exponentielle deorathmes séquentiels
dans les jeux a bord.

Le travail effectué dans ces trois chapitres souléve deelmsvdifficultés pour la compa-
raison entre jeux et hypercohérences. Une part de ces d#dient a la propriété dhiformité
des exponentielles. Sans entrer dans le détail, dans ua oadorme, les agents n’anticipent
leurs arguments que comme produits par d’autres agents. @gtormité fait que I'hypergraphe
interprétant une formulkA dans les hypercohérences a pour sommets un ensemble d'dgent
type A. En conséquent, il est nécessaire de manipuler la notioarsgme d’agent (I'équivalent
des preuves) pour construire l'interprétation d’'une folemtontenant des modalités exponen-
tielles.

Dans un cadre uniforme, il n’y a aucune chance de pouvoidéteaux exponentielles, de
facon totale, la projection des jeux sur les hypercohégrauge nous avons obtenue au cha-
pitre 4. A 'opposé, dans un cadre non-uniforme, l'intetatién des formules peut étre faite
sans avoir a considérer l'interprétation des preuves, corigst déja le cas pour le fragment
de la logique linéaire n'utilisant pas les exponentielans un tel cadre, il devrait étre facile
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de projeter les jeux sur les hypercohérences. Pour autdes, jgpux fournissent facilement un
cadre non-uniforme il n’en va pas de méme des hypercohé&ence

Les sections 6.3 et 6.4 du chapitre 6, sont dédiées a tromeemation d’exponentielle non-
uniforme pour la sémantique hypercohérente. Nous utiigmur cela un procédé introduit par
A. Bucciarelli et T. Ehrhard ([BEO1]) qui fournit des sémigiies dénotationnelles statiques
non-uniformes. Ce procédé ne fournit pas directement desrbghérences non-uniformes. Par
ailleurs, le modéle le plus approchant des hypercohéreaiteau par ce procédé avait un cer-
tain nombre de défauts au nombre desquels I'impossibitéadcomparaison avec le cadre
hypercohérent standard (uniforme). Nous remplagons leéfizadion des exponentielles four-
nie par ce procédé par des constructions plus canoniquegrnsude la théorie des catégories
(les exponentiellelibres). Nous obtenons ainsi des modéles non-uniformes gérgmatisspec-
tivement les espaces cohérents et les hypercohérencesolimmons aussi un nouveau modéle,
les multicohérences. Etonnamment, ces modéles sont déistes, au sens ol un agent et un
contre-agent s'intersectent en au plus un point. Le retoxingodeles uniformes est alors extré-
mement simple : il s’agit d'une restriction, aprés coup, Bexx de I'interaction

En utilisant un résultat de P.-A. Mellies ([s02b]), nousacaérisons les collapse extension-
nels définis par ces différents modeles. Nous montrons gussies multicohérences contre-
disent une conjecture, émise par J. Longley ([Lon02]),rs&dquelle la seule notion de séquen-
tialité d’ordre supérieur est donnée par les hypercohésrcextensionnalité pres.

Les modéles non-uniformes considérés dans le chapitretébétis sur un méme modele
sous-jacent : le modeéle des ensembles et des relationgoDedit un cadre commun qui permet
de combiner simplement les différents modeles non-unigésrm

Dans ce chapitre nous introduisons aussi une notion ddoten interne du calcul au niveau
de la logigue linéaire, en nous inspirant d’idées dévelepppar J.-Y. Girard dans la Ludique.
Nous représentons cette interaction dans le modéle déisnsigoar la simple intersection d’en-
sembles. Nous utilisons cette notion trés naive d’intevagtour développer le point de vue que
l'uniformité sémantique correspond a une uniformité deytetaxe, a travers une restriction aux
seules interactions possibles.

Dans le dernier chapitre, en guise de conclusion, noustdissdes suites & donner a ce
travail.
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION



CHAPITRE 2

Préliminaires mathématiques

2.0.1 Notations, conventions

Nous utilisons la notationpour la composition des morphismes dans une catégorie t plu
précisément g est une catégorie, si, B etC sont des objets dé et si on a deux morphismes
feC(A B)etg e C(B,C)alorsf g g estun morphisme dé(4, C).

Polarités. On se donne un ensemble de deux éléménégatif positif} noté {—, +}. Une
polarité e est un élément de cet ensemble. On netela polarité inverse de (égale a— si
e=+et+sie=—).

Indexation : familles, suites. Unefamille sur un ensembl& est une fonction d’'un ensemble
I dansE. L'ensemblel est appelé ensemble d’indices ensemble indexarmte la famille. On
utilise souvent la notatioif;);c; ou f; = f(¢) pour donner la famillef. La famille estfinie
lorsquel est fini. Plus généralement éardinal d’'une familleest le cardinal de son ensemble
indexant. Lorsque la famill¢ est finie et gu'il existe une énumération de I'ensemble iadéx
I = {i1,...,in} On utilise aussi les notation$ (i1),41), ..., (f(in),in)) OU (fi, ..., fi.)
pour donner la famille. Lesupportd’une famille, est 'ensemblém f = {f(i) | i € I}.

Un élémentapparaitdans une famillef lorsque qu'il appartient a son support. Deux familles
f: I — E,g:J — F sontéquivalentes par ré-indexatidorsqu’il existe une bijection
h : I — J entre leurs ensembles indexant telle gueh = f.

Une suiteest une famille dont 'ensemble indexant est linéairemedobrené. Lalongueur
d’'une suite est son cardinal. Deux suites (I,<;) — E etg : (J,<;) — F sontéquiva-
lentes par ré-indexatiotorsqu'’il existe un isomorphisme d'ordfe: (I,<;) — (J <) entre
leurs ensembles indexant tel que h = f. L'équivalence par ré-indexation est une relation
d’équivalence compatible avec la cardinalité sur les flamiét sur les suites. Lsuite videsur
un ensemblé’ est I'unique suite d’ensemble indexdnsur E.

Multi-ensembles. Soit E un ensemble. De la méme maniére qu’un enserhbibéléments
de E (un sous-ensemble d€) est donné par une fonction d&— {0, 1} (la fonction caractéris-
tiquexr de F), un multi-ensemble sur un ensemlileest la donnée d’'une fonctign: £ — N.

Le supportsupp(x) d’'un multi-ensemble: est le sous-ensembje ! (N*) de E (de fonction
caractéristiqug - o 11). Un multi-ensemble est fini si son suppoyt—* (N*) est fini. La donnée
d'une famillef : I — E finie définit un multi-ensemble fini — #f~1(a) noté[f(i) | i € I

de support le support de la familfe Deux familles finies définissent le méme multi-ensemble

13
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fini ssi elles sont équivalentes par ré-indexation. Et lassgs d’équivalence par ré-indexation
sur les familles finies dé& sont les multi-ensembles finis sk Le multi-ensemble videnoté

], est la fonction constante égale a zéro. On écrit engate. ., a,,] pour le multi-ensemble
[a; | 1 < i < n]. Siyestun multi-ensemble, on écrit parfais 1 poura € supp(p).

L’ unionde deux multi-ensembleiset g, notéef + g, est la fonctioru — f(a) + g(a). Cette
union binaire se généralise en une union finie, (sur des lesrde multi-ensembles) not&e.
Pourk € Netf : E — N un multi-ensemblé;. f désigne le multi-ensemble— & x f(a). Si
f = g+halors lanotatiory — g désigne le multi-ensemble Les multi-ensembles sur un méme
ensemble de base sont naturellement ordonnés par I'orteesiannel (ou ordre ponctuel des
fonctions) noté simplement, i.e. f < gssiVa € E, f(a) < g(a).

On noteM (E) 'ensemble des multi-ensembles d’élémentdeVs, (E) 'ensemble des
multi-ensembles finis d’éléments deet My * (£) I'ensemble des multi-ensembles finis et non
vides d’éléments d&. Si f est une fonction d&' dans un ensemblE alors f s'étend en une
fonction deMiin (E) dansMiin(F') en posanyf ([a; | ¢ € I]) = [f(a;) | € I].

Mots. Un alphabetest un ensemble au plus dénombrable. Un élément d’un alpbstene
lettre. Un motsur un alphabedl est une classe d’équivalence pour la relation d’équivaeac
ré-indexation sur les suites finies deles suites éléments d’'un met sont toutes d’'une méme
longueur, appelée lmngueurdu motm et notéd|m||. Un motm sera souvent identifié a son
élément indexé par le$m|| premiers entiers non nuls. Sur tout alphabet, il existe uguen
mot contenant une seule suite (la suite vide, de longQgwre mot est appelé lmot videet
est noté. Sim est un mot sur un alphabeit qui est différent du mot vide, alors toutes les
suites éléments dex se terminent par un méme élémende A, la derniére lettredu mot, et
'ensemble des suites élémentsidetronquées a la longuelim|| — 1 est encore un mot sur
A, appelé lepréfixe immédiatle m. Réciproguement, si est une lettre sur I'alphabet et si
m est un mot surd alors il existe un unique mot, noté - a, de derniére lettre et de préfixe
immédiatm. On appelleconcaténatiofopération-. Un mot sur un alphabet est donc soit le
mot vide soit la concaténation d’'un mot sdret d’une lettre ded : m := ¢ | m - a. De méme
un mot non vide admet une unigpeemiére lettreet un uniquesuffixe immédiagt un motm et
une lettrea définissent un unique maet- m de suffixe immédiatn et de premier élémeiat La
concaténation s'étend en une opération entre mots, atise@ d'élément neutre en posant
m-e=c-m=met(m-a) - m'=m-(a-m).

On noteA* I'ensemble des mots sut etay...a, le mot(...(e-a1)-...) - a,. Si A*
est un alphabet, é¥ un sous-ensemble d&* alors la relationg définie sur les éléments de
S pars < s’ ssis’ = s -t pour un certain élémeritde A* est une relation d’ordre, appelée
ordre préfixe On note< l'ordre préfixe strict. On note A s’ le plus grand préfixe commun
de s et des’. La clbture préfixe d’'un ensemblg de mots sur un alphabéi«, notéev E, est
le sous-ensemblgp € A* | 3s € E,p < s} de A*. Lorsquem = s - w on note[m — s] le
motw. Lorsquem = s; - t - so on dit que le mot est un facteur den et on dit que le mot
prolonge le mot; dans le motn. On généralise la concaténation a des ensembles de mots en
écrivantEl - F'pour{s-s' | s € E, s’ € F'} lorsque cette écriture fait sens. Un alphabetera
parfois considéré comme I'ensemble des mots de longuderd* et un ensemble de mots sera
parfois considéré comme un alphabet. En particlier A)* est 'ensemble des mots d& de
longueur2.

Projections Si A et B sont des alphabets,si € B* etsiA C B alorsm[A est le mot de
l'alphabetA défini pare|A =, m-b][A = (m[A)-bsibe Aetm[A sinon.

Graphes et foréts de mots. Un graphe non orienté connexe acyclique estalgae Si on
distingue un sommet dans une algue celle-ci esdrbne et ce sommet est sacine Une forét
est un ensemble d’arbres.

arbre de motsLa donnée d’'un ensemble de m&tsiéfinit une forét (ou un arbre si tous
les mots de I'ensemble commencent par la méme lettre). $SBmsts sont les préfixes non
vides d’éléments dé&, ses racines sont les mots d’'une lettre et ses arrétes soatneots en
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relation de précédence pour I'ordre préfixe. Réciproquémea forét peut étre décrite par un
ensemble de mots sur I'alphabet égal a I'ensemble de sesainumique a cldture par préfixe
prés. Dans le cadre des ensembles de mots, nous préférterstiebre plutdt que de forét et
nous définissons donc I'arbre des mots donné par un ensembiietdS comme I'ensemble des
préfixes (éventuellement vide) des mots$léquipé de la précédence de I'ordre préfixe. Ceci
correspond a ajouter un élément a chaque forét de maniériaaedes arbres.

SoientA et B deux alphabetsly C A* et FF C B*. Si f : E — F est une bijection qui
préserve la taille des préfixes des paires de mots, au sens ou

Vs,s' € E,||f(s) A f(s) = lls A Sl

alors f est unisomorphisme d’arbreSi f est donné par une bijection entfeet B on dit que
l'isomorphisme d’arbre edbrt. En particulier un isomorphisme d’arbres entté et B* est
toujours fort. Cette notion d’'isomorphisme est une gématbn de la notion usuelle d'isomor-
phisme entre foréts (définie comme un isomorphisme de gsamhd’ordre, selon la définition
choisie pour les foréts) qui correspondraitici a prendret F' clos par préfixes.

2.0.2 Logique linéaire, logique linéaire polarisée
Lesformuleg(notationsA, B, C,...) de ldogique linéaire(LL) sont données par le langage :

A=0]T|1|L]
AGB|A&B|A®B|ARB|
At |74 1A,

quotienté par les équations-+ = A4, At © Bt = (A & B)*, At @ Bt = (A® B)t et
7A+ = (14)*.

Un contexte(notationI’, A) est un multi-ensemble de formules. On éctit, ..., A,, pour
le contexte[4,,...,A,] etT, A désigne le contexte obtenu par uniondeet A. SiT" =
Ai,..., A, estun contexte alofl§' désigne le contexted,, ..., !A,, et?T" désigne le contexte
2A1,...,7A,.

La donnée d'un contexte définit unséquent monolatéfe I" (en notation droite), la donnée
de deux contextel et A définit unséquent bilater@otéI’ - A. Le signe- se litthése

Une preuve (notatiom, 7’,...) de la logique linéaire en calcul des séquents moneksite
est la donnée d'un séquent monolatére, appé&iient conclusigret d’'un arbre dont les arétes
sont étiquetées par des séquents monolatéres et dont Iesesesont des occurrencesrégles
satisfaisant des contraintes de bonne formation relatwemux étiquettes de leurs arétes adja-
centes (et au séquent conclusion pour la régle a la racinarbed). Ces régles et les contraintes
qui leurs sont associées sont rappelées de facon synthé@ms le tableau 2.0.2. Les régles de
la logique linéaires peuvent étre présentées dans un ciatér®d définissant les méme preuves,
modulo I'équatior+- A, ..., A, T = A+, ... A, FT.

Dynamique. |l existe un ensemble (fini) de&gles de réécritursur les preuves de la logique
linéaire tel que toute preuve se réécrit en une preuve du séquent conclusion de qui
n'utilise pas la régleoupure C'est le théoreme de I'élimination des coupures. Dans teca
de la logique linéaire, quelque soit I'ordre d’applicatides régles de réécriture, la réécriture
termine toujours et la preuve obtenue, sans coupure, egieimhodulo certaines commutations
de régles (c'est le théoreme de normalisation forte, [G)r87

Il existe différents fragments de la logique linéaire obiepar ajouts de contraintes sur les
regles. Sauf mention contraire ces fragments satisfordriaalisation forte.

Une contrainte usuelle est de supprimer un groupe de régiexemple, ldogique linéaire
multiplicative-additivg MALL ) consiste en la logique linéaire privée des regles expaai kst

Lalogique linéaire intuitionnistéiLL ) est la logique linéaire exprimées dans un cadre bila-
tere, ou les preuves obéissent a la contrainte supplémeqgta, dans chaque séquent, il y a au
plus une formule a droite du sighe
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Groupe identité

FT,A FA AL

———— axiome (coupure)ou (cut)
FA, AL L, A
Groupe additif
to
FO, T (top)
FT,A FT,B FT,A; oui=1o0u2
(aveq (plug)
FT, A&B FI' AL © A
Groupe multiplicatif
L
bot
T, L (bod —
FT,A, B FT,A FA,B
————— (par) (tenseur)
FILA® B FILA,A® B
Groupe exponentiel
FI,7A,7A .
—————'" (contraction) Sl A (affaiblissement)
FT,7A FI,7A
FT,A F?A1, ..., 74,

— % (déréliction)
FT, 24

n, A '
(promotion)
F2A1,...,740,1A

TAB. 2.1 — Les regles de la logique linéaire
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Lalogique linéaire polarisé€LL pol) est obtenue essentiellement en limitant le langage des
formules pour ne former que deEsmules polariséedJne formule polarisée est soit ufemule
positive (notation P, P’,...), soit uneformule négativgnotation NV, N’, ...). Les régles de
formation sont les suivantes :

N:=T|L|N&N |NZ%N|?P
P:=0|1|N*|PoP |P2P|IN.

Avec ces contraintes on a la propriété que toutes les régiddasrégletop, préservent le fait
gu’il y a au plus une formule positive dans chaque séquettte @eopriété justifie que la regle
top soit contrainte de maniére a ce que sa conclusion ne costasplus d’'une formule posi-
tive. Les régles sont alors celles du tableau 2.0.2. Lediong\/, A/ désignent des contextes
ne contenant aucune formule positivd e¢st un contexte contenant au plus une formule posi-
tive.

Groupe identité

FT,N FAN,Nt
—— () : NN (e
FN, N FT, N
Groupe additif
to
T, T (top)

FT,N FIT,N’ (aved FN,P; oli=1ou2 (olus

I—F,A&B }_N, PP

Groupe multiplicatif

FT
(bot) un
F, L F1 (ur)
FT,N,N’ FN P FAN, P
———— (pan) - — (tens)
FI'ON B N FNN',P® P

Groupe exponentiel

FT,?7P,7P
[t Rt A (Cont) L (aff)
T, ?P T, 7P
= P 2Py, ..., 7Py, N
NP (der) : (prom)
FN, 7P F?Py, ..., 7Py, IN

TAB. 2.2 — Les régles deL pol

Il existe une autréogique linéaire polariséa laquelle on fait référence par la notatiarp
et qui differe de celle-ci par son groupe exponentiel. Nomrsngns ses régles exponentielles
dans le tableau 2.0.2.

Lalogique linéaire polarisée multiplicative-additiest un sous-systéme dep sans réegle
affaiblissement et sans régle contraction. Les modalitpsmentielled et ? ont alors comme
seul réle de permettre le changement de polarité. On changappellation ! est notéq et est
appeléalécalage positiet ? est notéd et est appelée leécalage négatifOn donne le groupe
de regles denALLP qui remplace les régles exponentielles.de dans le tableau 2.0.2.

La logique linéaire polarisée a été principalement étupgaeO. Laurent ([Lau02a]).
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FI',N,N
—2— " (cont) L (aff.)
FI,N FI,N
N, P FN,N
L (der) L (prom)
FN, 7P FN,IN

TAB. 2.3 — groupe exponentiel dep

FN,P FN,N
NP ) NN )

TAB. 2.4 — groupe décalages i@ LLP

2.0.3 Les sémantiques dénotationnelles

La normalisation forte de I'élimination des coupures fotune relation d’équivalence entre
preuves : deux preuves sont équivalentes si elles ont la f@d¥me normalei(e. sans coupure).
Et la regle de coupure fournit un moyen de composer les psegeenpatible avec cette relation
d’équivalence au sens ou la forme normale de la composigatedx preuves ne dépend que de
la forme normale de ces deux preuves. On retrouve la ménaisitudans le\-calcul, pour les
termes et la&3-réduction, ou encore darsk

La dénotation d’une preuve ou d’'un terme est sa classe d/@lgnice pour I'équivalence par
réduction (élimination des coupures guréduction) et elle est donnée par sa forme normale.

Une sémantique dénotationnelle est un cadre dans lequéétestations de preuves ou de
termes sont représentées par des objets mathématiques rifiture différente (parties d'un
ensemble, cliques dans un graphe, arbres de mots, ...) Heelee preuves ou des termes et
dans lequel une représentation de la composition des ppeuwvdes termes est aussi donnée.
L'objet d’'une sémantique dénotationnelle est de produiredistorsion du point de vue sur le
calcul de maniére a révéler une partie de ses propriétést anc plus juste de dire que la
sémantique fournit un cadre d'interprétation plutét qudadre de représentation du calcul.

Une sémantique dénotationnelle est traditionnellememhde par : une maniére d’interpré-
ter les formules ou les types; une maniere d’interprétepleaves ou les termes et, en particu-
lier, une maniére d’interpréter la composition des preeespure) ou des termes (application) ;
et, enfin, une démonstration de ce que l'interprétation desves et des termes est stable par
réduction {.e. par élimination des coupures ou garéduction). Cette derniére propriété est dite
de correction de la sémantique. Une sémantique peut fqultrsreurs options dans la maniere
de construire ces interprétations, nous parlons alors @lagour désigner les interprétations
obtenue pour un choix particulier d’options.

Habituellement, une sémantique dénotationnelle est dodags un cadre catégorique : une
catégorie est donnée, les formules ou les types sont iétéppar des objets, les preuves ou les
termes sont interprétés par des morphismes et la composgtaeprésentée par la composition
dans la catégorie. De plus, il existe une axiomatisatiobgmaique de la correction d’'un modeéle
pour différentes syntaxes. Ainsi un modele catégoriquead®dduction Naturelle minimale
(ou du\-calcul, ou dercF) est une catégorie cartésienne fermée et un modéle cajagatu
fragment multiplicatif de la logique lin€aire intuitiorsté est une catégorie monoidale close.

L'axiomatisation des modéles catégoriques de la logigéaiire est initialementdue a V. La-
font ([Laf88]) d'une part et & R. Seely d’autre part ([Seg88ks axiomatiques différent unique-
ment en ce qui concerne la modélisation des exponentielesomatique de Lafont a le défaut
de jeunesse d'étre un peu limitative puisque certains nesdedtégoriques de la logique linéaire
ne la satisfont pas (le modéle ensembliste des espacesntd)grar exemple). L'axiomatique
de Seely est un peu plus distante de l'interprétation dedai®, et en quelque sorte moins
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intuitive, avec comme bénéfice qu’elle met concretementaeéce le fait qu'un modéle ca-
tégorique de la logique linéaire intuitionniste fournitmodéle de la Déduction Naturelle (une
catégorie cartésienne fermée). L'axiomatique de Seelgsi an défaut de jeunesse, plus grave,
celui de ne pas étre suffisante pour la correction du modelas[[Bie95], G. Biermann dis-
cute ce probleme et il renforce notamment I'axiomatique eyspour obtenir la correction du
modele. Dans cette these nous adoptons I'axiomatique péepoar Biermann sous le nom de
nouvelle catégorie de Seely. Pour le détail de la structwiéipticative-additive ainsi que pour
I'adaptation aux modéles de la logique linéaire (pas see¢mL ), nous nous référons au livre
Domains and lambda-calcutie R. Amadio et P.-L. Curien ([AC98]). Dans [s02a], P.-A. Mel
lies propose une autre axiomatique, dans la continuité biede Lafont mais moins restrictive,
dont nous pensons gu’elle pourrait avantageusement reanpalle des nouvelles catégories de
Seely.

Sans entrer dans le détail, un modeéle catégoriqueLdest la donnée dans une catégorie
C d'une structurex-autonome(&z, T, ®, 1, —, L, ()*), que nous ne décrivons pas, et d'une
structure exponentiell@, {, aff, cont, der). Pour un modéle catégorique de , une partie de la
structurex-autonome n’est pas nécessaire. Dans la structure expelieenest un foncteur dé
dansC, aff est une famille de morphismef 4 : !A — 1, cont est une famille de morphismes
conty : !A — A ®!A etder est une famille de morphismeler, : !A — A, toutes trois
indexées par les objets de Ces trois familles sont utilisées pour interpréter respement
I'affaiblissement, la contraction et la déréliction. Lanstructionf est un foncteur d’une caté-
gorieK (la co-Kleisli deC) dansC. Cette catégori& est une catégorie cartésienne fermée dont
les objets sont les objets deet dont les morphismes dé dansB sont les morphismes del
dansB. Le foncteur} a un adjoint a droité/ qui est un foncteur d’oubli (laissant les objets a
l'identique et associant a un morphisrfie A — B deC le morphismelery § f : A — B de
C)! Ces deux foncteurs sont tels que U. Le foncteurf est donc une construction associant
a chaque morphismg: !4 — B deC un morphismef™ : !A — !B deC et cette construction
est en fait celle utilisée pour interpréter la promotion.

L'axiomatisation des modeles catégoriques.de, LLpol et MALLP est un travail en cours
(notamment autour de la notion de catégorie de contrdle 8elihger et de catégorie faible-
ment distributive de R. Blute, R. Cockett, R. Seely et T. Ti@) dont une partie a déja été
accomplie par O. Laurent dans sa thése. Comnp®l est un sous-systeme de, un modeéle de
LL esta fortiori un modéle de.L pol. Et bien queMALLP ne soit ni un sous-systéme saLL ,
ni un sous-systéme de , un modeéle devaLL suffit & faire un modéle deALLP en considé-
rant que les décalages n'ont aucune action sur les formulesioles preuves. Lorsque nous
ne pouvons pas nous ramener a un modélerdeu demMALL et a défaut d’'une axiomatique
éprouvée, nous montrons directement la correction deigsnaodeles d&ALLP etLLpol que
nous construisons dans cette thése.

2.0.4 La sémantique relationnelle

Il n’est pas toujours nécessaire de se placer dans un caédgodgue pour parler d’'un mo-
déle de la logique linéaire. Le modéle relationnel de ladogilinéaire est notamment un modéle
suffisamment simple pour qu’on puisse montrer sa correeticse passant de sa description ca-
tégorique standard dans la catégdriel des ensembles et des relations. Tous les modeéles de
la logique linéaire que nous considérons dans cette théisenit des constructions similaires a
celles du modele relationnel. Le modéle relationnel jomsiglus ou moins le réle d'ossature
commune a tous nos modéles. Nous rappelons donc rapidesnsdrnantique relationnelle de
la logique linéaire sans entrer dans le détail de sa deggripatégorique.

Formules. Une formule A est interprétée par un ensemti défini inductivement comme
suite :0] = |T| = 0, [1] = [ L] = {x}, |[A*| = |4], |[A® B| = |A&B| = |A| U|B]

1la condition que rajoute Biermann & l'axiomatique de Seslyceie ces deux foncteurs sont monoidaux et que
I'adjonction est elle-méme monoidale.
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silA| N |B| # 0 ou|A| + |B| autrement|A @ B| = |A ® B| = |A| x |B| et|!4] =
4] = Min(| Al).

Contexte. On utilise le calcul des séquents en notation droite de lgimginéaire. A associati-
vité et commutativité prés du produit Cartésien des ensesnbh interpréte sans difficulté
la virgule des contextes par war. On pose don¢A;, ..., A, = |[A1 & ... B A,| =
|[A1] X ... X |Ayl.

Preuve. Linterprétation d’'une preuve d’'un séquentI’ est un sous-ensemble & définie
inductivement, par cas sur la derniére régle, comme darabla 2.0.4. Pour les régles
additives il faut penser a rendre, si nécessaire, les eresrlet B disjoints avant appli-
cation de la régle.

Groupe identité

FT,A: f FA At g
FT,A:{(v,0) | Ja € |A], (v,a) € fet(da) € g}

FA A {(a,a) | a€|Al}

Groupe additif
FD,T:0
FT,A: f FI,B:g FT,A: f
FT,A&B: fUg FILA@B: f
Groupe multiplicatif
FT:f
FT, L f x {*.} F1:{x}
FT,AB: f FT,A:f FA,B:g
FT,ABB: f FTAA® B :{(v,6,(a,0)) | (v,a) € f,(6,b) € g}

Groupe exponentiel

T, A f FT,74,7A : f
FT,?7A: {(y,[a]) | (v,a) € f} FL,2A: {(v,z1 + x2) | (v, 21,22) € f}
FT: g F?Ay,. . A A f

cap)) | k€ NS, (¢, ..., 2, a;) € f}

ou fr={(> af,..., > ahla,...

1<j<k 1<5<k
TAB. 2.5 — Interprétation relationnelle des regles

Il est alors relativement facile de montrer la correctiomthdéle (la seule difficulté tient au
nombre de cas a écrire pour la procédure d’élimination depues elle-méme).

2.0.5 Collapse extensionnel

Soit un modéle dénotationnel du Calcul donné sous la formaaeltatégorie cartésienne
fermée(KC, =, x, T) contenant un certain nombre d’'objets jouant le role de tgeekase. Le
calcul considéré peut étre, par exempleydealcul,PCcFou la Déduction Naturelle. Usuellement
les types de bases sont le type des booléens et le type desewtiurels.
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L'idée du collapse extensionnel est de considérer les nmr@Es du modele comme des
fonctions agissant sur les types de bases ou sur d’autre8dos (on parle alors de fonction-
nelles).

Par fermeture cartésienne, tout morphismde [C(A, B) peut étre considéré comme un
morphismei de (T, C) ou C est soit I'objet des morphismes dedansB, A = B, soit
simplementB si A est I'objet terminalT de la catégorie. On dit alors queest un élément de
C. Réciproquement un élémefitde A = B peut étre considéré comme un morphisme die
K(A, B). Siz est un élément d€' et si f est un élément d€ — D on peut alors composegt
etz pour obtenir un élémerit: 5 ) de D, notéf(z). Ceci correspond & la notion d’application
d’une fonction & un argument.

Contrairement aux fonctions, deux élémefitet g de A = B peuvent trés bien vérifier
que f(z) = g(x) pour tout élément: de A sans quef et g soient égaux. Autrement dit le
modeéle fait des différences entre morphismes qui ne sordg@rstionnelles. On introduit alors
une relation d’équivalence partielle, appelée relatigrmdivalence extensionnelle et qui jouera
le r6le de I'égalité entre fonctions. Cette relationest définie entre éléments des objets du
langageA := ¢ | A = B ou les. sont les types de bases. Sur les types de bases, la relation
est juste I'égalité. La relationr A = B est définie comme suit. Jietg sont des éléments de
A = B, alors

fNAéBg <~ VI’,yEA,IENAy - f(ZE) ~B g(y)

Un élémentf de A = B est dit extensionnel lorsqué~,—p f. Si nécessaire, cette relation
peut aussi étre définie sur les types proddits B.

Pour les calculs qui nous intéresse, Xkealcul, PCF ou la Déduction Naturelle) la notion
d’'application du modele coincide avec la notion d'applamasyntaxique (I'application du-
calcul ou lemodus ponensPar correction on a alors que toute interprétation dedesmde
preuve est extensionnelle. Le quotient (partiel) du modatégorique par la relation d’exten-
sionnalité est alors encore un modéle dénotationnel dulc&e quotient est appelé le collapse
extensionnel du modeéle.

Dans cette thése, nous considérerons de tels collapsesiexteels de modéles, dans le
cadre particulier ou la catégorieest obtenue a partir d'un modéle catégoriuieiLL (comme
co-construction de Kleisli associée a la catégatieNous serons aussi amenés a comparer les
collapses extensionnels définis par différents modélégoaues de_L .

Dans [s02b] P.-A. Mellies définit un critére catégoriquefisaht pour que deux modeles
catégoriques de.L définissent le méme collapse extensionnel. Nous utilisenaritere uni-
guement dans le cadre ou les deux modéles desont données dans la méme catégorie et ne
différent que par la structure gu’elles associent aux egptelles. Ce cadre restreint corres-
pond en fait & une version antérieure et non publiée du er¢térMelliés et qui peut désormais
étre considérée comme un cas particulier d’applicationédultat établit dans [sO02b]. Nous
rappelons le critére de Melliés dans ce cas particulier.

Soit une catégori€ équipée de deux structures exponentielﬂ?,stl, affy, conty, dery) et
(é, 14, affa, conty, ders), telle queC soit un modéle catégorique de. pour chacune des deux

structures exponentielles et pour une méme structurepficdtiive additive(1, T, &, ®). Nous
supposons de plus qukest donnée avec un ensemble de types de hastsientTopUn,
I’isomorphismei'l’ 2 1 du premier modéle €fopUn, I’isomorphismeé'l’ = 1 du second

modéle.

Théoréme 2.1 ([s02b]).S’il existe une famill€f 4) acc de morphismeg, : iA — éA deC et
une famille(¢a) acc de morphismes, : éA — {A de( telles que, pour tout objet € C':
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— les diagrammes suivants commutent

'T 1A T 1A
1 1
TopUn“/ der1 A TopUnP/ YLA
A 1 ¢T Ca A
TOPUn;2 der? A TopUng\z\ AQ,A
T 1A 'T 1A
2 2 2

—sif: i‘l’ — Aetg: é‘l’ — A sont deux morphismes detels qued+ ¢ g = f alors le
diagramme suivant commute :

—sif: i‘l’ — Aetg: é‘l’ — A sont deux morphismes detels que(t 3 f = g alors le
diagramme suivant commute :

Alors les deux model€g, i) et(C, é) deiLL définissent le méme collapse extensionnel.

Dans les applications que nous ferons de ce théoreme nougcisgrons pas les types de
bases.



Premiere partie

Du statique au dynamique :
retrouver le temps
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CHAPITRE 3

Déploiement d'hypercohérences

3.1 Structure de jeux des hypercohérences

Nous voulons associer a chaque hypercohérencstuneture de jepyautrement dit un arbre
muni d’une notion de polarité (a deux valeurs) tel que legugtites successives sur une branche
alternent en polarité. Or une polarité naturelle dans Ilgsehyohérences est la valeur de co-
hérence d’'un ensemble de points lorsque cet ensemble est fion vide. Si ce n'est pas un
singleton, un tel ensemble est soit cohérent soit incolhé@mpeut alors faire coincider la po-
larité de cohérence avec la polarité des jeux. C’est effexctent cette intuition simple que nous
suivrons dans ce chapitre. Ainsi les coups dans la strudtujeu seront des sous-ensembles de
la trame et la polaritdoueurou Opposant’un coup sera donnée par sa valeur de cohérence. A
cohérent nous ferons correspondogieuret a incohéren®pposant

Avant de définir la maniére dont on associe une structure wl@ jehaque espace et d'en
étudier les propriétés sémantiques nous albyréterun petit peu nos hypercohérences. Es-
sentiellement nous souhaitons faire une étude la plus giéngwssible et pour cela nous devons
avoir acces a une valeur de cohérence pour des enseimfifésde points de la trame. En se
contentant de la valeur de cohérence pour des ensembleddipisints de la trame nous se-
rions cantonné a ne considérer pour nos structures de jeudephypercohérences finies. Nous
introduisons donc une généralisation des valeurs de cotére’infinie cohérence.

3.1.1 Infinie cohérence

Définition 3.1. Soit X une hypercohérence. Un sous-ensemble nonwidkepoints de la trame
de X est ditinfiniment cohérendansX lorsque :

Yu Cap x,Fv € T(X),u Cv C a.

L'ensemble des sous-ensembles infiniment cohérent denteetde X est notéA(X). Un sous-
ensemblenfiniment incohérentdansX est un élément dé& (X ). Un ensemble infiniment
cohérent (resp. incohérent) est dit strictement infinincehterent (resp. strictement infiniment
incohérent) lorsqu’il n’est pas réduit a un singleton. Oteny* (X) (resp.A* (X)) 'ensemble
des parties de la trame d€ strictement infiniment cohérentes (resp. strictement imfmt
cohérentes).

1Dans cette thése, pour signifier qu’un coup ou qu’une pagiesdin jeu sont de la polarité doueurou de la
polarité de IOpposantnous emploierons les mopsueur et opposantcomme s'il s'agissait d’'adjectifs (invariables).
Ainsi « coup joueur » signifie ici coup de la polarité doueur
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Remarque8.2 Une notion trés naturelle de sous-espace existe pour lesr¢gipérences : si
X est une hypercohérence etfsiest un sous-ensemble de la trameXalors le sous-espace
induit parX sur E est I'hypercohérence de tranieet de cohérence

I'x(E)=T(X)NPan(E).
L'infinie cohérence est clairement compatible avec cett®dnale sous-espace puisque
A((E,I'x(E)) = A(X)NP*(E).

La cohérence infinié\(X) est en fait égale a 'ensemble de toutes les unions filtrardes
vides d’éléments dE(X), i.e.

z€AX) <= ID " T(X), Yu,v € D,Fw € D,uUv Cw)etUD = z. (3.2)

Démonstration.Soit un élément de A(X). Pour chaque sous-ensemble finde z, il existe
un sous-ensemble fini non vidg dez qui contientu et qui est un élément d&(X'). Posons
D = {v, | u Cgn z}. Alors D est une partie filtrante non vide d&X) (car pour chaque
paire d'éléments,,, v, de D, v,,uy,, €St un élément d®) etuUD = x. Réciproquement si
D est une partie filtrante dé(X) alors, pour chague sous-ensemble firde UD, il existe un
sous-ensemble firli de D tel queu C UV et il existe un élément de D tel queUuV C w,
doncu Cw C D etw € I'(X). Ceci prouve bien queD € A(X). O

Les hypercohérences qui nous intéressent viennent de knsiéne. A ce titre, bien qu’elles
puissent étre de trame infinie, elles vérifient une condd®oardinalité trés utile pour I'étude de
la cohérence infinie. En I'absence du second ordre toutds/fercohérences de la sémantique
(de la logique linéaire ou d'un calcul simplement typé avamme types de bases les entiers ou
les booléens) sont localement finies. Pour une preuve desakaton se reportera a la section
'A cardinality issue’de [Ehr00]. Nous rappelons simplement la définition de ladde locale.

Définition 3.3. Soit une hypercohérencé et soita € |X|. On notePg, (| X|) 'ensemble des
parties finies déX| qui contiennent. Soit alors~x la relation d'équivalence supg, (| X|)
définie par

urx u' ssiVv € Pg,(|X]),ulv e T(X) < v Uv e T(X).

Le nombre de classes d’équivalences pour cette relati@ppsié ledegré réduidea. L'hyper-
cohérenceX est dite localement finie lorsque ce degré réduit est fini powirélément déX |.

Remarque$.4. Toute hypercohérence finie est localement finie. Par adl|darfinitude locale
est préservée par sous-espaces. Autrement dit,est une hypercohérence localement finie et
siE C |X|alors(E,T'x(F)) est localement finie.

Dans les cas d’hypercohérences localement finies, la cotenafinie se comporte, bon gré
mal gré, comme la cohérence. Pour établir quelques uns sigisats mettant en évidence cela
le lemme suivant est fort utile.

Lemme 3.5. Si X est une hypercohérence localement finie alors toute suit@(|X|) qui
est strictement croissante pour l'inclusion et qui altetes éléments dE(X) et del'*(X) est
de longueur finie.

Démonstration.Supposons qu'il existe une telle sulie= (.S;);en de longueur infinie. Le pre-
mier élément d&' contient au moins un point de la trame XeAppelons lex. Par croissance de
S, tous ses termes sont des élémentBfg| X |). Par alternance, la suifecontient une infinité
d’éléments strictement cohérents (et aussi une infinitéwtiénts strictement incohérents). Pour
chaque pairés;, s;) d'éléments strictement cohérents distingts4( 5) il existe un élémens’
de S qui vérifie syini;) S 5" S Smax(i,j)- AiNsi pour chacune de des pairgs, s; ), il existe
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uns’ tel ques,y,in(, ;) U s’ est strictement incohérent car égal &t s,,..(; ;) U s’ est strictement
cohérent car €gal &,,..(;,j)- Doncs; #x s;. Ainsi S contient une liste infinie d’éléments de
P (]X]) dont les classes d’équivalence peux sont distinctes deux & deux. C’est en contra-
diction avec la finitude du degré réduit deet donc en contradiction avec la finitude locale de
X, ce qui conclut. O

Proposition 3.6 (caractérisation de la cohérence infinie)Si X est une hypercohérence loca-
lement finie alors un sous-ensemble non vidde la trame deX est infiniment cohérent si et
seulementsi:

Va€x,Fvel'(X),a€vCxetVw Ch, z,v Cw = w e I'(X).
ou de maniére équivalente si et seulement si
Vu Cap 2, Fv € T(X),u Cv C zetVw Cg, 2,0 Cw = w € T'(X).

Démonstration.L'équivalence entre les deux propriétés énoncées danfsogition est tri-
viale. La seconde est clairement plus forte que la premideegremiéere implique la seconde :
il suffit de choisir un élément dew, d’obtenir ainsi urv comme dans la premiére propriété et
de choisirv U u pour lev de la seconde. On prouve le résultat (I'équivalence aveéfiaition

de la cohérence infinie) pour la premiere version de la cérgetion. La propriété de la pro-
position implique la propriété de la définition. La seule sha vérifier est donc I'implication
réciproque. Sic est un singleton les deux propriétés sont triviales et tagjoérifiées. On peut
donc supposer quecontient au moins deux élémerbtst c.

Supposons qu’il existe un élémente A(X) qui ne vérifie pas la caractérisation. Alors il
existe una dans| X | tel que pour chaque, sia € v Cg, x alors il existe un élément(v) de
I't(X) tel quev C o(v) Cgy, 2. De plus, lorsque n’est pas un singletom(v) est strictement
plus grand quey. Mais commez est infiniment cohérent on a aussi que pour chagusi
u Cf,, « alors il existe un élémenrtu) deI'(X) tel queu C e(u) Cgy, « et lorsques n'est pas
un singletone(u) est strictement plus grand que

Ainsi en posant uy = e({a,b,c}), ui+1 = e(u;), pour chaque entier naturel pairet
u;+1 = o(u;), pour chaque entier naturel impajron construit une suite strictement croissante
(u;)ien~ SUr'Pa,(X) alternant les éléments d& X ) et del'(X). Par le lemme.5, on a une
contradiction avec la finitude locale. Ceci conclut la peegue la caractérisation est correcte.

O

Propriétés générales
Propriétés:

3.7. La cohérence infinie est compatible avec la cohérence

Pan(X)NA(X) =T(X) (etdoncPs,(X)NAXY) =T+H(X)).

3.8. SiX estlocalement finie alors la cohérence infinépareX, c’est a dire que :
(a) seuls les singletons sont & la fois infiniment cohéreimtfgtiment incohérent,e.

AXH) NAX) = {{a}/a € |X]}.

(b) tout sous-ensemble de la trame Heest infiniment cohérent ou infiniment incohé-
rent,i.e.
AX)UA(XT) =P*(X).
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3.9. SiX est paralléle alors
VI C* N, ((Vl el,z; € A(X)) ANjere; # (Z)) = Ujerz; € A(X)

(et par passage a I'orthogonal on a la méme propriété pounfifiie incohérence dans
une hypercohérence série).

Démonstration de la propriété 7Si z est un élément dE(X) alorsx est aussi un élément de
A(X) (pour chague sous-ensemblélex on au C x Cg,, z eta € T'(X)). Soit maintenant
un sous-ensemble fini d&’| infiniment cohérent. Alors pour chaque sous-ensemble fifdx,
en particulier pout: lui-méme, il existe un élémentdeI’(X) tel queu C v Cgy, x. Lorsqueu
égalex, v égaler aussi done € T'(X). O

Démonstration de la propriété 8d.a propriété précédemment prouvée assure que tous les sin-
gletons sont a la fois infiniment cohérent et infiniment irdmt.

Soit maintenant un sous-ensemble non vide [d€| non réduit a un singleton et supposons
quezr € A(X)NA(X). On va alors obtenir une suite infinie contredisant la firgtlatale de
X grace au lemme 3.5.

Soienta etb deux éléments distincts dealors il existe un sous-ensemblgdex strictement
cohérent et contenantetb. De plus siu; est un sous-ensemble fini destrictement incohérent
alors il existe unu;y; strictement cohérent et tel que C wu;11 C x et siu; est un sous-
ensemble fini de: strictement cohérent alors il existe up.; strictement incohérent et tel que
u; € u;41 C x. Ceci garantie I'existence d’une suite infir{ig;);cn Strictement croissante et
dont les éléments alternent entre stricte cohérence etiestnicohérence. D’ou la contradiction.

O

Démonstration de la propriété 8tSupposons gu'’il existe un sous-ensemble non vide | X |
qui n’est ni infiniment cohérent ni infiniment incohérentr@oe X est localement finie on peut
utiliser la caractérisation de l'infinie cohérence de lggmsition 3.6 et en déduire quevérifie :

Ja € z,Yu; € T'(X), (a € u; Can © = Jupy € T*H(X), u; Cujy C )
3b €z, Vu; € TH(X), (b € us Can = Juiyr € T*(X),u; C uipr C ).

En choisissant,, égal a{a, b} on obtient alors une suite infinie contredisant la finitudmle
par le lemme 3.5. O

Démonstration de la propriété 9Si I est un singleton il n'y arien a prouver. On commence par
prouver la propriété pouf = {1,2}. Soientz; etz deux éléments dA(X), d'intersection
non vide. Soitz un élément de; Nx». Et soitu, un sous-ensemble fini non vide deUx,. Il faut
prouver qu'il existe un sous-ensemble cohérentde x5 qui contientu. Or, par cohérence de
x1, il existe un sous-ensemble cohérentlex; qui contient le sous-ensemble f{piNz)U{a}
dex;. De méme il existe un sous-ensemble fini cohévertez, et qui contienfuNazy) U {a}.

Par parallélisme d& et commev; et vy s'intersectentp = v; U vy est cohérent. De plus

u C v C x1 Uxs. La propriété poud = {1,2} est donc prouvée. Son extension a tddini

non vide est alors immédiate. Reste le cas/aulest pas un ensemble fini. Ce cas se raméne
au cas fini. En effet, soit une partie finie deJ;crz;. Alors il existe une famille fini€x;);c s
extraite de la famillg(x;);c; telle queu est encore un sous-ensemble finildg ;z;. On en
déduit I'existence d'un sous-ensemble cohéreté U, ;; qui contientu. Maisa fortiori v est

un sous-ensemble d&crx;. C'est donc que;c;x; est infiniment cohérent. O
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Propriétés logiques

Définition 3.10 (généralisation additive). Soit (X;);c; une famille finie ou dénombrable. Les
hypercohérences;c; X; et®;c; X; ont pour tramé)_, _; | X;| et pour relations de cohérence

D(&ierXs) = {u Ciy Y |XillVi € I, (u C |X;] = u € T(Xy))}
el
T(@ierXi) = {u Ci, > |Xi|[3j € Lu e T(X;)}.
iel

Cette définition généralise les constructions additiveaibess: et .

Propriétés (logiques):SoientX, X; et X, trois hypercohérences et sdik;);c; un famille
finie ou dénombrable d’hypercohérences. Alors :

3.11. Vx C* Zie[ |Xi|,$ S A(&iEIXi) SViel, (ac Can |Xl| E S A(XZ))
3.12. Vx C* Zie[ |X1|,£17 S A(@zele) =4 E'],IZ? S A(Xj)
3.13. si X, et X, sont localement finies alors

YV Q* |X1| X |X2|,$ S A(Xl ®X2) < 7T1($) € A(Xl) eth(z) S A(XQ)

(et la propriété respective pour Fg).
3.14. SiX estlocalement finie eriealors

Ve C !X,z € A(X) & Vwaz,w e A(X)

(et la propriété respective pour le “pourquoi pas” lorsqué est localement finie et pa-
ralléle).

Preuve de la propriété 11Si un sous-ensemble non videde ) ., X; est entiérement inclus
dans 'un des$X;| alors il y a équivalence entrec A(X) etz € A(X;). Ainsi la seule chose a
prouver est que siN|X;| # 0 etz N |X;| # 0 pour: et; deux indices distincts dealorsz est
infiniment cohérent dar&,;<; X;. Un telxz contient au moins un élément g§; |, disonsa, et un
élément de.X;|, disonsh. Soit maintenant un sous-ensemble fini de L'ensemblex U {a, b}
est fini, non vide et il n’est contenu dans aucun dég. C’est donc un ensemble cohérent qui
contientu et est contenu dans Ce qui conclut. O

Preuve de la propriété 12Comme pour la propriété précédente, la seule chose a proomer
cerne ure qui intersecte au moins de{iX(;|. Disonsa € zN|X;| etb € xN|X;|. Il faut montrer
gu’untelz n'est pas infiniment cohérent. Pour cela il suffit de congidiérsous-ensemble, b}
dez : il est clair que pour tout qui contient{a, b}, v est strictement incohérent. Ainsi un tel
ne peut pas étre infiniment cohérent. O

Preuve de la propriété 13Soit z un sous-ensemble non vide J€|. Supposons que est in-
finiment cohérent dan¥; ® X, et soitu; un sous-ensemble fini non vide de(x). Alors il
existe un sous ensemble finide z tel queu; C 71 (u). Commeu est un sous-ensemble fini de
z, il existe un sous-ensemble cohéremte = qui contientu. Le sous-ensemble, (v) dem (x)
est cohérent dank,, de plusu; C 71 (u) C m(v). Ceci conclut a I'infinie cohérence dg(x).
Linfinie cohérence derz(z) dansX, s’obtient de méme.

Maintenant supposons que(x) etms(z) sont tous deux infiniment cohérents et soitn
sous-ensemble fini de Il existe unvy Cg, 71 (x) et unvy Cg, () tels que

m1(u) C vy etVws (m(u) C wy Cn m(z) = wy € T(X1))
ma(u) C ve etVwa(ma(u) C wa Chy mo(x) = we € T'(X2)).

Mais il existe un sous-ensemble fiti de = tel quev; C 71 (v’) et il existe aussi un sous-
ensemble finv” dez tel quevs C 71 (v”). Ainsi w U v" U v” est un sous-ensemble fini de
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contenant: et que nous noterons. Commev; C m; (w) C 71(x) on a quer; (w) est cohérent
dansX; et commevy C ma(w) C ma(z), m2(w) est cohérent dank,. Donc, finalementy est
cohérent danX; ® X». Ce qui achéve bien la preuve de la propriété pour le tenseur.

On a facilement la propriété respective poup# : rappelons juste que lorsqué et Xo
sont tous deux localement finis aloks;, % X» est encore localement fini ([Ehr0Q]), ce qui
permet de conclure en utilisant la bonne dualité de l'infoodérence dans le cas localement
fini. O
Preuve de la propriété 14Soit = un sous-ensemble non vide {&| tel que chacune de ses
sections soit infiniment cohérente dakis Nous devons prouver que € A(!X). Autrement
dit, étant donné/ un sous-ensembile fini non vide denous devons exhiber un sous-ensemble
V cohérent déX tel queU C V Cgy, .

Supposons la propriété suivante vraie :

JraU,VS Can z,3t(S) € T*H(X),r Ct(S) C Uz ett(S)N (VU US))a(UUS)

Pour chaques Cqy,  0on se donne un telS). Considérons = Ugc,, .t(S). Clairements
est un sous-ensemble non videlde qui intersecte chacun des élémentstd€’est donc une
section der. Nous allons exhiber une contradiction en montrant gest en fait une section
strictement infiniment incohérente deSoitu un sous-ensemble fini non vide det soitV un
sous-ensemble fini detel queu C UV. Choisissons maintenant ufy) pour chaque € V.
Comme chacun de ce§y) contientu et est strictement infiniment incohérent datison peut
conclure par sérialité d& que leur unionJ,cyt(y) est strictement incohérente. Ceci prouve
gues est strictement infiniment incohérent daXise qui contredit notre hypothese.

La propriété précédemment supposée vraie est donc fausaalanc :

Vr<aU,3S Cay 2, Vt € T*H(X),r CtC Uz = tN(UUUS)) 4 (UUS)

Comme I'ensembl& est fini, 'ensemblgr | r «U} est aussi fini. Pour chacun des éléments
de cet ensemble, choisissonsficomme dans la propriété précédente, que nous notékons
On obtient queJ, iy S, est un sous-ensemble fini deDonc finalement/ U (U, i S ), que nous
noteronsV/, est un sous-ensemble fini de Soit maintenant une sectigrde V. L'ensemblet
est fini et non vide et est contenu dans Soitr égal & N (UU). Lensemble- est une section
deU ettN(U(U U S,.)) est une section dg/ U S,-) qui contient-. Donct est cohérent dank.
Ainsi V est cohérent dari . Ceci achéve de prouver queest infiniment cohérent dahX’.

Il reste a prouver I'implication de la gauche vers la droites constructions logiques, en
particulier!, conservent la finitude locale. Nous pouvons donc utiliagsrbpriété 8 poutX.
Ainsi il suffit de prouver que, si: est un sous-ensemble @&s,(X) qui admet une sectiom
strictement infiniment incohérente, alarsest strictement infiniment incohérent ddiis. Soit
U un sous-ensemble fini de Nous devons exhiber un sous-ensemble strictement infitime
incohérentl” contenant/ et inclus dang. CommeU est un ensemble fini d’ensembles finis
la réunion de ses élémentf/ est finie etw N (UU) est un sous-ensemble fini de Comme
w est strictement infiniment incohérent il contient au moieaxdéléments distincts, disons
etay et 'ensemblew N (UU) U {aq1, a2}, que nous noterons, est un sous-ensemble fini non
vide dew. Donc il existe un sous-ensemble incohérene X tel queu C v C w. Et comme
ay etay appartiennent a, v est strictement incohérent dakis Commev est un sous-ensemble
de w, pour chaque élémeantde v il existe au moins un élémenptde x tel quea € y. On se
donne pour chaque élémentewv un tely notéy,. SoitV I'ensemble égal & U {y,/a € v}.
Pour chaque élémentdev il existe un élémeny de V' tel quea est un élément d¥ et pour
chaque élémeny,, I'élémenta dew est tel que: € y,. De plus,w étant une section de pour
chaque élément deU il existe un élément dew tel quea € y, et cet élément est encore un
élément dev N (UU), donc deu. Conséquemment est une section d& ce qui fait delV” un
sous-ensemble strictement incohérentkieCe qui achéve la preuve.

En utilisant a nouveau la conservation logique de la finitledale on en déduit que le
pourquoi pagossede la propriété duale, en tenant bien compte du falaqulité échange le
parallélisme et la sérialité. O
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Proposition 3.15 (Décomposition série)Si X est une hypercohérence série F5est un sous-
ensemble non vide d&| et sie est un élément d& alors : il existe un unique sous-ensemble
de E, infiniment incohérent danX’, qui contiente et qui est maximal pour I'inclusion. On
note| (E,e) ce sous-ensemble. En conséquent tous les sous-ensenthifeentiincohérent
maximaux de sont disjoints et il existe un unique ensemble d’hypereaiees(Y; | : € I}
appelée décomposition série du sous-espgade X et qui vérifie

(B, Tx(E)) = &ierYi.

Pour un sous-espack d’'une hypercohérence paralléle on a la décompositiorEden un
@ généralisé d’hypercohérences de trame les sous-enseimfif@ment cohérents maximaux de
E.

Démonstration.Soientu etv deux sous-ensembles infiniment incohérent&dmntenant et
maximaux pour I'inclusion. Comme ils s'intersectent, panialité étendue a I'infinie cohérence
(propriété 9), leur union est encore infiniment incohérelRte maximalité ils sont donc égaux.

La décomposition séri€Y; | i € I} de E est obtenue en prenant 'ensemble des sous-espaces
de X généré par I'ensemble de tous les sous-ensembles infinineadigrents maximaux dé.

Son unicité est conséquence directe de I'unicité de ce eleensemble. O

3.1.2 Le déploiement en tours

Nous généralisons ici le déploiement en tours des hyperenbés finies séries, défini par
T. Ehrhard dans [Ehr00], aux hypercohérences localemeesfin

Une tour sera une suite finie de partie de la trame alterndre parties infiniment cohé-
rentes et parties infiniment incohérentes. Nous la verrons tbut naturellement comme une
partie dans un jeu a deux joueurs. En considérant toutesues sur une hypercohérence nous
obtiendrons une structure de jeu.

Définition 3.16 (Relation d’habilitation). Soit une hypercohérence localement fitiie On
définit une relation binairerx” sur P*(| X |) en posant: -x y lorsque :
—yGz;
— siz est un sous-ensemble strictement infiniment incohérerg Aaalorsy est un sous-
ensemble infiniment cohérent demaximal pour I'inclusion dans ;
— et siz est strictement infiniment cohérent daxisalorsy est un sous-ensemble infiniment
incohérent de: maximal pour 'inclusion dans.
Lorsquez Fx y on dit quex habilite y dansX ou quey esthabilité par 2. On noteS(z)
'ensemble des éléments @ (| X |) habilités parr dansX.

Remarque3.17. L'ensembleS(z) est vide seulement siest un singleton.

Définition 3.18 (coups, parties et tours).

— Unepartie sur X est une suite non vid€ = (z;, ...z, ) telle quez;, = | X| et telle que
siig < i < nalorsz; Fx x;+1. Avec la convention qué = 0si | X| € A(X) etig =1
si|X| e A*H(X).

— Unetour sur X est une partie fini&§ sur X dont le dernier élément est un singleton. Le
piedd’une tourS sur X, notép(.S), est 'unique élément de son dernier élément.

— On appellecoupssur X les sous-ensembles d&| qui apparaissent comme éléments
d’'une tour sutX et on noteM (X) I'ensemble des coups sii.

Remarque8.19
— CommeX est localement finie, par le lemme 3.5, toutes les partiesfisues.
— Pour chaque € | X| il existe une tour suX de pieda et pour chaque partie (finie) sur
X, sia est un élément du dernier élément de la partie, il existe amesurX de pieda
dontS est préfixe.
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— La convention choisie pour la valeur denous place dans un cadre ou chaque élément
d’'une partie indexé par un entier pdirest infiniment cohérent et chaque élément indexé
par un entier impair est infiniment incohérent.

Définition 3.20 (arbre des tours). On note| X| 'ensemble des tours su¥. Lensemble des
parties sutX muni de la relation de précédence pour I'ordre préfixe dessuiefinit un arbre,
égal a la cloture par préfixes non-vides|dd. On I'appelle l'arbre des toursur X .

Remarques.21l Cet arbre a les deux propriétés suivantes :
plénitude Vs € | X|,Vk e N,1 <k < ||s|| = 3s' € |X|,||s A ¢|| = k;
bonne terminaison¥s, s’ € | X|,||s A s'|| = ||s]| = s = &',
Ces deux propriétés prendront de I'importance lors de Isttoation de modeéles de jeux
dans les chapitres 5 et 4.

Lemme 3.22.Si de plusX est série paralléle alors chaque coup sXirapparait comme dernier
élément d'une seule partie sixr. L'arbre des tours suiX est alors en isomorphisme de graphe
avec le graph¢ M (X),Fx).

Démonstration.Supposons qu'il existe un coupsur X qui apparait comme dernier élément
d’au moins deux parties différent&set P’ surX. Prenons le plus grand préfixe commuR at
aP’, (u,,...,ur). Cette suite est non vide c@iX |) est forcément préfixe de et deP’. Soient
v etv’ les deux coups suk tels que(u;,, . .., ux,v) soit un préfixe deP et (u,, ..., ug, v
soit un préfixe d&”’. On au C v N v'. Il y a deux possibilités. Soit; est infiniment cohérent
et c'est quev etv’ sontinfiniment incohérents. Auquel cas, par sérialité,umiaquev U v’ est
encore infiniment incohérent. Et par maximalité respestilev et v’ dansuy, dans ce cag;
égalev’. Soituy, est infiniment incohérent et de la méme maniére par pasatiélion conclurait
quewv égalev’. Dans les deux cas c’est une contradiction avec la maxéndditu;,, . .., ux).
Chaque coup suk apparait donc comme dernier coup d'une seule parti&ksur

Et c’est une conséquence immédiate que I'arbre des toufi&le@ment représenté par le
graphe orienté dont les sommets sont les coups et pour légqueeluine arréte du sommaetau
sommetv lorsqueu x v. O

Définition 3.23. On noteM’(X) I'ensemble des coups sUf apparaissant avec un un indice
pair dans une partie suf, on noteM *’(X) ceux d’entre eux qui ne sont pas des singletons, on
noteM°(X) I'ensemble des coups sif qui apparaissent avec un indice impair dans une partie
surX et M*°(X) ceux d’entre eux qui ne sont pas des singletons. On appmiles joueusur

X les éléments d&7°(X ), coups joueur strictsur X les éléments dé&/*’(X ), coups opposant
sur X les éléments dé/°(X) et coups opposant strictsur X les éléments dé/*’(X). On
appelle parfois les singletogsups finaux

Ceci fait ainsi correspondre joueur avec infinie cohérenagposant avec infinie incohé-
rence. Au dela du fait que seuls certains sous-ensembtesdlgs) sont pris en considération
dans la terminologie opposant/joueur, ce glissement teiogique a pour intérét essentiel un
traitement différent des singletons. Ainsi si les singhsteont tous ambivalent pour la cohérence
(infinie), il n’en va pas de méme pour la distinction oppoaneur qui attribue une polarité aux
singletons en les localisant dans les tours. Mais cetteiffolacale n'implique pas une polarité
globale comme I'indique I'exemple donné dans la remarqiv@ste.

Remarque8.24

— L'ensemblel’(X) N M°(X) contient les coups suX qui apparaissent & la fois avec un
indice pair dans une partie siir et avec un indice impair dans une (autre) partie’Sut
ne peut donc contenir que des singletons puisque ceux+{desoseuls sous-ensembles de
|X| qui sont a la fois infiniment cohérent et infiniment incohérédm’est généralement
pas vide : par exemple le singletda} dans I'hypercohérence fini&, de trame X,| =
{a,b,c,d} et dont la cohérence ebt'(Xy) = {{a,b,c,d},{a,b,c},{a,b,d},{a,c}}
apparait a un indice pair dans la tdgr, b, ¢, d}, {a, b}, {a}) et & un indice impair dans
latour({a,b,c,d}, {a,c,d}, {a,c},{a})donc{a} € M?(Xy) N M°(Xp).
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— Mais dans le cas o} est série paralléle 'ensemhlé’(X ) N M°(X) des coups a la fois
joueur et opposant est vide (puisque chaque singleton ataftu’une fois dans I'arbre
des tours).

Lemme 3.25. Pour chaque élémentde la trame d’une hypercohérence localement fixiide
nombre de tours terminant par le singletm} est fini.

Démonstration.Soita un élément de la trame d€ et considérons le sous-arbre de I'arbre des
tours décrit par 'ensemble des tours terminant &uy. Comme chaque tour est de longueur
finie, nous avons seulement a prouver que le nombre de braadkhdessus de chaque nceud de
I'arbre est fini. C’est-a-dire prouver que pour chaque couposant de ce sous-arbre ses sous-
ensembles infiniment cohérents maximaux conteaauint en nombre fini et que pour chaque
coup joueur de ce sous-arbre ses sous-ensembles infinimeehErents maximaux contenant
sont aussi en nombre fini.

Nous le faisons en remarquant que pour chaque sous-ensecdiiéenant et pour chaque
sous-ensemblg dex infiniment cohérent (resp. infiniment incohérent) maximalantenant,
l'inclusion dansy des parties finies de contenant: est close par la relation d’équivaleneg
ie.

Vu,u’ € P (), (u ~x v etu Cay y) = v Chn y

En effet ceci permettra de conclure car on aura alors quergr@dey infiniment cohérent
(resp. infiniment incohérent) possibles sera majoré pastetme de classes d’équivalences pour
la relation~x dansPg,(z) donca fortiori par le degré réduit de dansX qui lui est fini, par
hypothese.
Il nous reste & prouver la remarque. Soienin élément dé“(| X|) ety un sous-ensemble
infiniment cohérent (resp. infiniment incohérent) maximakdtontenant.. Soient encore, et
u’ des éléments dBg, (z) tels queu ~x u’ etu Cg, y. On prouve que’ Cg, y. Commey
est maximal il suffit de prouver queU v’ est infiniment cohérent (resp. infiniment incohérent).
Soitv Can (y U u'). Puisquey est infiniment cohérent (resp. infiniment incohérent) et
puisque{a} U (v N y) Uu Cg, v, il existe un élémenty de I'(X) (resp.w € I'+(X))
tel que{a}U(vNy)Uu Cw Cqy y. Commew U u = w est cohérent (resp. incohérent),
en utilisantu ~x v/, on a quew U v’ est lui aussi cohérent (resp. incohérent). De plus,
v C (wUu') Cay (yUu'). Doncy U u' est bien infiniment cohérent (resp. infiniment inco-
hérent). Ce qui conclut la preuve. O

Une conséquence de ce lemme est que I'ensemble des toufsesirau plus dénombrable.

Pour chaque hypercohérence localement finie nous lui assson déployé en tours, une
hypercohérence localement finie et série parallele dorratad est I'ensemble des tours sur
I'hypercohérence de départ.

Définition 3.26 (Structure d’hypercohérence des tours).Soit X une hypercohérence loca-
lement finie. Ledéployé en toursle X notéeX est I'hypercohérence de trame I'ensemble
des tours surX et pour laquelle tout sous-ensemble fini non vide et non t&duin single-
tonU = {S°,...,S¥t1} de|X| est strictement cohérent si et seulement si le dernier ééme
du plus grand préfixe commun de toute les suftégst indexé par un entier paie.

Uel"(X) < Mi|3p,q,SP#S1} e 2N+1

Remarque3.27. L'hypercohérencé X ) est isomorphe #X)* et plus précisément la seul
différence entre ces deux hypercohérences consiste ercatagé dans l'indexation des tours.
Propriétés: Si X est un hypercohérence localement finie alors :

3.28. I'hypercohérenceX est série et paralléle ;

3.29. I'hypercohérenceX est localement finie ;

3.30. siU est un sous-ensemble non vide et non réduit & un singletpk dalors
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(@) U est (strictement) infiniment cohérent ssi le dernier éléndenplus long préfixe
commun des éléments 8e AU, est indexé par un entier pair;

(b) U est (strictement) infiniment incohérent ssi le dernier &éhdu plus long préfixe
commun des éléments te AU, est indexé par un entier impair.

Preuve de la propriété 28SoientU etV deux sous-ensembles finis €| non vides et non
réduits a des singletons et qui s'intersectent. Les suitéset AV sont toutes deux préfixes
de A(U N V) elles sont donc comparables /&ty U V) est donc égale &\U) A (AV). La
suite A(U U V) est alors de longueur paire lorsqué& et AV sont toutes deux de longueur
paire et de longueur impaire lorsqué& et AV sont de longueur impaire. DoncBiet V' sont
(strictement) infiniment cohérent alot5U V' est (strictement) infiniment cohérent et(Siet

V' sont (strictement) infiniment incohérent aléfsJ V' est (strictement) infiniment incohérent.
Ainsi X est & la fois série et paralléle. O

Preuve de la propriété 29Nous prétendons que pour chaque tdue |X| le degré réduit de
T dansX est borné par la taille d& et donc queX est localement finie. Pour établir cela
nous montrons qu'a chaque fois que deux élément®f¢| X |) ont le méme inf, qui est en
particulier un préfixe d&', alors ces deux éléments sont équivalents pour la relatiprSoient

U etU’ deux tels éléments del (|X|) et soitV un troisiéme élément dBZ. (| X|). Comme
T eUNV,ANUUYV) est égal {AU) A (AV) et la méme chose est vraie pdiif. Donc
AU UV) etA(U'UV) sont égaux. Il y a alors deux cas : soit 'un des deux ensenibled”
etU’ UV estun singleton, qui est alors éga{’B} auquelcan(U U V) = A(U'UV) =T
etainsiU UV = {T} etU' UV = {T} sont tous deux cohérents; soit aucun de ces deux
ensemble n’est un singleton et dans ce cas leur cohérenseXdaépend uniquement de la
parité du dernier élément de leur plus grand préfixe commepeif dont nous savons qu’elle
est la méme puisque ce préfixe est le méme pour les deux ereser@iol a donc bietr ~ ; U’

ce qui achéve la preuve. O

Preuve de la propriété 30la premiére chose a remarquer est qu'il existe forcérfiegttl” des
éléments dé/ tels queAU = S A T'. Ainsi pour toute sous-ensemble fiviide U il suffit de
formerV U {S, T’} pour obtenir un sous-ensemble Tequi contientV et qui admet le méme
plus grand préfixe commun qég Ceci induit que si le dernier élément d& est indexé par un
entier pair alord/ est (strictement) infiniment cohérent et que si cet entieingzair alorsU est
(strictement) infiniment incohérent. Comrfiene peut pas étre a la fois infiniment cohérent et
infiniment incohérent (par finitude locale) et en utilisanfdit queAU a forcément un dernier
élément et que son indice est soit pair soit impair alors amsaida réciproque c'est-a-dire que
lorsqueU est strictement infiniment cohérent cet indice est pair edgioelU est strictement
infiniment incohérent cet indice est impair. O

Dans le cas série le déployé en tours est un déployé rigide paralléle

Nous rappelons brievement quelques résultats a proposgloiei@ent rigide paralléle tels
gu’'originellement établis dans [Ehr00].

Définition 3.31. Si X etY sont deux hypercohérences, une fonctfate la trame de&X dans la
trame de&Y” est unmorphisme de trameée X dansY” lorsque son extension aux parties finies non
vides de la trame envoie chaque sous-ensemble strictemle@tant du domaine de définition
de f sur un sous-ensemble strictement cohérerit de

Définition 3.32. Soit X une hypercohérence. Weployé rigide parallélale X est une paire
(X,px) ot X est une hypercohérence parallélegtest un morphisme de tramé dansX
qui vérifie :
— pour chaque hypercohérence paralielet pour chaque morphisme de traghde P dans
X il existe un morphisme de tranjé : P — X appelérelévementle f le long depy et
telquef = f' s px;
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— (rigidité) le relevement dey le long de lui-méme est unique et c’est I'application idnti
On a en particulier qug est une fonction surjective dé&(| dans|X|. Sia est un point de la
trame deX, alorspx («) est appelé Ipieddeq.

Remarques.33(rigidité). Le déployé paralléle d’'une hypercohérence n’est pas naicestgent
unique mais s{P, p) et (P’,p’) sont deux déployés rigides paralléles d'une méme hypercohé
rence, alors il existe un unigue isomorphisme efftret P’ qui commute avep etp’.

Proposition 3.34 (existence)[Ehr00]. Pour chaque hypercohérenéé, un déployé rigide pa-
ralléle particulier deX est(X, ), défini par :

— la trame deX est égale aJ,¢|x|F{.y OUF, est 'ensemble des sous-ensembles de
I, (X) = {v € I'(X)|u C v} qui sont clos par unions finies et maximaux pour cette
propriété. De maniére équivalente un sous-ensembtde I, (X) est un élément d&,,
ssiVo,w € a,vUw € T'(X) et pour chaque’ € T',,(X) siVv € a,vUv" € T'(X) alors
v’ est encore un élément de

— un sous-ensembié = {ay, . .., a,.1} de|X| est strictement cohérent daislorsque,
pour chaque famillgu;)o<;<n+1 telle quevi, u; € a;, le sous-ensembley<;<,,1u; de
| X| est cohérent dan¥ .

— lapplication = associe & chaque de la trame deX I'unique pointa de la trame deX
tel quea € Fi,.

En utilisant cette derniére proposition nous montrons teaant que dans le cas ou 'hyper-
cohérenceX est série et localement finie son déployé en tours est unyplgide parallele.
Ceci s'avérera utile pour I'étude du comportement logiqueddployé en tours puisque nous
tirerons ainsi partie des propriétés logiques du déplayideiparalléle.

Théoréme 3.35.Si X est localement finie et série alggs X — X est un morphisme de trame
et (X, p) est un déployé rigide paralléle d¢.

Preuve du théoreme 3.3%®n commence par établir qyeest un morphisme de trame. Soit
U = {Th,...,T,} € T*(X) et soitz le dernier élément daU. Pour chaqué soit {a;}

le dernier élément d&; et soit encorey; I'élément qui fait suite & dansT;. Alors p(U) =
{a1,...,a,} C z pour chaque, a; € y; etil existej etk tels quey, # y. Par sérialit;; ety
sont disjoints et donp(U) n’est pas tout entier contenu dans un gesToujours par sérialité,
le sous-espace d& de trameU{y;|1 < i < n} est égal ap{Y;|1 < i < n} ouY; estle
sous-espace dE de tramey;. De quoi I'on déduit finalement qugU) est strictement cohérent
dans ce sous-espace et donc dans

Supposons que I'on ait prouvé quiéest en isomorphisme de trame av&ar le reléve-

mentp dep le long der. Alors :

— Pour chaque hypercohérence parallélet pour chague morphisme de trafhe P — X,
la compositionf ¢ 5~ du relévement d¢ le long der et du morphisme inverse gieest
un morphisme de trame d@ dansX tel que(f s p~ 1) s p est égal &f c’est a dire un
relevement d¢' le long dep.

— Tout relevemenp de p le long de lui-méme vérifi® = p 3 p = p ¢ p § w. Mais
plep=mdoncplspspsm=metp ! spspestunrelévement dele long de
lui-méme ainsi c’est I'application identité sif en conséquence de qubi= p 3 p—! est
I'application identité suiX. Il n’y a ainsi qu’un seul relévement gde long de lui-méme
et c'est l'identité.

Cela conclurait donc la preuve qU&, p) est un déployé rigide paralléle dé.

Il reste & prouver qué& est en isomorphisme de trame av&ar un relévemeni dep le

long der.

Nous commencons par définir une applicatiomr : X — X. comme suit. Soit un élément

o de X de pieda. Pour chaque € P*(X) on notea? le sous-ensemblgu € aju C y} =
aNP(y) dea. Tour(a) = (x;,, . .., x,) €st définie récursivement comme suit :

premiére étape z;, = | X|
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étape impaire zar11 =] (22, a) pour chaqué tel quexsy, n'est pas un singleton
étape paire xop+2 = Ua®2k+1 pour chaqué tel quexs,+1 N'est pas un singleton
derniére étape =, = {a}
Pour prouver quélour(«) est une tour suiX il suffit de prouver qu'a chaque étape paire
Zagt+1 | Tort2 (Cesttrivialementle cas pour les étapes impaires). Poagoe: Cf Ua®2k+1
il existe un recouvrementfini, ..., v, € a*2++! dew et, en utilisant la cléture de par unions
finies, Uv; est un sous-ensemble cohérentades+1 qui contientu. Il en résulte quéJja®2++1
est infiniment cohérent et commey®2++1 C 2954 il existe un sous-ensemble infiniment co-
hérent maximal,1o dexar11 qui contienta™r+1 = xq . 5. Il faut maintenant prouver que
Yok+2 C Ua®2k+t = 9,15 pOUr cONClure quesy+1 - z2r+2. EN fait nous prouvons le résultat
plus fort :

YVu Chn Yox+2, (@ € uetu €| (yogt2,a)) = u € .

On aura alors soifar+2 = {a} et clairemenysgo = Takt2, SOItID € yopro— | (Y2r+2,a),
auquel cas, pour chaque élémerde yor+2, {a,b,c} Z| (y2r+2,a), donc{a,b,c} € « et,
comme{a, b, c} € a®2*+1, ¢ € Ua®2+1 = Topio.

Nous prouvons par récurrence sujue

VU gﬁn Yi, (a cu etu Zl (yiaa)) Zuc«a

pour chaque entierpair tel queiy < 7 < n et en posany;, = | X| si besoin.
— Soitu Cay Y24, tel quea € u €| (Y244, @). y2i, €St UN Sous-ensemble infiniment cohérent
maximal de| X | qui ou bien est égal BX| (siip = 0) ou bien qui contientia! X! = Ua
(siip = 1). Donc, pour chaque élémentie, u Uv Cay Yo2i, €ta € uUv €] (Y24, a).
En conséquent, par sérialit¢|J v est cohérent. Ainsi chacun de cesppartient bien a
.
— Supposons que cela soit prouvé pous 2k et soitu un sous-ensemble fini dgy o
tel quea € u €| (y2r+2,a). Soitv € «. Il y a deux cas. Ou bien € a*2++1, et alors
v C Zogqz doncu U v C yopt2 €ta € uUv €| (y2142,a) Ce qui permet de conclure
a la cohérence de U v en utilisant la sérialité. Ou biem € v € xor 1 et alors comme
v Chan Z2i, €t puisque pour chaque < k, siv C xop41 alorsv C xop49, C'est
gu’il existe unk’ < k tel quev Cgy zor €ta € v € zop 1. DONCu U v C xop €t
uUwv €] (x21r41,a) ainsi par sérialitd: U v est encore cohérent. Dans les deux cas,
u € Q.
DoncTour(ar) = (2, . .., %,) €st une tour suX pour toute € |X|. de plus on a prouvé que
pour chaque: C | X|:

(Fk(a € u Cap zor) €t (u € xopt1)) = u € a. (3.2)

On construit maintenant ce qui sera la réciproquéaler. Soit donc une opération sur les
tours, notéalpha, définie par :

alpha({(z;y,...,zn)) ={u € PE (|X]|) | 3k, (ioc < 2k < n) et(u Cgn z2r) €t(u € xopt1)}
U {{a}}

Pour chaque toufz;,, . .., x,). Dans cette définition, pour chaqud’entier k est clairement
unique. On dit alors que leiveaudew dans la tour estk. Le niveau de{a} estn qui est bien
pair. On prouve maintenant que= alpha({z;,, ..., z,)) est un élément de la trame de

— Par sérialité, il est clair que les élémentaaigha((z;,, . . ., z,)) sont dang™(X).

— L'ensemblex est clos par unions finies. 8i, . . ., u, sont des éléments de de niveaux
respectifscy, ..., k, alorsUu; Can Tk, €1, SiUu; # {a}, Uu; € oA, )+1 doncUu; est
un élément dev.

— L'ensemblea est maximal pour cette propriété dan$(X). En effet, considérons un
élémentu deI"(X) non réduit au singletofia}. Commex;,, ..., z, est une suite dé-
croissante commengcant pag, = | X| il existe un (unique) indicé entreiy etn — 1 tel
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queu C z etu € xiy1. Si cek est pairu est déja dans. Si cek est impair alors
Tr+1 C uUzkt1 C xg, donc par maximalité dey; danszy, u U zx41 €st strictement
infiniment incohérent. Ainsi il existe untel queu C v Cg, © U 241 €t pour chaquey,
siv C w Cp uUxpy; alorsw € I*H(X). Mais il existeu’ € o de niveauk + 1 qui
contientv Nz 1 (Sizky1 N'est pas un singleton, il suffit de choisir un élémewrt
tel queb ¢ x40 etde prendre/’ = v U {b}). Finalement C v Uu' C wU xk41, par
conséquent U v’ est strictement incohérent. Doncest maximal.
En utilisant 3.2 on alpha(Tour(3)) = § pour chaque élémeptde la trame deX. Supposons
quealpha({(z;,,...,zn)) = (. Alors, pour chaque tel quei, < 2i — 1 < n, I'ensemble
[*2i-1 est 'ensemble des éléments dele niveau supérieur ou égakadans(x;,, ..., x,).
Réciproquement3@2i1 est égal ars;, pour chaque tel queip < 2i — 1 < n. Ainsi on a
queTour(alpha(S)) est égal & pour chaque tou$ sur X . Ce qui achéve de prouver qi§|
est en bijection averf(| par I'applicationalpha de réciproqu&our. De plus il est établit que
p=agsm.

Nous prouvons maintenant qakpha est un isomorphisme de trame.

Soit{Tp, ..., Tn+1} unensemble detouds = (z} ,...,z} ) surX etsoit(z;,,...,zx) =
AT;. Lensemble{Ty, ..., T,+1} est choisi non réduit a un singleton aingi ne peut pas étre
un singleton. S{Ty, ..., T;+1} est strictement cohérent aldtsest pair. On prouve que pour
chaque famille(u;)o<i<n+1, Si, pour touti, u; est un élément de; dont le niveau sera noté
k;, alorsalpha({Tp,...,Tn+1}) est strictement cohérent. Spit= (Ak;) A k. Alors p est pair,
Uo<i<nt1u; € zp €t il y a deux cas : ou biep = k et donc tous Ie&“;'ﬂr1 sont disjoints et
Uo<i<nt+1ui N Zpr1 # 0, ou bien il existe’ tel quek, = p < k etdoncuy € z,41 et l'en-
sembleJp<i<n+1u; rencontre 'ensemble, ., sansy étre inclus. Dans les deux cas on conclut
par sérialité quely<;<n+1u; est strictement cohérent. Doalpha conserve la cohérence stricte.
Maintenant, s{Ty, ..., T,+1} est strictement incohérent aldtsest impair. Comme;, n’est
pas un singleton; > k, pour chaqueet il existe une familléu;)o<;<n+1 telle que pour chaque
i, u; est de nivead + 1 danscq;. Soitu = p({Ty,...,Tn+1}). En utilisant le lemme 3.25, on
a que le nombre de tel quez;, - x etz Nu # @ est fini. Pour chaquéet pour chaque de
cette sorte, st # x},, on choisit un élément), dex; ,, qui n'est pas dans. Pour chaque,
notons maintenant; I'union dew; avec I'ensemble de tous la§. Alorsv; Cgy, ., etv; est
de niveauk + 1 dansw;. Doncv; € a; etUp<i<n4+1v; C x%. Mais pour chaque tel quez;, - z,
on aUp<i<n+1v; € 2 car ou bienz Nu = @) etu C Up<;<n+1vi, OU bien sic Nu # 0 il existe
unzj_ , différent dex donca’, € Up<i<ni1v; €tal, & Up<i<ni1v;. Finalement la maximalité
d’un telz danszy, implique la stricte incohérence dg8<;<,,+1v;. Doncalpha({Ty, ..., Th+1})
est strictement incohérent ce qui prouve gijgha préserve I'incohérence stricte. O

Une caractérisation par la théorie des graphes

Dans cette section, nous caractérisons les coups dansitep#r des notions de théorie des
graphes. Cette digression s’avérera en fait trés utile ftude du déployé d’une exponentielle.

Définition 3.36 (intervalle fort). Soit X une hypercohérence localement finie série paralléle.
Un sous-ensemble non videde | X | est unintervallede X lorsque, pour chaque éléménde

|X| — =z, ou bienvy C* z,y U {b} € A(X), ou bienvy C* z,y U {b} € A+(X). Lensemble
des intervalles d& est notél (X). Un intervallex de X estfort si pour chaque intervallg de

X quiintersecter, z C y ouy C z. Lensemble des intervalles forts est n@t€x).

Proposition 3.37. Soit X un hypercohérence localement finie série paralléle. Alessihter-
valles forts deX sont exactement les éléments des toursXdui.e. I,(X) = M(X)) et les
intervalles surX sont exactement les unions non vides d’élémentd/d&’) justifié par un
mémer € M(X) (il.e. [(X) ={UA | Jz € M(X), A C* S(x)}).

Démonstration.On commence par prouver qielA | 3z € M(X), A C* S(x)} C I(X) et

M (X) C L(X) par induction sur la hauteur des éléments\dieX ) dans les tours.
Trivialement le premier élément de chaque toiT}, est un intervalle fort. Supposons main-

tenant qu’un élément,, d’'une tour soit un intervalle fort et sait un sous-ensemble non vide
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de S(z,). Supposons de plus qus, est infiniment cohérent et que donc chaque élément de
S(z) estinfinimentincohérent. L'autre cas, oy est infiniment incohérent se traite de la méme
maniére que non allons traiter celui-ci, modulo I'échange tbles entre I'incohérence et la
cohérence et entre la sérialité et le parallélisme. Bait élément déX | — UA, il y a deux cas :

1. Sib ¢ x,. Ceb est un élément deX| — x,,. Donc en utilisant le fait que;,, est un
intervalle et en utilisant le fait qug C* UA impliquey C* x,,, nous obtenons facilement
que ou biervy C* UA,y U {b} € A(X), ou bienvy C* UA,y U {b} € A+(X).

2. Sib € z,. Soity un sous-ensemble non vide del. CommeX est paralléle, par la pro-
position 3.15z,, =&,e5(x,) - De plusy rencontre un élément dé etb un élément de
S(zn), ainsiyU{b} rencontre au moins deux éléments différentsde, ). Cet ensemble
est donc infiniment cohérent. En conséqueptC* UA, y U {b} € A(X).

Donc UA est un intervalle. Il reste & prouver quelsit € M (X), c’est a dire siA est un
singleton, disongx,, 11}, alors l'intervalleUA = x,,11 est fort. Soitz un intervalle surX tel
quex, 1 intersectez. Commerz,, intersecte ausgi, le fait que l'intervaller,, est fort implique
gu’il ne peut y avoir que deux cas :

1. ou bienx,, C z et il estimmédiat que,,+1 < z;
2. ou bienz C =z,. dans ce cas, supposons que l'on n'ainC z,.1, Ni x,4+1 C z.

Pour chaque élémebdex,, 1, par sérialitéz U {b} est infiniment cohérent (le contraire
contredirait la maximalité de, ;). Donc, en exploitant le fait que est un intervalle,
nous avons qu&b € x,41 — z,Vy C* z,y U {b} € A*(X). En particulier, siy =
Zn+1 Nz alorsz,+1 —y estnon vide. En utilisant le parallélisme nous obtenons gime
Tnt1 = Ubcani—y(@ne1 N2z) U{b} € A*(X) ce qui est une contradiction. Dans ce cas,
on a donc bien, aussi, queC x, 11 OUz, 11 C 2.

Ainsi l'intervalle =, est fort.

Nous prouvons maintenant quezgest un intervalle alors il existee M (X) et A C* S(z)
tels quez = UA et que siz est fort alors ced est un singleton. Soit un intervalle et soit
un élément de. Soit (x;,, ..., x,) une tour sutX de pieda. On azx, = {a} C z C |X| =
x4, AINSi puisque nous savons que lessont des intervalles forts on obtient qu'il existe un
indice k, tel queip < k < n ety C z C . De plus, comme les éléments Géx;,)
sont aussi des intervalles forts nous avons que pour chagueS(zy), siz Nz # (0 alors
soitx C z soitzpi; € z C x auquel cas c'est quey.; = z = z. Doncz = UA pour
A ={z € S(x) | x Nz # (}. Maintenant supposons que# x;, etz # x,,1. Alors il existe
y € S(xy) tel quey Nz = (. Lensembler;; Uy est unintervalle et N (x4, Uy) # 0 mais
2 € xpy1 Uy etz Uy € z Donc siz est fort c’est que bien que= z; ouz = xp4;. Ce
qui termine la preuve. O

3.2 Comportement logique

L'arbre des tours associé a une hypercohérence est un atbarisp, autrement dit une struc-
ture de jeu au sens défini au début de ce chapitre. L'opérdéaféploiement en tour permet
ainsi d’associer une structure de jeu a chaque hypercateéélecalement finie. Dans cette sec-
tion nous étudions le comportement de ces structures desfausc’action des connecteurs lo-
giques du modéle des hypercohérences. Le but est de démiimeldes tours de I'interprétation
hypercohérente d’'une formule de la logique en fonction desea des tours de I'interprétation
de ses sous-formules immédiates. En fait nous serons fdeci&gre quelques hypothéses sur la
nature de ces sous-formules.

La propriété d’étre en isomorphisme d’arbre est clairernanelation d’équivalence. Nous
notons=, cette équivalence. Nous noterons désorragjsl’équivalence par isomorphisme de
trame des hypercohérences.

Le arbres de tours sont équipés d’'une polarité. Celle-ci §#a donnée par la valeur de
l'indice initial i( dans les tours, ou encore par la valeur de cohérence de la tlans I'espace.
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On dira alors d’'un isomorphisme d’arbre qu’il est compatiavec la polarité, lorsque la valeur
donnant celle-ci est invariante par 'isomorphisme.

Sur les déployés en tours la notion d’isomorphisme d’arbregatible avec la polarité et la
notion d’isomorphisme de trame sont équivalentes.

Proposition 3.38. Si X etY” sont deux hypercohérences localement finie alorst Y sont
en isomorphisme de trame $3i| et |Y'| sont en isomorphisme d’arbre par un isomorphisme
compatible avec la polarité.

Un exemple canonique de deux déployés en tours en isomorphd&rbre mais pas en
isomorphisme de trame (I'isomorphisme d'arbre est incdibf@avec la polarité) est celui des
déployés d’'un espace et de son orthogonal.

3.2.1 Additifs

Les constructions additives commutent avec les déploiesmemtours : siX etY sont deux
hypercohérences localement finies alohs& Y ) =2, X&Y et (X @ Y=, X @Y (vérifi-
cation facile). Mais leur action sur les arbres des toursresns triviale. Cette action dépend
essentiellement de la valeur d'infinie cohérence des traiees et deY, c'est-a-dire de la
polarité des arbres de tour | et|Y|.

Au regard de cette action des connecteurs additifs, déatiteloin, nous fixons définitive-
ment la convention de polarité pour les hypercohérenceseirbres de tours associés. Du point
de vue de la syntax&; est un connecteur positif (puisque non réversible§ &st un connec-
teur négatif (réversible). Ainsi une hypercohérence datridme est infinimentincohérente sera
considérée commpositiveet une hypercohérence dont la trame est infiniment cohésense
négative Le cas des hypercohérences de trame vide ou égale a urtemglétant pas couvert
par cette convention, elles restent donc de polaritésenchéées, sauf avis contraire. Ainsi, du
point de vue des structures de jeu, la racine d’'un arbre de fmsitif est un coup opposant et
la racine d’un arbre de tours négatif est un coup jodeur.

Le passage a I'orthogonal échange la polarité positifiifdes hypercohérences.

SoientX et Y deux hypercohérences localement finies de trames contehaatine au
moins deux points. Une tour sif&Y commence paX & Y| suivie par un sous-ensemble infi-
niment incohérent maximal d&(&Y’| c’est & dire par un sous-ensemble infiniment incohérent
maximal de| X | ou par un sous-ensemble infiniment incohérent maximaydeTous les élé-
ments suivant de la tour ne dépendent plus que de I'espasdeatprel a été joué ce deuxieme
coup. La méme chose est vraie pour le connectekinsi I'action des connecteurs additifs sur
les arbres de tours ne porte que sur les racines :

— si les deux hypercohérenc&set Y sont négatives, alors I'arbre des tours &Y est

obtenu par juxtaposition des deux arbf&g et |Y'| et par le remplagant de leurs racines
par la racine commune &Y'|. Formellement :

(X&Y' = {{(|IX&Y],0),u1, ..., un) [(|X],0),u1,...,u,) € X
ou((|Y],0),u1,...,u,) € Y}

— Sil'une (ou les deux) de ces hypercohérences est (sontivp¢s), alors I'arbre des tours
sur X & Y est obtenu en ne supprimant pas le premier coup de celle(s@sideux
hypercohérences qui est (sont) positive(s) avant d’ajéatracine| X & Y'|. Par rapporta
la construction précédente c’est comme si le(s) arbre(&)uts positif(s) étaient décalés
par ajout d'un coup spécial au début de chaque tour avanplibger la construction

2 ce stade le lecteur connaissant les jeux polarisés d@livaurent ([Lau02b]) pourra croire & une inversion de
convention par rapport a ces jeux. Rien de cela : le jeu pdlague nous associerons a un arbre de tours sera la forét
obtenue par effacement de sa racine. Les coups initiauxjeiupositif seront bien de polarité joueur et ceux d'un jeu
négatif seront bien de polarité opposant, comme dans lepj@arisés standards.
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précédente. Formellement : Xi est négatif el” positif alors
(X&Y ) = {{(|IX&Y],0), w1, .. un) [{(|X],0), 01, .. u,) € X
ou(ui,...,u,) €Y}
et si les deux espaces sont positifs alors :
(X&Y T = {{(|IX&Y],0), 11, ... un) | (u1,...,un) € X OU(uy,...,u,) €Y}

Le tableau 3.1 résume ces trois cas d’une maniére graphigseacines des arbres de tours
sont représentées paret seuls les deux premiers coups de chaque tours sont ref@gsees
coups joueur sont marqués gat les coups opposant sont marqués’p&our simplifier un peu
la présentation on a représenté des arbres de tours n’ayantrgpmbre fini de coups possibles
apres la racine. La table di se déduit par dualité.

X Y (X&YY foréts polarisées
*J >i<‘] *J N&N
7/ \ /7 \ / \
ad - a® | b be, a?'4 bi’\ bo,
«J *© 7 N& T P
7/ \ 7/ \ / [ ™\
- a® | b b a9 a® 4O
7/ \
By b
%0 o +J TP&TP
7/ \ 7/ \ / N
aj-- - ail le ...... b in «© o
7/ \ 7/ \
aa e,

TaB. 3.1 — les premiers coups @wecdes arbres de tours

Les polarités jouent un réle important dans I'action deseateurs sur les arbres de tours :
au minimum les polarités déterminent le premier joueur aijaians la structure de jeu associée.
Notre parti pris est de ne pas considérer la racine des atbtesirs comme un vrai coup puisque
celui-ci est toujours le méme quel que soit la tour consielékénsi les véritables premiers coups
des jeux associés aux déploiement en tours seront ceuxasggzart en deuxieémes éléments dans
les tours. Laracine de I'arbre des tours est justepmignéepar laquelle on manipule la structure
de jeu. Suivant cette idée nous appeloaaps initiauxies coups apparaissant en second dans
les tours. Les coups initiaux d'une hypercohérence pasgiont des coups joueur et les coups
initiaux d’une hypercohérence négative sont opposant.

Sil'on fait abstraction de la racine des tours nos strustdegeu sont des foréts et I'action du
avecjuxtapose les foréts négatives tandis que son action led&gpe ou plusieurs des foréts est
négative est de leur ajouter un premier coup distingué (iguechacune puis de les juxtaposer.
L'opération qui ajoute un premier coup distingué joueur owmouvelle racine correspond a la
notation| dans la quatrieme colonne de la table 3.1 Cette opératinsftnane ainsi une forét
positive en arbre négatif. Les lettrds et P dénotent quand a elles des foréts respectivement
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négatives et positives. Dans cette colonnd; ldénote une opération polarisée de juxtaposition
des foréts qui ne s’applique qu’'a des foréts négatives.

3.2.2 Multiplicatifs

Si X etY sont des hypercohérences localement finies séries,(@of Y )22, (X X Y.
En effet, c’est vrai pour le déploiement paralléle ([Eh)@@nc par le théoreme 3.35 c’est éga-
lement vrai pour le déploiement en tours dans le cas sérigeiment siX etY sont localement
finies et paralléles alofsX ® V)=, (X @ Y.

Remarque3.39(rectangles).SoientX etY deux hypercohérences localement finies, et soient
E C |X|etF C [Y]. Un sous-ensemblstrictementinfiniment incohérent de la trame de
X ® Y maximal pour I'inclusion dan&' x F' est de la forme;, x F' ouw est un sous-ensemble
strictementinfiniment incohérent maximal d&, ou de la forme® x v ouv est un sous-ensemble
strictementinfiniment incohérent maximal d&. Un sous-ensemble infiniment cohérent de la
trame deX ® Y maximal pour l'inclusion dan€’ x F est de la formea: x v ou u est un
sous-ensemble infiniment cohérent maximakdetv est un sous-ensemble infiniment cohérent
maximal deF'. Donc les coups d& ® Y sont des sous-ensembéetangulairesle | X | x Y.
C’est a dire des sous-ensemble de la formewv otuu C | X| etv C |Y]. Par dualité les autres
connecteurs multiplicatifs§ et —) ont la méme propriété.

On déduit aisément de cette remarque que la suite sansti@p®ties projetés suX | des
éléments d’'une tour SUY ® Y est une tour suk et de méme la suite sans répétition des projetés
sur|Y'| est une tour su¥". Un tour surX @ Y est ainsi une sorte dgoduitd’une tour surX et
d’une tour sury’.

Cette remarque permet aussi d'établir que les parties égmetuit tensoriel d’hypercohé-
rences localement finies satisfont une propriété diteageulemendvpposant : les coups joueur
doivent fournir un sous-ensemble infiniment cohérent daasune des composantes du tenseur
tandis que I'opposant choisit la composante dans laguétiarinit un sous-ensemble infiniment
incohérent pour produire chacun de ses coups. Ainsi c’egtuos I'opposant qui a le choix de
la composante dans laquelle il joue c’est ce que nous appalobasculement opposant. Dua-
lement, dans I@ar le basculement est joueur.

SoientX etY deux hypercohérences localement finies disjointes. Conouelp cas du
avecnous avons résumé graphiquement dans le tableau 3.2 léediff cas de premiers coups
dans leur produit tensoriel en fonction de la polarité dehygmrcohérences. La quatriéeme co-
lonne se lit ainsi | est I'opération duale dg, elle ajoute une racine en bas d’une forét négative
et en fait ainsi un arbre positify est une opération appelénseur négatifsur laquelle nous
reviendrons plus tard. Elle effectue en fait une sorte ddyit@ntre foréts négatives en entrela-
cant par blocs de deux lettres opposant-joueur chaque natemiéere forét avec chaque mot
de la seconde. L'opération not&eest le tenseur entre forét positives. Ces deux opératiamns so
décrites en détail plus loin dans cette section.

— Si X etY sont des hypercohérences positives, les coups initiauXsgrY sont les
rectangles: x v ol u etv sont des sous-ensembles infiniment cohérents respectiteme
de|X| et de|Y|, c’est & dire des coups initiaux respectivement|siiret sur|Y|. Nous
notons ces rectangles sous forme de pdites) plutét que de produits x v dans le
tableau.

— Sil'un des espaces est négatif et I'autre positif —dissink, est positif eft” négatif—alors
les coups initiaux d& ® Y sont les rectangles x |Y'| ol est un coup initial deX. lIs
sont notés, dans le tableau.

— Finalement, sX etY sont négatifs les coups initiaux sir® Y sont des coups opposant
et il y faut considérer deux cas. Les coups initiaux strigsXd® Y sont les rectangles
u® |Y'|, notésu dans le tableau, aveccoup initial strict surX et les rectanglesX | ® v,
notésv dans le tableau, aveccoup initial strict deY". Les coups initiaux suX ® Y qui
ne sont pas strictes (les coups initiaux qui sont aussi fineant quant a eux de la forme
u x v 0Uwu etv sont des coups initiaux finaux respectivementswet surY’. Nous n'avons
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pas représenté cette situation dans le tableau 3.2, dedsi-donc incomplet.
Le tableau 3.3 résume les différents cas de terminaisontdluirsurX ® Y en fonction de
la position joueur ou opposant des derniers éléments desdout celle-ci est lproduit

X Y (XY foréts polarisées
O %0 e PP
7/ \ /7 \ |
al- - a | b vl (a?, bj) .....
O 4 e P®|N
al- - al | b bo, @D o)
I\ N
B, b,
4 4 5 NON
/7 \ VRN / \
ad - a | b9 b2, a?-4 b‘f\ b2,

TAB. 3.2 — les premiers éléments des tours dans un tenseur

Le probleme principal est I'absence d’'une polarité fernuhérent/incohérent) pour les sin-
gletons. La polarité des singletons dépend de celle dertad@rnier élément de la tour dans
laquelle ils apparaissent : elle est opposant si celletgoasur, et joueur si celle-ci est oppo-
sant. On parlera deolarité relativedes singletons. Nous avons représenté dans les deuxieme et
troisieme colonnes les derniers coups des tourk @t deY dont la tour sutX ® Y, représen-
tée en quatriéme colonne, est issue. Dans ces quatres esl@assingletons des tours sont les
coups encadrés. Dans la quatriéme colonne, le cas échéantpna donnons que la projection
du rectangle qui change par rapport au rectangle précédeptemiére colonne exprime l'ac-
tion du produit des tours sur la polarité (locale) des singletons. Les fiémtreprésentent un
nombre indéterminé de coups (éventuellement nul) et lés pieins représentent la précédence
immédiate des coups dans les tours.

Siu x v est un coup joueur strict dads ® Y ouv est un coup joueur strict dais et siu’
est un coup opposant d€, justifié paru, mais qui n’est pas strict, la cohérence dans le tenseur
nous dit que:’ x v n'est pas un coup opposant daXis® Y. Dans cette situation pour atteindre
un coup ou il jouerait’ dansX, I'opposant n'a plus le choix du coté dans lequel il joue.tTan
que la projection de ® v surY” est stricte il ne peut pas jouef (& cause de 'alternance). Deux
cas se présentent alors. Soit le joueur joue un singkétdansY” et dans ce cas I'opposant peut
maintenant jouer le dernier coup x v’. Ce cas est un cas particulier de la deuxieme ligne. Soit
I'opposant se retrouve dans la situation de pouvoir jouas®aun singletorw’. Dans ce cas il
joue des deux cotés a la fois et termine la tour en plagantup ¢bx v’. C'est ce dernier cas
qui est représenté dans la troisieme ligne.

Nous verrons avec I'étude des arbres de tours dahsaimsdrque la polarité des singletons
est tout aussi critique pour la définition des jeux corresjamhaux arbres de tours que la polarité
de la racine ou des coups initiaux.

Les tableaux 3.2 et 3.3 présentent des situations symésrigour peu que I'on oublie les
racines des arbres de tours : la derniére ligne du tableaco®@spond a la premiére ligne du
tableau 3.3 en ce qu’elles offrent un choix symétrique emtreoup dans{ ou un coup dans
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X Y XYy
O: O: O: O:
JJ=J Ap_1 bTrL—l anl—l bTrL—l
a, a,  ou bL
(o} o’
bTrL—l Ap_1
b n
J : (¢} . J : J
0] ® J=0 Ap—1 an,1 anfl bm
o J :
ay b ou a)_,
(¢} (¢}
anp, anp,
J: J : J: J :
OR0=0 Ap—1 bTrL—l an_—l bTrL_—l
o (¢] :
2] b0
O 10 O 10
(an’ bm) (a’n? bm)

TAB. 3.3 — Les derniers éléments d’une tour dans le produit texlso
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Y, les secondes lignes se correspondent en ce que le coapémit coup final sont tout deux
dansX, et la premiére ligne du tableau 3.2 correspond & la derfiggre du tableau 3.3 en ce
gu’elles mettent en jeu une paire de coups.

Nous établissons maintenant une proposition donnant Isticariion explicite de I'arbre des
tours surX ® Y a partir des arbres des tours stret surY’.

Définition 3.40. Soientm = m; ... m, etp = p; ... px des mots de longueurs paires sur deux
alphabets disjoints. On définit I'ensemble de mats) p par :

eOp={p}

moe={m}
(my...mp)© (p1...px) =mima- ((ms...myp) © (p1...0k))
Upipz - ((m1...mp) © (p3...pk))

Side plus les deux mots etp sont non vides (done > 2 etk > 2), on définit aussi 'ensemble
de mots

m®p={(my,p1) s (Mn,pr) | s € (Ma...Mp—1)© (p2-..pn-1)}-

Ces deux opérations sur les mots s’étendent en des opératioies ensembles de mots i
et F' sont deux ensembles de mots de longueurs paires sur deabatpldisjointsi et B alors

EoF=|Jmop

meklE
pelF

et
EeF= |J mep

meE\{e}
peF\{e}

Proposition 3.41 (Tenseur des tours)SoientX etY deux hypercohérences localement finies,
de trames non vides, non réduites a des singletons et disfppidensemble des tours sirR Y
est en isomorphisme d’arbre avec I'ensemble de iodsins les trois cas suivant :

Tenseur négatif. Si | X| € A*(X), |Y] € A*(Y) et tous les coups finaux d€ et deY sont
joueur.

E= (|X|a|Y|) U (Ui0+1...un)(D(ijH...vk)
(ui)i0§i§n€|X|

(vi)jo<i<k€lY]

Tenseur positif. Si|X| € A*L(X),|Y| € A*L(Y) et tous les coups finaux dé et deY” sont
opposant. L'ensemblE est égal a

E=(XLIYD- U (igrree ) ® (jgsr ... v0).
(“i)iogignepa

(vi)jo<i<k€lY]

Cas général. Dans le cas général,

E = U d(U, V) - ((u2ig41 - - - Un(n)) © (V2jo41 - vnwy)) - F(U, V)
U:(ui)iogigne‘{z‘
V=(vi)jo<i<r€lY]

(| X, [Y]) siig = jo =0

(X1, [Y])us sido = 1 €tjo = 0

(| X, [Y])vz siig = 0 etjo =1

(| X, [Y])(ug, v2) Sidg = jo = 1

d((ui)ig<i<n, (Vi)jo<j<k) =
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et

esin, k € 2N
Uy Sin € 2N+ 1 etk € 2N
v Sin € 2N etk € 2N+ 1
(tn,vg) SINON

F((ui)ig<i<n, (Vi)jo<i<k) =

et ouh(:) estle plus grand entier pair inférieur@a

Démonstration.Les deux premiers cas sont bien des cas particuliers du cesay€On ne
considere donc que le cas général.

Soit 'opérationg sur les mots sans répétitions fie x v | u € P*(|X|) etv € P*(|[Y])}*
définie inductivement par :

gle) =¢
9((uxv)) = (u, )
glm - (uxv)(uxv))) =g(m- (uxwv)- o
glm - (ux )W xv))) =g(m-(uxwv)- v
g(m - (ux ) x ")) =g(m- (uxv))- (v

olu # u' etv #v'.

L'opérationg est clairement totale et injective. De plus, elle préseegddngueurs des infs
préfixes binaires. En effet, il est clair qu’elle préservddagueur des mots et la relation de
précédence préfixe. pour montrer quest un isomorphisme d’'arbre deX ® Y| danskE, il
suffit donc de voir que les images par cette opération de detg mcomparables sont deux
mots incomparables. A symétrie prés et en utilisant le faétgpréserve la précédence préfixe,
il suffit de monter queg(m - (u xv)) Ag(m- (v’ xv")) = g(m), pourv # ', ce qui estimmédiat
en raisonnant par cas sur le dernier élémentde

En utilisant la remarque 3.39 (rectangles), on obtientdanint quey restreinte aux tours
surX ® Y estavaleur dang.

Pour montrer que : |(X ® YJ| — E estunisomorphisme d’arbre il reste donc uniquement
a monter sa surjectivité. Soit donc un élémentde E. Alors il existeU = (u;)i,<i<n €t
V = (vj),<;<k deuxtours, respectivement skiret surY’, telles quen = d(U, V)-m’-f (U, V)
avecn’ € ((U2ig41 - - - Un(n)) © (V2jo+1 - - - Vn(ky)). NOUS montrons qu'il existe une tolir =
(w)1p<i<p SUrX QY telle queg(W) = m en montrant par induction que pour tout préfixe non-
videm” dem, il existe une parti@V’ = (w;);,<i<p telle queg(W’) = m” puis en montrant
guew, est un singleton.

Siig = jo = 0 alorsd(uz,v2) = (|X]|,|Y]). Dans ce cas, en posdat= 0, d(us2, v2) est
I'image parg du mot associé a la parti¢|X ® Y|,l)) surX ® Y et|X ® Y| est infiniment
cohérent danX ® Y. Dans tous les autres ca¥ ® Y| est strictement infiniment incohérent
dansX ® Y, on pose alorgy, = 1. Siig = 1 etjo = 0 alorsd(ug,v2) = (| X/, |Y|)uq et
|X ® Y| est strictement infiniment incohérent dafis® Y. Dans ce casd est I'image par
g du mot sans répétitions associé a la sgit& ® Y|,lp)(uz x |Y|)). Le sous-ensemble;,
est infiniment cohérent das et le sous-ensemb|&’| est infiniment cohérent dais. On en
déduit queus x |Y'| estinfiniment cohérent. De plus en combinant la remarqua:8c le fait
que|X| Fx ugonaqueX ® Y| Fxgy us x |Y|. La suite((|X ® Y|, j0), (ug x |Y[,2)) est
donc bien une partie sUf ® Y. Le casig = 0 etj, = 1 se traite de maniére symétrique. Enfin
siig = 1 etjo = 1 alorsd(usg,v2) = (|X|,|Y])(uz2,v2) €t|X ® Y| est strictement infiniment
incohérentdanX ® Y. On ag((|X @ Y|)(u2 X v2)) = d(us,v2). Les sous-ensembles etvs
sont infiniment cohérents domg x v, aussi. La maximalité dey x v, est une conséquence de
la remarque 3.39. Ainsi(| X ® Y|, ly)(uz x va,2lp)) est bien une partie sif Q Y.

On suppose que I'on a une pamié = (w;);,<i<p SUrX ®Y telle queg(W’) = d(ug, v2)-
m’ pourm’ un préfixe pair den’, w, = (u; x v;) estinfiniment cohérentet, i, j € 2N. On
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montre que sin” - e1e, est un préfixe den’ alors il existe unw, 11 et unw, o tels que cette
propriété soit encore vraie poln; ), <i<p+2 €td(U, V) - m” - e1ea, (.. g((wi)io<i<p+2) =
d(U,V) -m" - eje3). En raisonnant par symétrie, on peut supposerequest un élément,
avec2ip + 1 < ¢/ < n. Commeg(wy, ... wy—1(u; X v;)) = d(usg,vs) - m” et quem’ est
sans répétitions c’est qué > . Mais u; 1 n'apparait certainement pas day(3V’) puisque
sinon cela contredirait la décroissance forte @desEn revenant a la construction, c’est donc
guee; = u;41 €tes = u;4o. Il est alors facile d’utiliser la remarque 3.39 pour monuee
Wp41 = Uj41 X V5 etwp+2 = Uj+2 X Vj conviennent.

Ceci prouve qu'il existe une partid”’ = (w;);,<i<p SUr X ® Y telle queg(W’) =
d(ug,v2) - m', wy = (upn) X Vhky) €St infiniment cohérent ef,4,j € 2N. Sin, k € 2N
alorsh(n) = n, h(k) = k, f(un,vx) = € etw, est égal au singletofw,, x u) ce qui acheve
la preuve de I'existence d&. Sin € 2N etk € 2N + 1 alorsh(n) = n, h(k) = k — 1 et
f(un,vi) = vg. On a alors quew,, est strictement infiniment cohérent et en posant.; =
Uy, X v, ON a bien quélV = (w;);,<i<pr+1 €St une tour dont I'image par estm. Le cas
n € 2N etk € 2N + 1 est symétrique. Finalement,sic 2N + 1 etk € 2N + 1 alors on a
Wy = Up—1XVp—1. A nouveau on obtient la tot#” recherchée en posan} 1 = u, Xvp. U

L'hypothese de disjonction entf€ etY a pour seul mérite de simplifier la présentation des
résultats. Il est clair qu’au prix d’un attention partiéuk portant sur la localisation des éléments
de FE nous pourrions établir une proposition analogue sans lgftethése.

3.2.3 Exponentielles

Le traitement des exponentielles demande plus d’attentiarcaractérisation du déployé
d’'une hypercohérendeX, donnée par la proposition 3.53 & la fin de cette section, estan
évidente en premiére lecture. Cette caractérisation sgeamtamment la définition d’objets
intermédiaires sur lesquels nous établissons un certambreode lemmes.

C’est pourquoi nous commencons par donner, en exemple, le

J_ déploiement de I'nypercohérengé(L & 1) & (L@ L)) L),

en exhibant les objets intermédiaires que nous définir@ieré
\\ / \ ment plus loin. Lhypercohérencé = ((La1) & (Lol))dL

est trivialement série paralléle et localement finie. Stnessyn-

taxique, donné dans la figure 3.1, est isomorphe a son arbre de

tours, donné dans la figure 3.3. Dans cet arbre syntaxiquss, no

avons annoté les nceuds par la polarité opposant/joueuewui |

"&J 12 correspond dans I'arbre des toyes|. Nous avons indicé les
occurrences de la constante multiplicativepar des lettres de
maniére a distinguer ces différents constantes, en acueoda

@° nécessité de délocaliser les espaces non disjoints avdetide

appliquer un connecteur additif. Ainsi 'unique point|de, | est
le singleton{a} et de méme pout,, L., 1, et L.. Lerésultat

FiG. 3.1 - Arbre deX. principal de cette section est qu’une tour &iir est la succes-
sion de coups donnée par une visite sans répétitions d’igrate de}f(| dans lequel chaque
coup opposant est suivi par un unique coup joueur. Nous aegmgsenté une telle visite par
des arrétes grisées dans notre exemple de la figure 3.1.\@itie notéesy, .1 1 dans la suite,
commence a la racine, passe par la feuillget arrive a la feuilleL .. Les coups opposant sont
représentés en pointillés et les coups joueur en traitapl®ous allons voir que cette visite
5{a,c},1 COrrespond bien a une tour S¥ et qu’en tronquant cette visitg,, ., ; de maniere a
I'arréter sur la feuillel, on obtient une visite notég ,;, correspondant a une autre tour skir

Le déploiement déX est doublement représenté dans la figure 3.2. Les deux espaés

tions sont partielles. Les représentations complétesgrgassentiellement étre obtenues en
exploitant la symétrie entre les élémeat9, c etd de la trame deX. La trame dé X est égale
a

'X] ={0,{a},{b}, {c}, {d}, {e}, {a, ¢}, {a, d}, {b, ¢}, {b, d}}.
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{{a, e} = C({{a} {c})  Had}} = C({{a}, {d}})

{{a}}°  C{{a}{c,d}})°

/
/

c({{a}}) c({{b))’

Cllta 13" C({{e.d}})P

N\
N

ey =c{{ea))  cfab.cdp))

/ )
)

C({{a,b,c,d,e}})°

N

X =

FiG. 3.2 — Déploiement dE((L, & Lp) & (L. B Lg)) & L) : 'arbre des tours.
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La premiére représentation est donnée dans un plan obdigdigurent les points de la trame
de!X. Les courbes fermées contenant des point$Xiereprésentent les ensemble d’éléments
de cette trame qui sont des coups!de Les courbes fermées en pointillés sont des coups
opposant et les courbes fermées en traits pleins sont des gmueur. Deux tours suX sont
entierement représentés dans ce plan : une tour se terrpiaualet singletor{{a}} et une tour
se terminant par le singletd{a, ¢} }. Ces deux tours sont celles correspondant respectivement
alavisitesy,, et alavisitesy, .y, mais cette représentation ne permet pas vraiment d’emeeend
compte.

La seconde représentation est I'arbre des tour&$ifc’est une vue éclatée de la premiére).
Dans cette représentation, on utilise la notatiti&), ouS est un ensemble. Il s’agit Ia de deux
objets intermédiaires que nous devons expliciter. Danemoxemple, cet ensemhfeest le plus
souvent réduit a un singleton mais il arrive aussi qu'il sae ou qu'il contienne deux éléments.
En général, I'ensembl§ est un ensemble fini particulier de coups &urque nous appellerons
plus loin unetranche de avesur X . L'ensembleC(S) est égal a

C(S)={ze|'X||VueS,znu#D}.

On adonc en particulie€; () = [\ X|, C({{e}}) = {{e}} C({{a}}) = {{a},{a,c} {a, d}},
C({{a,b,c,d,e}}) = 'X|\ {0} etC({{a,b,c,d}}) = 'X|\ {0, {e}}. Pour vérifier que I'arbre
représenté est bien I'arbre des tours!sXir on vérifie, en partant de la racine vers les feuilles,
gue chaque nceud apparaissant dans I'arbre est bien suas dascesseurs pour la relatior:

et que les feuilles sont bien des singletons. A cet effet,art ptiliser le fait que tout élément
deS est une section dé(S). Ainsi, siS contient un coup opposant strict skir alorsC'(S) est

un coup opposant strict suk'.

Certains éléments de I'arbre de la figure 3.2 ne sont pas dqgaréune tranche devec Il
s'agit des feuilles de polarité opposant (par exemfileet{{a}} dans notre arbre incomplet).
Oublions ces feuilles un instant. De méme, oublions la eadia I'arbreC((}) et concentrons
notre attention sur les tranchesaeecsuccessives utilisées dans cet arbre.

Chaque tranche davecsS est en fait 'ensemble des

{a'}.J {b'}"-.. {c}J\ {d}  nceuds terminaux d’un sous-arbreXie@ans lequel chaque
Q

coups opposant est suivi d’au plus un coup joueur. Plus pré-
\ / \ / cisément ces noeuds terminaux déterminent un sous-arbre
{a,b)° {'07 d)° A(S) de I’arbre des tours d& et passer d’u_n noeuq de
1 I'arbre de la figure 3.2 a un de ses nceuds fils consiste en
\ / ajouter un nouveau nceud au sous-arA(€). Cet ajout
, , d’'un nceud se fait soit en remplagant un nceud terminal de
{a,b,¢,d} {e} A(S) (de polarité opposant ou joueur) par un de ses fils soit
/ en ajoutant un nceud opposant fils d’'un nceud joueur non
terminal dansA(S). Finalement, une branche de I'arbre
{a,b,c,d,e}° des tours sutX détermine une certaine suite croissante de

sous-arbres de I'arbre des tours 30et cette suite corres-
FiG. 3.3 — Arbre des tours d& po/nd/a une visite de I’grbre des tours strau sens donné

précédemment. Nous illustrons cette observation en mon-
trant comment la branchd3, déterminée par la succession de fleches grisées de I'aedee d
figure 3.2 correspond a la visitg, ) ; de I'arbre de la figure 3.1. Nous donnons dans la fi-
gure 3.4 les arbred(S) définis successivement par chaque tranchevgeS apparaissant dans
la brancheB. Les arbresA(S) sont des sous-arbre de I'arbre des toursXureprésentés a
l'isomorphisme entre I'arbre de la figure 3.1 et I'arbre dédare 3.3 prés.

L'étape cruciale est le passage de I'arbre déterminé paatetie deavec{{a}} a l'arbre
déterminé par la tranche dec{{a}, {c,d}}. Cette étape consiste a arréter la visite d’'une
branche pour en visiter une autre, a partir d’'un branchemeat En général pour un espage
assez gros une tour slX peut contenir plusieurs étapes de ce types. De plus, il epfedral
possible qu’une tour suX interrompe de cette fagon la visite d'une branche de 'adlesstours
sur X, quitte a y revenir plus tard.
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{a}’ {'a'}-J. {a}’ {c}’
fatfo e e | {Z,d}o/e.aO/@O
] N/ N/
{a,b, e, dy’ &’ &’ &’ &’
AS)  {abedel &0 5o 50 50 50

S {{a,b,c,de}} {{a,b,c,d}} {{a,0}} {{a}} {{a}{e.d}t {{a} {c}}
FIG. 3.4 — Une visite d’un sous-arbre (| par des tranches devec

Nous avons vue, sur cet exemple, que certaines toursXsaléterminent des visites sans
répétitions de sous-arbres de I'arbre des tours’&ubans la proposition 3.53, nous établirons
précisément une bijection entre les visites d’un ensembkods-arbres d&| (en sémantique
des jeux cet ensemble correspond aux stratégies fini¢§’$LEt les tours sulX . Cette bijection
sera, plus précisément, un isomorphisme d’arbre.

Aprés cette entrée en matiére, nous pouvons commencerli éedfe caractérisation.

Dans [Ehr0Q] T. Ehrhard établit la proposition suivante.

Proposition 3.42. [Ehr00]. Si X est parallele alord X aussi. SiX est localement finie alors
!X aussi.

Remarques.43(racine). Dans!X on a toujours qué X| € A(1X).

En effet, quel que soitt Cg, [!X| onau U {0} € I'(X) car 'ensemble des sections de
uwU {0} est vide.

Nous nous intéressons maintenant aux coups initiauksdians le cas oX est localement
finie et série paralléle.

Lemme 3.44 (sous-ensembles strictement infiniment incor@mt maximaux de!X). SoitX
une hypercohérence localement finie série paralléle.

1. SiU est un sous-ensemble strictement infiniment incohérenimmaéxle |!X | alors il
existe un unique sous-ensemble strictement infinimerléreotu de X telle queu < U.
Ce sous-ensemble est égal a{a | {a} € U} et c’est un sous-ensemble strictement
infiniment incohérent maximal d&|.

2. Réciproquement, si est un sous-ensemble strictement infiniment incohéreritmabse
| X | alors il existe un unigue sous-ensemble strictement inéintimcohérent/ dans! X
tel queu <« U et c’est le sous-ensemble strictement infiniment incohérexrimal dg! X |
égal a{z € Clg,(X) | z Nu # 0}.

Démonstration.Soit U un sous-ensemble strictement infiniment incohérent mebdeaX et
soit v un sous-ensemble strictement infiniment incohérent dérsl quewv < U. Il est clair
que{a | {a} € U} C v. Maintenant, sb est un élément de alorsv < (U U {{b}}). Ainsi

U U {b} est strictement infiniment incohérent daASet, par maximalité d&/, U contient{b}.

Par conséquent, = {a | {a} € U} estI'unique section strictement infiniment incohérente de
U.

Supposons que est un sous-ensemble strictement infiniment incohérenimadxie X qui
contientu alorsv est une section d&/ U {{b} | b € v}) donc cet ensemble est strictement
infiniment incohérent danis{ et, par maximalité dé&/, il est égal &/. Par conséquent, est
égal aw et ceci permet de conclure a la maximalité&ude
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Maintenant soit: un sous-ensemble strictement infiniment incohérent mabdmA et soit
U= {z € Clgy(X) | zNwu # 0}. Comme il existe, pour chaque élémende u, un clique
finie {a} contenant, u est une section d&. DoncU est strictement infinimentincohérent dans
!1X. SiV est un sous-ensemble strictement infiniment incohérentimadxe! X contenant/
alors par la premiére partie du lemmes= {a | {a} € V'} est strictement infiniment incohérent
dansX. Mais, pour chaque € v, le singleton{a} appartient &/ donca fortiori, aV. Ainsi v
contientu et par maximalité de, v etv sont égaux. Donc chaque élémentidintersecte et
doncV C U. Ceci conclut en établissant la maximalitélde O

Nous allons étendre ce lemme en une caractérisation desméiments d&/ (! X) a partir
des éléments d&/ (X) lorsqueX est série paralléle. Nous pourrons ensuite établir la const
tion effective de I'arbre des tours sUX a partir de I'arbre des tours six.

Avant cela il nous faut établir quelques résultats prélairies.

Définition 3.45. Soit X un hypercohérence localement finie série. thaache de avesur X
est un ensemble fitff = {uq,...,u,} d’éléments dé//(X) deux & deux disjoints, qui vérifie :

(Ur1<i<nti, Dx (Ur<i<nts)) = &1<i<n (i, Tx (us))-

Pour chaque tranche deec S = {u1,...,u,} surX nous définissons aussi les ensembles
suivant :
— le sous-ensemblg(S) de|' X | égal &

{z € Clgn(X) |Vu € S,unx # 0}
— le sous-ensembl€S) de|! X | égal &
{{a1,...,an} | Vi,a; € u;}.

Remarque8.46
— CommeU;<;<nt; = &1<i<nu; dansX chaque élément d€S) est une clique finie de
X. Ainsi ¢(S) est effectivement un sous-ensembld!dg|.
— En conséquent(S) C C(S) et, comme les; sont deux a deux disjoints, les éléments
deC(S) sont de cardinalité supérieure ou égateét les seuls éléments de cardinatité
dansC'(S) sont les éléments dgS).

o(8) = {x € C(8) | fo = £5).

— Il existe une opération qui a partir d§S) reconstruit la tranche davecS c’est a dire
la famille (u;)1<i<n @ indexation prés. En effet considérons les élément§' @) de
cardinalité minimale. Ce sont les éléments:(i8) et ils sont de cardinalité. Maintenant
on choisit un de ces éléments disans et on numérote ses élémentsidan : zg =
{a1,...,a,}. Posons alors

V; = {b | {al,.. .,ai,l,b,alqu,.. .,an} € C(S)}

pour chacun de ces indices. On obtient ainsi une faril}é; <;<, qui est exactement
(uq(i))1<i<n OUO estla permutation syr, ..., n} donnée paw (i) = j Ssia; € u,.
— C(8) est un singleton ssi las sont des singletons efu; est une cligue maximale d€.

Lemme 3.47.Si S est une tranche davecsur X alors chacun de ses éléments est une section
de C'(S). De plus ces sections sont minimales v gst une section d€'(S) alors il existe un
élément: de S contenu dans.

Démonstration.Pour tout élément € S, u C Uc(S) C UC(S) etu intersecte chaque élément
deC(S). Donc chaque: € S est une section d€'(S). Soitv une section d€'(S) et donnons
nous une énumératiom, . .., u, des éléments d&. Si, pour chaque:;; € S, il existe un
élément; dew; tel queb; ¢ v alors il existe une clique = {by,...,b,} de X dansC(S) qui
n'intersecte pas. C'est impossible puisque cela contredit le fait gueC'(S). Il existe donc un
indicei € {1,...,n} pour lequek; C v. O
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Lemme 3.48. Soit X une hypercohérence localement finie série parallél& &st une tranche
deavecsur X alors

(UC(S), Ix (UC(S))) = (w, Tx (w))&(&ues (u, I'x (u)))
ouw = UC(S) — US. De plusw est maximal au sens ou,si C | X| — US est tel que
(w' U (US),Tx (w' U (US)) = (v, Tx (w')&(&ues (v, T'x (w)))
alorsw’ C w.

Démonstration.Nous commencgons par prouver que cette égalité d’espacesa@spourw =
UC(S) — US. PuisqueS est une tranche deveg la seule chose a prouver est que, pour chaque
v Ci . C(S) siv intersecte a la fois)S et w alorsv est cohérent. Chaque élémeéntle w
appartient a une clique, élément de”(S), donc il existe un sous-ensemble= x N (US),
deUS pour lequely U {b} est cohérent. Mais, par la proposition 3.8 est un intervalle sur

X. C'est donc que, pour chaque élémediew, pour chaque sous-ensemble fini non vjdde

US, y U {b} est cohérent. En particulier pour chaque élématev N w, et poury = v N (US),
'ensemblev, = y U {b} est cohérent. Finalement, commeg-,~.,, v, 2 y n'est pas vide, en
utilisant le parallélisme on conclut a la cohérencerde Uyc ., vp. SOitw’ un sous-ensemble
de|X| — US tel que

(w' U (US),Tx(w' U (US)) = (v, Tx (w'))&(US, T x (US)).

[l faut montrer quew’ C UC(S) — US. Soith € w'. Siu C* US, alorsu U {b} est infiniment
cohérent. Soit: € ¢(S), ona quer U {b} est une clique, doneu {b} € C(S), doncb € C(S),
et commeé ¢ US on en conclut qua’ C UC(S) — US.

o

Considérons un sous-ensemble infiniment incohérent méxinda UC(S). C’est soit un
sous-ensemble infiniment incohérent maximal de I'un deméfdsu deS c’est a dire un élé-
ment deS(u), soit un sous-ensemble infiniment incohérent maximal’d&§) — US. Dans ce
dernier cas, considérons I'élément minimélde M (X)) qui contientv. CommeX est série
parallelev’ est le dernier coup de la partig <, 7 (a) ouT (a) est 'unique tour de pied sur X.
Supposons que’ N US n’est pas vide. |l existe donc un élémentlansS tel queu N v’ n'est
pas vide. Comme etv’ sont des intervalles forts il sont comparables pour I'oidctusion et
commev Nu = @ c’est queu C v'. D’'aprés le lemme 3.48, U v est infiniment cohérent, il
contientv et il est contenu dans, ainsi

NacvT(a) C NacunT (@) S NacoT'(a).

Mais cela contredit la minimalité d€. C’est donc que’ NUS est vide. Puisque’ est un inter-
valle et qu'il contient on a, par le lemme 3.48, qué est un sous-ensemble d€’'(S) — US.
Et, par maximalité de, v’ etv sont égaux.

Pour faciliter I'écriture du résultat suivant nous étersltannotationS des coups suk aux
tranches davecsur X en posant

SO(S) ={w | (Vu' € S,u L w)et(Fv e M’ (X),Fue S,we S(v) etu Cv)}
quandsS est non vide, et en posafif () = | X| si|X| € M°*(X) etS°(D) = S(]X|) sinon.

Lemme 3.49.SiS est une tranche davecsur X alors C(S) est strictement infiniment incohé-
rent danslX ssiS N M*°(X) # (. De plus, dans ce cas, I'ensemble des sections strictement
infiniment incohérentes d&(S) est exactemerd N M*°(X).

Démonstration.L'implication de droite & gauche de la premiére partie dufenest une consé-
guence directe du lemme 3.47.:8gst une section strictement infiniment incohérent€'ds)
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alors c’est un sous-ensemble d&. Mais, toujours d’aprés le lemme 3.47 admet un sous-
ensemble: qui est dansS. Donc, d’apres le lemme 3.48 et du fait quest un sous-ensemble
strictement infiniment incohérent ¢i& |, v est égal & qui est donc strictement infiniment inco-
hérent. Cela conclut la preuve en établissant que toutssénfiniment incohérente d€'(S)
est un élément d& N M*°(X). O

Lemme 3.50 (Coups joueur).Si S est une tranche davecsur X telle queS N M*°(X) est
un singleton, disongu}, et siC(S) € M*°(1X) alors S(C(S)) est en bijection aves(u) par
I'application v — C(S[v/u]) ou S[v/u] est 'ensembles dont I'élémentu a été substitué par
V.

Démonstration.|l est clair queS[v/u] est une tranche davec Une conséquence directe du
lemme 3.49 est qu€(S[v/u]) est infiniment cohérent pour chaque élémede S(u). Soit un
élémentiV de S(C(S)). Alors UW est un sous-ensemble d€’'(S) etw = (UW) Nu est un
sous-ensemble de L'ensemblew est une section d&/. En effet, c’est un sous-ensemble de
UW et pour chaque € W, w Nz est égal & N x qui n’est pas vide puisqueest un élément
de C(S) etu est I'une de ses sections. Ainsiest un sous-ensemble infiniment cohérent de
u. Donc il existe un élément de S(u) qui contientw. Et W est un sous-ensemble de=

{z € C(S) | x nw # 0}. Mais d’'apres la définition d€'(S), T" est égal &'(S[w/u]) et il
est contenu dan§'(S[v/u]) lui-méme contenu danS(S). CommeC (S[v/u]) est infiniment
cohérent, par maximalité d&/, c'est queW = C(S[v/u]). Donc finalement pour chaque
élémentV deS(C(S)), il existev € S(u) tel queW est égal &(S[v/u]). De plusv est égal &
(UW)Nu. Réciproquement, siest un élément d€(u) alors,C(S[v/u]) estinfiniment cohérent
et il existe un élémenid” de S(S) qui contientC(S[v/u]). Mais en utilisant ce qui précéde et
comme(UW) N u est déja un élément d&(u), c’est que ces deux ensembl&ES[v/u]) etW
sont égaux. Ceci acheve de prouver que I'applicatien C(S[v/u]) est bien un application
surjective deS(u) dansS(S). Puisquev = (UC(S[v/u])) N (US), cette application est aussi
injective. O

Définition 3.51. Si S est une tranche davecsur X et siv est un élément dé/(X) tel que
Yu € S,u v, alorsS[v] désigne I'ensemble des éléments minimauxde{v} pour l'ordre
inclusion, autrement dit§[v] est égal &v/u] s'il existe un élément de S tel quev C v ou a
S U {v} sinon.

LorsqueS|v] est une tranche diveg C(S[v]) C C(S).

Lemme 3.52 (Coups opposant stricts).
Si S est une tranche davecsur X telle queS C M?(X) et siC(S) € M*'(1X) alors
S(C(S)) N M*°(1X) est en bijection ave§°(S) N M*°(X) par I'applicationv — C(S[v]).

Démonstration.Soit V un élément de&5(C(S)) N M*°(1X). Le sous-ensemblg de |! X | est
strictement infiniment incohérent et il est maximal d&isS). Il existe une section stricte-
ment infiniment incohérente de V. Puisquev est un sous-ensemble d&’(S), il existe un
sous-ensemble strictement infiniment incohérent maximeke UC(S) qui contientv. Donc,
en utilisant le lemme 3.48y € S°(S). Commev est une section d&, chagque élément de
V intersectey, et donc aussiv. Et, commelV C C(S), c’est queV C C(S[w]). Maisw est
une section d&€’(S[w]) donc, par maximalité d&, V et C(S[w]) sont égaux. Ainsi, chaque
élément de5(C(S)) N M*°(1X) est de la form&'(S[w]) oliw € S°(S). De plus, par le lemme
3.49,w est alors 'unique section strictement infiniment incoinéeedeC (S[w]).

Soit, maintenant, un élémentde S°(S) N M*°(X). Alors, toujours par le lemme 3.49,
C(S[v]) est strictement infiniment incohérent et il existe un souseable strictement infini-
ment incohérent maximal’ de C(S), autrement dit un élément d&C(S)) N M*°(1X), qui
contientC'(S[v]). En utilisant ce qui préced&; est unC(S[w]) pour un élémenty de S°(S).
Mais C'(S[v]) € C(S[w]), donc, par la remarque 3.46 C w. C'est donc que = w. O
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Proposition 3.53. Soit X une hypercohérence localement finie série parallele talfaurun
de ses singletons ne soit un coup opposantusoitx un élément distingué (donc distinct de
tous les éléments d¥). Soit finalemenE C « - (M (X))* - {*, ¢} 'ensemble de mots défini

par:s=sg...s, € E ssiil existe une clique finie de X telle que :
1. 5o = *;

2. pour0 < 2k < n — 2, il existet € z tel quesai+1 est le premier coup d’'indice impaire
det qui n'apparait pas déja dans, . .. soj, et sap10 €st le coup (d'indice pair) qui suit
directementsy,; danst;

3. pour chaque élémentde x, chaque coup suX différent de| X | qui apparait dang
apparait aussi dans;

4. sizg = {p(t) | t € =} est une clique maximale d€ alorsn est pair, autrement est
impair ets,, = .

Alors S est en isomorphisme d’'arbre av@c .

Démonstration.Soit f I'opération définie sur les préfixas= s ... s, d’éléments d&v par :

= f(x)=(0);
— Sisgy1 # xalorsf(sg...sk+1) = f(so...sk) - S[sk+1] OUS est le dernier élément de
f(so...sk);

— f(s0...86%) = f(s0...8,) - US ouS est le dernier élément d&sg . . . sy ).
Du fait de sa définition inductive, I'opératighpréserve les longueurs des mots.

L'ensembleF est fait de mots sans répétitions. Comiiesst série paralléle les éléments
d'un mots € E sont soit disjoints, soit comparables et ordonnés poutllision dans le sens
inverse de leur apparition darssll en va de méme pour les préfixes d’élémentsFieAinsi
tout élémentS d'un f(s) pours € F est fait d’ensembles deux & deux disjoints. De plus;, si
est le dernier élément d'ufim) pourm préfixe d’un élément dé&, alorsS est I'ensemble des
éléments minimaux apparaissant dansEnfin, sif(s - u) = m - e;es alorses est soit de la
formees, = e;[v] oUv est soit strictement inclus dans 'un des élémentsoit disjoint de tout
ces éléments, soit de la forme Cg,, |X|. Dans les deux cas, on retrouve facilement I'élément
u a partir dee; ete,. Ceci prouve qug est injective.

L'opérationf est donc un isomorphisme d’arbre enffeet son image (E).

Nous montrons maintenant que chaque élémenft(d est une suite de tranches aeec
sauf peut-étre son dernier élément qui est alors une cligigerfon maximale d&.

L'ensemble vide est une tranche deec Soit maintenant un élément de? et soitz la
clique finie deX dont il provient. Cette clique est un sous-arbre de I'artes thurs, ol les
branchements n’ont lieu qu’a des indices impaires. Suppogoe pourn - uv < s on ait que le
dernier élémens de f(m - u), est une tranche devec CommeS est I'ensemble des éléments
minimaux dem - u, u € S. Siv est un coup joueur suk alors il est justifié paw et ainsi
S[v] = S[v/u] doncS[v] est encore une tranche deec Siv est un coup opposant sixf il
est justifié par un coup joueur qui le précéde et ce est soit un élément d& auquel cas on
conclut comme pour le cas atest joueur, soitv n'est pas dan§. Dans ce dernier cas est
nécessairement disjoint de tous les élémentS.deommex est un arbre ou les branchements
sont sur les indices pairs et queest série paralléle, dans ce dernier cas en&jig,est une
tranche deavec Ceci prouve bien que lef(s) pours € E sont tous fait de tranches deec
sauf peut étre leurs derniers élémentss 8i E' termine sur autre chose quepar I'induction
précédente, le dernier élémentfie) est une tranche devec Sis € E termine suk le dernier
élément def (s) est par définition la clique finie et non maximdle(t) | t € x}.

Soith : f(E) — |(!1X)] 'application définie par

h(So...Sak) = ((C(Sp),0),...,(C(Sak),2k)) et
h(SO .- -S2ky) = <(C($0)a 0)’ SRR (C($2k)a Qk)’ (ya 2k + 1)>

En utilisant les lemmes 3.44, 3.50 et 3.52 par un raisonneparpréfixes, nous obtenons que
h étendue aux préfixes d'éléments Heet aux parties surX est bijective et qu’elle préserve
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la longueur des infs. Il en va donc de mémefdgh. Nous obtenons de la méme maniére que
f ¢ h est surjective.

La seule difficulté dans ce raisonnement provient des élé&nfieraux(y, 2k + 1). Suppo-
sons queS est un ensemble de singletons. Al@réS) est un singleton ssilS est une clique
maximale. LorsqueJS est une cligue maximale on a bien défini un tour parg. Si ce n'est
pas un clique maximale il faut vérifier qd&S) - x US et, réciproquement, ques est le seul
singleton habilité pa€'(S). Ceci achévera la preuve.

La situation est la suivanteC'(S) est strictement infiniment cohérent et c’est I'ensemble
des cliques finies suk qui contiennent la clique)S et S est une tranche davecfaite des
singletons. Il suffit de montrer que siest un élément d€'(S) alors il existe un sous-ensemble
strictement infiniment incohérent d&S) qui contientz si et seulement sin (|.X| — US) # 0.

Soit V' un tel sous-ensemble d&S) et choisissons le maximal. Alors par le lemme 3.52,
il existe une unique section strictement infiniment incenéz del” etV est la tranche davec
C(S[v]). Mais S ne contient que des singletons dafie] = S W {v} etwv est disjoint de tous
les éléments d&. L'élémentz appartient &|v], il intersecte donc biepX'| — US. Dans 'autre
sens maintenant. Supposons que(|.X | — US) # (. Commez est une clique et qu¥ est série
paralléle c’est qu'il existe une toursur X qui n'est pas dans mais telle quer U {¢} est une
clique et telle quep(t) € z. Comme les singletons d€ sont tous de polarité joueur c’est que
I'avant dernier élément de la tourt est strictement infiniment incohérent. Cet élément ne peut
pas apparaitre dans une toung@uisquer U {¢} ne branche que sur les coups opposant et que
{p(t)} n'appairait pas dans. Toujours parce qué&_ est série paralléle, c'est queest disjoint
de tous les éléments deet commer U {t} est une clique$S U {v} est une tranche devecsur
X.On aalors bien ulv = C(S U {v}) qui est un sous-ensemble @¢S) qui contientz et qui
admetv comme section strictement infiniment incohérent. O

Remarque8.54
e En suivant la derniére partie de la preuve précédente ilasstilple de généraliser la des-
cription des tours dUX en relaxant la condition qui veut qu'aucun singleton’dee soit
de polarité opposant.
e Comme les espaces cohérent, les hypercohérences admetesitucture exponentielle
alternative, dite multi-ensembliste. Dans cette versiomadéle, lebien shr noté !h, est
m

défini sur les objets comme suit. i est une hypercohérence alors

| L X[ ={p € Miun|X]|supp(n) € CI(X)}

etsi{us,...,tun}t € Pn(] !hX|) alors{p1,...,pun} € T*4( !hX) ssi il existe une
m m

section de{supp(p1),...,supp(u,)} strictement incohérente dads. Nous revenons
sur cette version des exponentielles a la fin de la sectioficbabpitre 6). Il est en fait
possible d’'établir un résultat analogue a celui de la pribpos3.53 pour cette version
du bien sr Notamment on a un résultat similaire a celui de la propﬂéﬁé)ourngh.

Sous la réserve quéh préserve bien la finitude locale, I'adaptation de la projpasi3.53

consiste alors simplement en une modification du point 4 défiaition des éléments de
E qui supprime la distinction faite entre le casxaflest maximal et le cas at n'est pas
maximal. Notamment un mot d€ est toujours de longueur paire €st toujours impair)
et de derniére lettre un multi-ensemble de suppgrAinsi le passage a la version multi-
ensembliste de I'exponentielle des hypercohérences néimpas radicalement la nature
de I'exponentiellgeuxassociée par déploiement.



CHAPITRE 4

Jeux polarisés a bord

« Engage le jeu, que je le gagne. »

L'analyse des deployés d’hypercohérences du chapitreéégeét nous a conduit & remarquer
une certaine ressemblance entre les jeux polarisés d'Geha[Lau02b] et les constructions
gue nous obtenons sur les arbres des tours. La principféeadite, outre le fait que les jeux
polarisés possédent des pointeurs dont agatori dépourvus nos arbres des tours, réside dans
le fait que, dans les arbres des tours, les parties term@uie cette terminaison introduit une
symétrie de traitement entre les débuts et les fins de patdtienoins au niveau des multiplica-
tifs.

C’est en découvrant les constructions multiplicativegees polarisés que nous avons, pour
la premiere fois, remarqué un rapprochement possible &gneux polarisés et les arbres de
tours. Plus précisement dans les jeux polarisés le preomuigra’une partie dans un multiplicatif,
disonsA % B, est la paire formée d'un premier coup d’'une partie daret d’'un premier coup
d’'une partie dan#. Une telle idée avait été explorée par F. Lamarche ([Lam®2]5 le fait est
gu’elle prend tout son sens dans le cadre d’'un modeéle deilguiedjinéaire polarisée, dans lequel
les constructions multiplicatives n’ont pas a étre défimigsous les morphismes (Issatégie$
mais seulement sur les morphisnmeEntraux(les stratégies centrales). Techniquement, cette
restriction permet de définir ypar sur les morphismes tel quepar de deux stratégies centrales
Soit encore une stratégie (centrale).

Dans les arbres des tours, on retrouve cette idée d’'unegmiceups pour le dernier coup
d’une partie terminée dans un multiplicatif.

Nous avons donc naturellement cherché a définir un modéekudeppur la logique linéaire
polarisée qui coincide avec les arbres des tours. C'est c@lmgue nous présentons dans ce
chapitre.

Les jeux polarisés que nous manipulons sont sans pointeilssent équipés d’'une notion
de bord qui correspond a la notion de partie terminée dans les ada®sours. Ce bord, qui
est simplement un emsemble de mots de longueurs pairesyjorfde prépondérant dans les
constructions. Ainsi, contrairement a ce qui se fait habikiment en sémantique des jeux, nous
manipulons les jeux par leurs bords et non par un ensemblediegclos par préfixe Ce
choix était nécessaire notamment pour obtenir I'assed@iie la composition en présence de
la notion de bord.

Les stratégies sont des ensembles particuliers de pagtimingesi(e.de mots du bord).
Nous avons aussi fait le choix de présenter certaines emtistns sur les stratégies, relative-
ment usuelles en sémantique des jeux, en nous ramenant d&resians entre mots (parties
terminées).
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Aprés avoir introduit les jeux polarisés a bord et I'essgirdes constructions sur ces jeux,
nous montrons que nous avons un modélevdeLpP (le fragment sans exponentielles de la
logique linéaire polariséeL pol).

Faute d’une axiomatique catégorique éprouvée pour lesle®deMALLP, nous avons fait
le choix d’introduire, en toutes généralités, une notiocagpure entre stratégies, plutbt que de
nous contenter de la seule composition des morphismesn@esifacilite [égérement le travail,
notamment pour la preuve de correction du modéle.

La symétrie interne entre débuts et fins de parties nous audandécouvrir une propriété
deréversibilité temporellele notre modele de jeux (section 4.2.2). Nous ne savons gaseen
vraiment donner un sens a cette propriété.

Il est trés faciled’oublier le tempslans notre modéle de jeux : & une petite adaptation pres, il
s'agit simplement de ne conserver que les coups finaux desgdn bord. Dans la section 4.2.3,
nous montrons que cet oubli du temps nous permet de retrbunterprétation relationnelle et
hypercohérente des formules et des preuvesala p.

Dans la derniére section, nous posons les bases d’'une iextelesnotre modéle aux expo-
nentielles de.L pol.

4.1 Jeux polarisés

Définition 4.1 (jeu polarisé). Un jeu polarisé4 est un quadruplde, A°, A%, S) olie € {—, +}
est la polarité ded, ou A° et A’ sont deux ensembles disjoints et au plus dénombrables,%t ou
est un ensemble de mots, appelBded du jeuA, tel que si le jeu est négatif alofsC (A°- A7)*
et sile jeu est positif alor§ C (A’ - A°)*. LorsqueS ne contient pas le mot vide, on dit que le
jeu estlinéaire et sinon on dit gu'il estffine

On appelle coups opposant les élémentd et coups joueur les éléments.d& On appelle
parties terminées du jed les éléments d&, on noteP(A) I'ensemblev S 4 et on appelle ses
éléments les parties dé. On distingue les parties opposantdeP°(A), qui sont les parties
de A qui finissent sur un coup opposant et éventuellement lagpédes si A est positif et les
parties joueur del, P’(A) qui sont les parties qui finissent sur un coup joueur et lagaide
si A est négatif.

Lorsqu’il n'y a pas d’ambiguité, on commet souvent I'abusndeéer simplementd I'en-
semble des coup$®UA’ d’'unjeuA. On écrit ainsi A pour[(A°UA’) ouencorg(Ay, ..., A,)
pour (AP UAJU...UAS UA)).

Dans la suite, sauf précision contraire, une lettre minkesiésigne toujours un coup dans le
jeu noté par la méme lettre en majuscule. Aimsist un coup dans le jed. On notera souvent
en exposant la polarité de ce coup. AinSiest un coup opposant dans le j¢eta’ est un autre
coup, de polarité joueur, dans le jdu Si ces lettres portent des indices c’est, selon le contexte
soit qu’'elles désignent des coups différents dans un mémsojeencore qu’elles désignent des
coups dans des jeux différents distingués par les indiciessi i le jeuA; est défini, alors;
désigne un coup dans le jel} et si ce jeu n'est pas défini et que le jdwest défini, alors; et
a; sont des coups dans le jel Il en va de méme avec les notations primgs{ € Aoua € A
eta’ € A') et seconded,a” € Aoua € Aeta’ € A”).

On écrira parfoisp <’ s pourp < setp € P’(A) etp <° spourp < setp € P°(A).

Définition 4.2 (bonne terminaison). Lorsque les éléments de sont deux a deux incompa-
rables pour I'ordre préfixe.e.

Vs,s'€8,s#s = s£5,
on dit que le jeu edbien terminé

Remarquet.3. Les seuls jeux polarisés affines bien terminées sont les(jeud®, A”, {<}) et
(+, A%, A% {e}).



4.1. JEUX POLARISES 57

Définition 4.4 (plénitude). Un jeu polarisé egplein lorsque toute partie non vide est I'inf par
préfixe de deux parties terminées,

Vpe P(A),p#ec = 3s,8 € S,sANs =p.
Définition 4.5 (stratégies). Un sous-ensemblede P(A) estdéterministdorsque :
Vs, s’ €ex,s#5 = sAs € P(A) (déterminisme.)

Une stratégier sur un jeu polarisél = (e4, A°, A’, S4) est un sous-ensemble déterministe de
Sa. On noteSt(A) 'ensemble des stratégies sdret Strn(A) 'ensemble des stratégies finies
surA.

Une stratégier estsaturédorsque :

o=84N (Vo) (saturation.)

Remarquegl.6. Si o est un sous-ensemble &g, en particulier sic est une stratégie, on a
toujours quer C S4 N (Vv o). Vérifier la saturation revient ainsi a vérifier gdg N (v o) C o.
Sile jeuA est bien terminé la saturation est automatiquement vérifiée
Dans le cas d'un jeu négatif, la condition de déterminisnié&gsivalente a dire queA s’
est de longueur paire, pour toute paire’ € o.

Définition 4.7 (orthogonal). Si A = (e4, A°, A’, S4) est un jeu polarisé alord orthogona)
noté AL = (e4u, AL°, AL7 S,1), est le jeu polarisé défini pary. = —ey, AL° = A,
At = A%et S, = S,.

Définition 4.8 (connecteurs logiques 1)Si A = (—, A°, A’ S4) etB = (—, B°, B?, Sp) sont
deux jeux négatifglisjoints(i.e. si A° U A’ et B® U B’ sont deux ensembles disjoints) alors :
— lejeuT estle jeu négatif linéaire

(—,0,0,0); (T)
— lejeul estle jeu négatif linéaire
(= {41 D) (@8
— si A et L sont disjoints ledécalage positifde A, noté| A, est le jeu positif
(+, A°U L'}, AU {}, {+} - Sa - {5} (L 4)

leavecde A et B, A & B, est le jeu négatif

(7,AOUBO,AJUBJ,SAUSB); (A & B)

lepardeAetB, A® B, estle jeu négatif

(—, A°UB® U (A° x B°), A’UB’U (A’ x B%), S) (A% B)

S ={(a,b) -w- (a',V)|we ((A2UB’)-(A° U B°))*,
a-(wlA)-a' € Syeth- (w|B)-b € Sp}.

Cette définition s’étend a des jeux non disjoints de la marséivante : en posadt) =
{i} x A°, A) = {l} x A’, BY = {r} x B° etB; = {r} x B’ on obtient deux jeux; et B,,
copies disjointesle A et deB, auxquels on peut alors appliquer les constructioou %. Et de
méme lorsquel et | ne sont pas disjoints on posel = | A;.
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Définition 4.9 (connecteurs logiques 2)Si A et B sont des jeux positifs, ldécalage négatif
de A, noté] A est le jeu(|(A+))*, le jeuA plus B, notéA @ B, est le jeu A+ & BL)* etle

jeu A tenseurB, noté A ® B, est le jeu(A+ % BL)L. Si A est un jeu positif e est un jeu
négatif alorsA — B est le jeu négatifl- % B.

Remarquet.10 Onas[(A+) = s[Aets[(TA) = x-s[A -+

Définition 4.11 (connecteurs ésotériques)SoientA et B des jeux négatifs disjoints.
— Letenseur négatifde A et B, A ® B est le jeu négatif—, A° U B°, A’ U B’,S) ou
S={we ((A°UB°) - (A"UB))*,wlA € Ssetw]B € Sp}.
— Lafléche linéaire négativde A et B, A—DB est le jeu négatif—, A’ U B°, A°U B, S)
ouS ={we ((AUB®) - -(A°UB"))*, wlA e S,etw|B e Sg}.
— Leun négatif §, est le jeu négatif affine—, 0, 0, {e}).

De méme, on généralise ces définitons au cas ol les4eetxB ne sont pas disjoints en
faisant des copies disjointes deet B avant d’appliquer les constructions précédentes.

On étend ces définitions respectivement &yra un%, a un®, a un® et a un® n-aire,
dont la version unaire laisse, par convention, le jeu atifipie’. Les résultats d’associativité
de la proposition 4.36 montrent le bien fondé de ce choix.

Remarquet.12 Si F et F' sont deux ensembles de mots de longueurs paires sur debetipha
disjointsA et B alorsE ® F', ou® est I'opération sur les ensembles de mot définie page 44, est
I'ensemble des mots reconnus par 'automate de la figuret4ldret les projections sud et sur

B sont respectivement un élémentBet un élément dé’.

A B
\/ \/
A B

FIG. 4.1 —automate ded - A)* @ (B - B)*

Proposition 4.13. L'action des constructions multiplicative®'( ®, ©® et —) sur les parties
terminées peut étre décrite en utilisant les opératiernst ® sur les ensembles de mots définies
page 44. On aSagp = Sa4 ® Sp, Sazp = Sa ® Sp, Sapgp = Sa © Sp etSa.p =
{b-(Saom)-V |b-m-V €Sg}.

Démonstration.ll est clair que les mots obtenues par ces opérations sonf éés chaque
cas, des parties terminées dans le jeu multiplicatif cpmedant, puisqu’elles respectent I'al-
ternance en polarité et la bonne projection. Il reste & neoige toute partie terminée dans un
multiplicatif est bien de cette forme. Nous le faisons pauftdche linéaire négative. Les mots de
lensemble{b- (Sa@m)-b | b-m-b' € Sp} sontdes éléments dg’- {A°- A’, B’- B°}*. B’
dont les projections sud et sur B sont respectivement des parties terminées des jeex
B. 1l suffit donc de montrer que les parties terminéesSde, g sont acceptées par I'automate
de la figure 4.2 pour montrer que les parties terminéegl-deB3 sont bien des éléments de
{b-(Sac@m)-b |b-m-b € Sp}. Soits € S4_.5. Nous construisons un nouvel automate
reconnaissant et nous montrons qu'il s’agit bien de I'automate de la figlite Chaque état de
notre nouvel automate sera donné par la polarité dars3 de la partie déja reconnue et par
les polarités de ses projections stiet B. Ainsi I'état initial est(P?(A—B), P’(A), P'(B))
puisque la partie déja reconnue et ses deux projectiondesophrties vides. Le coup suivant

1Un peu abusif au cas ol le jeu est affine et ou le connectews Bsbli le ®, puisque dans ce cas on devrait obtenir
le méme jeu mais sans le mot vide (donc linéaire).
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est alors un coup opposant dads+B et ¢a ne peut pas étre un coup joueurAl@uisque
c’est a I'opposant de jouer dars C’est donc un coup opposant & Ce qui nous méne dans
un deuxieme étatP°(A—DB), P’(A), P°(B)). Le coup suivant dans est joueur c’est donc
Soit un coup opposant damssoit un coup joueur danB. Dans le premier cas on passe dans
un troisiéme étafP’(A—B), P°(A), P°(B)) dans le deuxiéme cas I'automate repasse dans
le premier éta{ P’(A—B), P(A), P’(B)) dont nous avons déja exploré les possibilités. Dans
le troisiéme état c’est a I'opposant de jouer dainrs B mais c’est au joueur de jouer daBs

le coup suivant est donc nécessairement un coup joueurAlaos qui nous rameéne dans le
deuxiéme état. Nous avons ainsi exploré tout les étatslpessit il reste le cas de sortie qui
est nécessairement le premier état, étant donné que lexpoos des doivent étre des parties
terminées ded et B donc de polarité joueur dant et dansB. L'automate construit est donc
bien celui de la figure 4.2, ce qui termine la preuve. O

B’ A’

FiG. 4.2 — automate dd—B

Ce que nous présentons sous forme d’automates est conniledgasx sous le nom de
conditions deswitchingou debasculementCes conditions, que nous avons déja rencontrées a
propos du déploiement en tours d’un multiplicatif, disentlgjoueur a le droit de changer de
sous-jeu dans un jeu obtenu par construction (ici muléphe). Ainsi dans la fleche linéaire
négative et dans Ipar, dont nous représentons I'automate dans la figure 4.3, ejaste
Joueur(celui quijoueles coups joueur), on dit alors que le basculement est joaedualement
dans le tenseur négatif et dans le tenseur ce joueur esbbapp(le basculement est opposant).

— 1 ACx A'°

A'x A"

FIG. 4.3 — automate dpar

Nous établissons trois propositions concernant la lit&da bonne terminaison et la pléni-
tude des jeux obtenus par les constructions logiques quevemnons de définir.

Proposition 4.14 (linéarité). SoientA et B deux jeux négatifs. Alors :
— lejeuAt estunjeu linéaire ssit est un jeu linéaire ;
le jeu| A esttoujours un jeu linéaire ;
le jeuA & B estun jeu linéaire ssil et B sont des jeux linéaires;
le jeuA & B est toujours un jeu linéaire ;
le jeuA ® B estun jeu linéaire ssi au moins I'un des deux jelisu B est linéaire ;
le jeuA— B est linéaire ssiB est linéaire.

Proposition 4.15 (bonne terminaison).SoientA et B deux jeux négatifs. Alors :
— les jeuxT et L sont bien terminés;
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le jeuAr est bien terminé ssi est bien terminé ;

le jeu| A esttoujours bien terminé;

le jeuA & B est bien terminé ssi et B sont bien terminés;;

siA°U A, B° U B’ et(A° x B°) U (A’ U B’) sont deux a deux disjoints aloks % B
est bien terminé ;

le jeuA © B est bien terminé ssi et B sont bien terminés;

le jeuA— B est bien terminé s est bien terminé.

La démonstration de ces deux derniéres proposition esténfecation immédiate.

Proposition 4.16 (plénitude). Les jeuxT et § sont pleins et les constructiods &, ® et —
préservent la plénitude.

Démonstration.La vérification pourT, §, - et & est directe. Nous faisons la preuve pour la
fleche linéaire négative. La preuve pour le tenseur négstiisensiblement la méme. Soient
s € Sa_.p etptel ques = p - ¢ - w pour un certain coup dansA— B. Il y a deux cas. Soit

est un coup dand. CommeplA < s[A avecs[A € S4 et queA est plein, il existes; € S4 tel
queplA = s1 A(s]A). Lemots’ = p-[s1 — (plA)]-[(s|B) — (p] B)] est accepté par 'automate
de la figure 4.2 et ses projections sliet surB sont des parties terminées, respectivement dans
les jeux A et B. Ce mots’ est donc un élément d&, .5 et de plus on a biep = s A s'.
Dans l'autre cag est un coup danB. Par plénitude de3, il existe alors unsy € Sp tel que

s2 A (p|B) = s|B. On pose soit’ = p- [(s|[4) — (p[A)] - [s2 — (p|B)] si ¢ € B’ soit
s'=p-V-[(s]A) — (plA)] - [s2 — ((p|B) - b')] sic € B° etsib’ estle coup dé3 qui suitp|B
danssy. On définit ainsi un mo#’ tel ques A s’ = p. Dans les deux cas, le mgtest accepté
par 'automate de la figure 4.2 et ses projections sont daepaerminées dand et dansB.
Donc, dans les deux cag,est une partie terminée de—B. Ce qui termine la preuve. [

Nous introduisons une opération deupure atomiquentre parties terminées qui servira
a interpréter la coupure dans les jeux. Cette opératioriraeaussi a définir la composition
dans la catégorie des jeux négatifs mais elle est définieqiha falus générale que ne le sera la
composition.

Définition 4.17 (coupure atomique).Soient4, B, C4, ..., Cy, ..., C, des jeux négatifs deux
adeux disjoints. Soiente S pzc,»..5c,) €1s' € Sp(cy, 7. 3C,) telsques|B = s'| B
ondéfinitalorgs s s’ € Sa_(c,%..%¢,), lacoupure atomiqudes et des’ sur B, en posant:
sis = ¢2alors[s 3 s']p = s, sinon et sit est un mot qui ne contient pas de coupsiie
(i.e.t]B = ¢), alors

[[(bovcla"'vck)'w;(Ck+la"'7cn)'t'bo'w/ﬂ3
= (c1,.--ycn) -t fB(V° - w,b° w) (4.1)
ou
FR(B° - w, bt 10w =t fp(1® - w,b°-w)  (4.2)
Siwte, fob® t 0w, BB w) =t fu(b’ wa W) 4.3)
feC -t (b cry. .y cr), 00" - w' - (Chgty e osen)) =t-w - (c1,...,¢n). (4.4)

Lorsquek = 0 la coupure atomique est encore app&émposition atomiqueCette définition
s’étend trivialement & us € Spxc,2.. 53¢, produisanturs s s'|p € Sc,%..xc, en prenant
A =§.

Les projections dds ¢ '] sur A et sur chacun de€’; pourl < i < k sont égales
aux projections de sur ces jeux. de méme les projections[de; s']p sur chacun de§’;
pourk + 1 < i < n sont égales aux projections desur ces jeux. Ainsi les projections de

’Dans ce cag = 0 puisque urpar de jeux négatifs ne contient jamais la partie terminée
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[s 3 s']s sur A et sur chacun de§; pourl < i < n sont des parties terminées dans les jeux
correspondant.

On vérifie facilement qués 5 s'] 5 est un mot accepté par 'automate de-D ou D =
Cy ® ... ® C, et que sa projection sut; % ... & C, est acceptée par 'automate de
C1%...%C,.

On en déduit qués ¢ s'] p est une partie terminée de—(C1 B ... ¥ C,,).

Remarquet.18 Soit D un ensemble de coups. 8iD = ¢ alorss|D = [s § '] [D et si
sI|D =¢alorss'|D = [s § s'|g|D.

Lemme 4.19 (entrelacement synchrone)Soit un motn sur un alphabetd U B et un mot
m/ sur un alphabeBB U C tels queA et C sont disjoints. Sin|B = m/| B’ alors il existe un
motm’ (non nécessairement unique) sur I'alphabety B U C tel quem”[(A, B) = m et
m”(B,C) = m'. On dit alors quen” est unentrelacement synchrodem etm’'.

Démonstration.On fait une preuve par récurrence sur la longueur duymetm|[B = m/[B.

Si cette longueur est nulle alons” = m - m’ convient. Supposons le lemme prouvé pour une
longueum dep et soientn etm’ tels que que cette longueur soit- 1. Alors il existe un mot
etune lettré € B tels quep = ¢ - b. Il existe alors des mots; etws tels quem = w; - b- ws et

w1 | B = q. De méme, il existe des motg etw), tels quem’ = w} -b-wh etw] | B = ¢q. De plus
wa[B = wh|B = e. Ainsi ws [ (B, C) = ws[(A, B) = €. On peut alors appliquer I'nypothése
de récurrence &, etw} eton a ainsi un mow” tel quew” [ (A, B) = w; etw” (B, C) = w}.

On forme alors le motn” = w” - b - wsy - wh. C'est un mot sud U B U C et ses projections sur
AU BetBUC sontbienw; - b-wy = m etw] - b-wh =m’, ce qui conclut. O

On va utiliser la composition atomique pour définir la comfios dans ce qui sera la catégo-
rie des jeux négatifs. Dans ce cadre, il existe une notidamein de compositiocorrespondant
a la notion d’entrelacement synchrone, introduite par &ppsition suivante, pour laquelle on
montre un lemme (d’existence et) d’unicité (lemme 4.21).r&niltat et ce lemme sont stan-
dards en théorie des jeux. L'introduction des témoins damstire général de la coupure ato-
mique n’est pas nécessaire de plus une telle généralit@sempt une discipline de projection
des parties plus subtile que la simple projection des maiashn faisons donc I'économie.

Proposition 4.20 (témoins de la composition atomique)SoientA, B, C des jeux négatifs
deux a deux disjoints. Soiente S4_.p ets’ € Sp_.¢ tels ques|B = s'|B. Un témoin de la
composition des et s’ est un motn sur un ensemble de coupstel quem|[(A—B) = s, et

m[(B—C) =s".0Onaalorsm[(A—+C) = [s s s'| B € Sa—.c et un tel ttmoin existe toujours.

Lemme 4.21 (existence et unicité des témoinsPlus précisément, soft 3 s'] défini par : si
s =calors[s s s'] = s, et sinon, st est un mot qui ne contient pas de coupgijalors :

[°-wsc-t-v°-w]=c-t-gb® w,b° w) (4.5)
ou
siw#e, gb%-t-b w, b -w')=0b"-t-g(b? w,b - w') (4.6)
g(b’° - w, b’ -t -b° - w') ="t g(b° - w,b° - w') 4.7)
gB® -0 0% w ) =0t 0w e (4.8)

alors [s ¢ s'] est un témoin de la composition deet des’ et de plus tout témoim de cette
composition est tel quer[(A, B,C) = [s 3 s']. En particulier,m[(A, B, C) est reconnu par
'automate de la figure 4.4.

Démonstration de la proposition et du lemnfear construction, il est immédiat de vérifier que
[s ¢ '] estun témoin de la composition det des’ et que[s ¢ s'][(A—C) = [s § §'] 5. Soit
maintenant un témoim de cette composition. Il faut montrer quef(A, B,C) = [s ¢ §']
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6

FiG. 4.4 — automate des témoins

(ce qui suffira pour avoim[(A—C) = [s 3 §']B). Soitm’ = m|(A, B,C). En fait on
montre quem’ ne contient pas de facteurs de la formeou ca. Comme les projections de
m’ et defs 5 s'] sur A—B et surB—C sont égales on en déduit I'égalité avpc s s'].
On établit quen’ ne contient pas de facteurs de cette forme en prouvant ladenpartie du
lemme. On construit un automate qui reconnait les motsideJ A’ U B° U B’ U C° U C7)*
qui se projettent sur des parties de»B et de B—C'. Un tel automate doit vérifier I'alter-
nance opposant-joueur pour chacune des projectionglsuB, B—C, A, B, C. On consi-
dére I'état opposant/joueur de chacune des projectioregedite pour chacun des états de
'automate construit. Dans son état initial cette confijoraest celle des projections du mot
vide, c’est & dire :P’(A—B), P(B—C), P'(A), P’(B), P’(C). Par alternance, respective-
ment dans4, B et C, les transitions possibles sont alotS, B° et C°. Mais, par alternance
dansB—C, ca ne peut pas étre un transitiB et, par alternance dans— B, ¢a ne peut pas
étre une transitionl®. La seule possibilité est donc une transitioh et le nouvel état est alors
P(A—B), P°(B—C(C), P’(A), P'(B), P°(C). Comme la projection sud est joueur, il n’est
pas possible de faire une transitidhet, comme la projection sut— B est aussi joueur, il n’est
pas possible de faire une transitidA ou B’. Ainsi il y a deux transitions possibles soit retour-
ner dans I'état initial pa€” soit effectuer une transitioB°. En suivant cette derniere transition
on se retrouve dans un nouvel érft(A—B), P’(B—+C), P’(A), P°(B), P°(C). Comme la
projection suiC' est opposant, il n’est pas possible de faire une trangitfoet, comme la pro-
jection surB—C' est joueur il n’est pas possible de faire les transitiohsu B°. Ainsi soit on
retourne dans I'état précédent par une transiBonsoit on passe, par la transitiot?, dans un
nouvel et dernier étaP’(A—B), P’(B—C), P°(A), P°(B), P°(C) que I'on ne peut quitter
que par la transitiom’ qui nous rameéne a I'état précédent. Finalement on obtiautdmate :

P(A—B),P'(B—C),P’(A),P'(B),P’(C) . PY(A—=B),P(B—C),P°(A),P°(B),P°(C)

R < _________ > _____________________________ <>

P(A—B),P°(B—C),P’(A),P’(B), PO(C) P°(A—B),P’(B—C),P’(A),P°(B),P°(C)

qui est bien isomorphe a celui de la figure 4.4. O

Proposition 4.22 (associativité atomique 1)SoientA, B, C, D des jeux négatifs deux a deux
disjoints. Sis € S4_.p, s’ € Sp_.c ets” € Sp_.p sonttels que|[B = s'|B ets'|C = s"|C
alors

[[s55']5 55" lc=1[s35[s"5s"]cls (4.9)

Démonstration.Considérong = [[s 5 ']z § s’]. Commet|B = ¢, [s 5 ']|D = ¢ et
tI(A,C) =[s s sI(AC), par le lemme 4.19, il existe un mdttel quet’[(A, B,C) = [s 3
s’]]. On a alorst’'[(A4,B) = s, t'[(B,C) = s ett'[(C,D) = s” donc, par le lemme 4.21,
t'[(B,C,D) = [s' 3 s"] d'ou t’ [(B,D)=[s"5s"]cetdonct'|(4,B,D) =[s3[s ¢s"]c]
d'ou finalemen{[s ¢ s'] 5 ¢ s"]c = t[(4,D) =t'[(A,D) =[s 5[ s s"]c]B- O



4.1. JEUX POLARISES 63

Définition 4.23 (centralité atomique). Une partie terminée dd— B est dite centrale si son
premier coup joueur est un coup dé& et si son dernier coup opposant est un couplde

Autrement dit, les parties centrales de- B sont soit la partie terminée vide, soit les parties
terminées de la form&a° ... a'b’ deS4_. 5.

Proposition 4.24 (stabilité de la centralité atomique).Si s et s’ sont des parties centrales
alors[s ¢ s'] g est encore une partie centrale.

La preuve est immédiate.

Proposition 4.25 (identités). Pour chaque jeu négatif, on pose

In={se€Sa-a, |Vp=<’spl(A)=pl(A)}

(ou A; et A, sont deux copies disjointes de voir la remarque 4.26)I 4 est alors une stratégie
centrale ded;—+A, = A—A. De plus, siA, B, By, ..., B, sont des jeux négatifs etsic 14
alors :sis’ € Sy_.palors[s§ s'Ja = s' etsis’ € Sp_,(anp,5..38,) alors[s’ s sja = 5.

Cette proposition est prouvée ci-dessous en méme temps tgrarme 4.27.

Remarquet.26 Pour définir I'identité surd, nous devons former le jed— A, et cela n'est
possible qu’en délocalisart en deux copies disjointes dé:

A= (=, A° x {1}, A’ x {i},{s x {i} | s € Sa}) et
Ap = (=, A% x {r}, A2 x {r},{s x {r} | s € Sa})

(comme dans la proposition 4.25). Ceci signifie que nous nerss pas vraiment capable de
parler d'une stratégie dd—A comme d’une opération allant dé dansA, mais seulement
comme d’une opération dé; dansA,. Ce probléeme est standard en sémantique des jeux. il
est possible de I'éviter en adaptant notamment la compasite maniére a ne composer que
des parties terminées db— B,. avec des parties terminées Be—+~C,.. Mais ceci introduirait
une surcharge de définitions et de notations dont nous préfdaire, ici, I'’économie. Nous
commettons donc I'abus de considérer que I'identité eshi@gomme une stratégie dg— A,

mais qu’elle peut s'utiliser, au besoin, comme une stratdgid— A, ou deA;— A.

Lemme 4.27 (identités).Pour tout jeu négatifi ona: 74 = {id(s) | s € S4} otid(a®a’w) =
(r,a®)(l,a®)(1,a’)(r,a’) - id(w) etid(e) = e.

La définition del, donnée dans la proposition 4.25 et I'égalité établie darlsroene sont
des résultats standards. C'est aussi le cas pour I'édaligés’] 4 = s’ de la proposition 4.25.
L'égalité [s' 3 s]a = s’ est une généralisation d’un résultat standard aux cas telamipure
n'est pas forcément une composition. Sa vérification estédiate.

Proposition 4.28 (catégorie des jeux négatifs)Pour chaqueA, B, C jeux négatifs, pour
chaque stratégie de A— B et pour chaque stratégie de B—C on pose :

ost={[sss]|p|s€o,s e€rets|B=s|B}.

On définit ainsi une catégoriEN ayant pour objets les jeux négatifs pour morphismes entre
jeux négatifsA et B les stratégies del— B (notationo : A— B), pour identités led 4, et pour
compositiors.

Lorsque toutes les parties d’'un morphisme de jeu négatifcemtrales ont dit que ce mor-
phisme est central ou encore que c’est une stratégie cennaltations : A—>B). La catégorie
des jeux négatifs et des morphismes centraux forme unecstégerieJNC de la catégorie
des jeux négatifs.
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Démonstration.L'associativité de la composition est une conséquencetgide la proposition
4.22. Le fait que les identités sont des identités de la caiggst établie par la proposition 4.25.
On montre que la composition de deux stratégies est unégigatSoients,, ss € o,

sh,sh € Ttelsques; | B = s} | B etss [ B = s5] B il faut montrer que

u=[s135]5A[s25s5]B

est de longueur paire. $&; 3 s{]5 = [s2 § s4] 5 c'est fini. Supposons que ce n’est pas le cas.
Onaalorgs; ¢ 1] = w-mq -1 etsa ¢ s5] = w-mg - t2 pourm, etms coups sud, B ouC
avecm; # ms. Ces deux mots sont reconnus par I'automate de la figure diki@érons I'état
atteint par cet automate sur I'entree Si c’est I'étatl c’est quem;, me € C° et dans ce cas
w[(A—C) estégal ds1 5 s|] 5 A[s2 5 s5] 5 et est de longueur paire. De méme si c’est I'dtat
on a alorsn;, mq € A’ et ainsiw[(A—C) est égal Js1 ¢ sz A [s2 § sh] B qui est alors de
longueur paire. Si c'est I'ét& alorsmy,ms € B° U C? etw - m; [(B—C) = w[(B—C) - m;
pouri = 1, 2. Mais, commer est une stratégie [ (B—C')-my Aw[(B—C)-m2 est de longueur
paire et c’est donc que; = ms ce qui est une contradiction. De méme si c'est |'8tdin effet,
dans ce casiy, mg € A°UB’ etw-m;[(A—B) = w[(A—B)-m,; pouri = 1,2 et,o étant une
stratégiew [ (A—B)-mj Aw[(A—B)-mq est de longueur paire d’ou a nouveau la contradiction
m1 = my. Ce qui achéve de prouver que la composée de deux stratégigseestratégie.

Par ailleurs les identités sont centrales (lemme 4.27) &blailité de la centralité par com-
position est établie par la proposition 4.24. O

Proposition 4.29. Si f est une stratégie dans le jeli+ B, pour A et B jeux négatifs, et si est
une stratégie del alors
xyf={s|B|se fets]Ae€ x}

est une stratégie dB.
Cette égalité est une conséquence directe de la définitianabenposition.

Définition 4.30 (sous-catégories ddIN). La catégorie des jeux négatifs affinE®B A est la
sous-catégorie de la catégali®N des jeux négatifs dont tous les objets sont affines (c’abtea-
tels que la partie vide est dans le bord) et des morphismdercant la partie vide, que nous
appellerons parfoisnorphismes affine&lairement l'identité sur un jeu affine est affine et la
composition préserve l'affinicité).

La catégorie des jeux négatifs linéaikEN L est la sous-catégorie pleine d& dont les
objets sont les jeux négatifs linéaires. Sa sous-catedNiBC est celle dont les morphismes
sont centraux, autrement ditNLC est la sous-catégorie d&NC dont les objets sont linéaires.

Les catégoriedNT, JINCT, JNLT et JNLCT sont les sous-catégories respectives de
JN, JNC, JNL etJNLC dont les objets sont bien terminés.

Proposition 4.31 (produit Cartésien). Dans la catégorieJN des jeux négatifsfz est un pro-
duit Cartésien efl” est I'objet terminal. Ceci est encore vrai pour les catégedNC, JNL,
et JNLC (et JNT, JNCT, JNLT, JNLCT). Dans la catégorieJ]NA des jeux négatifs
affines & est aussi un produit Cartésien gest I'objet terminal.

Il s’agit du produit Cartésien standard de la sémantiqugeles(affine ou linéaire) qui ne
demande aucune adaptation particuliére pour le passadewau bord. Le couplageéiring)
def: C—Aetg: C—B, noté[f,g], est alorsf U g ou I'on a pris soin de délocaliset et B
en des jeux disjoints. Les projections sont les identitésAset surB prises respectivement de
A & B dansA etdeA & B dansB. Le produitf & gdef : A;—Bj etg : A;— Bs est 'union
disjointe def etg. Les morphismes terminaux d&, JNL, JNC etJNLC sont les stratégies
vides. Les morphismes terminaux de la catégdieA sont les stratégies ne contenant que la
partie vide.

Pourc : A~Betr: B—~C,0na

os1T={s[(A—-C)|s e D* s|(A—B) € gets|(B—C) € 7}
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ou D est n'importe quel alphabet contenant tous les coups desjeR etC' (proposition 4.20).
Cette composition dans les jeux a bord est a rapprocher daecéan fait habituellement

dans les sémantiques des jeux. Pour autant la composiiodast dans la sémantique des jeux

consisterait a composer des stratégies closes par préfixps i reviendrait a écrire :

V0 Sjeux VT = {s[(A=C) | s € D*s[(A—=DB) € Vo ets[(B—~C) € vV}

ol encore en ne prenant que des préfixes de longueur pairaii(ceveendrait a considérer
temporairement que le bord est clos par préfixes pairesie Egalité ne définit pas la méme
composition que celle que nous utilisons ici : on a biga § 7) C V o 5, V 7 Mais on a pas
en toute généralités I'inclusion inverse pas plus quellision :

(VO jeux VT)NSawc Cog

De plus, en composant sur les préfixes puis en restreignaobm@lion ne définirait pas une
composition pour les stratégies a bord car celle-ci netggasiassociative.

Nous donnons deux exemples pour illustrer les deux aspeastte remarque.

On se donne quatre jeux négatifs & berd, C et D avec

Sp = {bYbab3b3, b7b5b5bs }
So ={cley, Fepcgey
Sp = {d°d’}
Considérons les stratégies= {0905b30;} de type§—DB et = {cPb9b3chc3b2bic)} de type
B—C.Onaalorsr 57 =0 et
(Vo sjeux V )N SS—»C = {C?C%}'

Ce qui montre bien qU'ON@7 o $jeu V 7)NS5.c ¢ o § 7. Considérons une troisiéme stratégie
v = {d°c{c)d’} de typeC—D. On a alors
(V((vo Sjeux V )N SS—»C) sjeux V v)N SS—DD = {dodJ}
(VT Sjeux V V) NSp.p =10
(Vo Sjeux v((vr Sieux V v)NSp-.p))N SS—DD =0

Ce qui montre bien que composer par préfixes puis restremdbemrd n’est pas une opération
associative.

Lemme 4.32. Si B etC sont des jeux négatifs bien terminés alors
os7={p|(A—=C) | p[(A—=DB) € Vo etp[(B—C) € VT} NSa~c
pour tous morphismes: A—DB etr : B—C. Et de méme avec la cl6ture par préfixes paires.

Démonstration.L’inclusion
057 C{p[(A=C) [pl(A—B) € Voetp[(B—C) € VT} N Sac

est directe.

Soit un motp tel quep[(A—+B) € Vo, p[(B—C) € v1 etp|(A—-C) € Sy—.c. Ona
alorsp|A € S4 etp]C € Sc. Etil existes € 7 tel quep[(B—C) =< s. Ainsi p|C =< s[C
et par bonne terminaison d& ces mots sont égaux. Par la condition de basculement sur la
fleche linéaire négative, se termine par le dernier coup déC'. C'est donc quep[(B—C)
et s sont égaux. Il s’en suit que/B est un élément d§z. En utilisant maintenant la bonne
terminaison de&B on obtient que [(A— B) est un élément de. Finalemenp est un témoin de
la composition der avecr ce qui conclut. O
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Lemme 4.33. Soientf : A—B etg : A—B deux morphismes. Sie f § g alors il existe un
uniques; € f etun uniquess € g tels ques = [s1 § s2] -

Démonstration.Soients, s} € f etsy, sh € f tels quesy § s2]lp = [s) ¢ sh]p = s. Pour
prouver le lemme il suffit de montrer que= [s1 § s2] ett’ = [s] ¢ s5] sont égaux. Sg est
le mot vide alors nécessairement ' = . On peut donc supposer quan’est pas le mot
vide. Les deux motsett’ terminent sur un méme coup dafs$et leurs projections sut' sont
égales, ils ne peuvent donc pas étre préfixe strict I'un derBaSupposons que# ¢'. Soit alors
t” le plus grand préfixe commun deet ¢’ et soientd etd’ les coups qui le prolonge danst
danst’. On raisonne en utilisant 'automate de la figure 4.4. Ce thast nécessairement non
vide puisque ett’ doivent commencer par le premier coupdgui est dan<>°). Le dernier
coup dang” ne peut pas étre dant® puisque sinonl et d’ seraient nécessairement dat's
et ils seraient alors égaux par projections duDe méme, le dernier coup datisne peut pas
étre dang””. S'il était dansA’ U B°, d etd’ seraient dangl® U B’ mais dans ce cas on aurait
(t"1(A—B))-d < t[(A—+B) = sy et(t"[(A—DB)) -d' < t'[(A—=DB) = s} doncs; A s} serait
égal &” [(A—B) qui est de polarité opposant et cela contredirait le fait fj@st une stratégie.
De méme si ce dernier coup était da®sJ C° on aurait une contradiction avec le fait guest
une stratégie. On arrive donc & une impossibilité qui caralpreuve. O

Proposition 4.34 (isomorphismes).Tout isomorphisme : A— B de la catégorie des jeux né-
gatifs est central et la relatiofi(s[ A, s|B) | s € o} définit un isomorphisme d’arbres entsg
etSp. Réciproquement, sl et B sont des jeux négatifs, tout isomorphisme d’arbres efiiret
Sp définit un isomorphisme central égala s g = {s € Sa_.p | Vs’ <’ s, f(s'[A) = §'| B}.
Par extension, dangIN on parle d’'isomorphisme fort entre un jedi et un jeuB, (notation
A =; B) lorsqueA et B sont isomorphes et que I'isomorphisme d’arbres associé@stet)
défini par un bijection entre les ensembles de coups des4abB.

Démonstration.On ne prouve que la premiére partie de la proposition, @edite qu’un iso-
morphisme dans la catégorie des jeux négatifs est centigl’gtdéfinit un isomorphisme
d’'arbre. La réciproque est facile. Seit: A—B, un isomorphisme et soit : B—+A sa ré-
ciproque. Soient € o ett € 7. Sis|B = t[B alors[[s s t]s € 14 doncs[A = t[ A et par suite
[t s s]|s € L. Etréciprogquement. Conformémenta laremarque 4.26, bsaliti la convention
queo § T est une stratégie dé;— A, et de méme pour 5 o. Comme[s § t][(4;—A,) € 14,
[s s t][(Ai—A,) estun élément deA? - (A7 - A))* - A))*. Par ailleurds 5 t] est reconnu par
'automate de la figure 4.4 (powt = A; etC' = A,.). On en déduit qués s ¢] est un élément
de
(A2 (B°-B)*-B°- AP - A)-B’-(B°- B")*. A))*.

De méme, comm§ ¢ s][(B;—B,) € Ip, [t ¢ s] estun élément de
(BY - (A®- A" A°.-BP-B]-A’- (A°- A))" - B))*.

Doncs est a la fois un élément d¢B° - B”)* - B®- A° - A?. B’ - (B° - B’)*)* et un élément
de(B° - (A°- AY)*. A°. A7. (A° - A%)* . BY)* d'ou finalement € (B° - A°- A’- B)* et de
mémet € (A° - B° - B’ - A”)*. Ainsi o est central.

Commeo § 7 = I, c’est que pour chagque € S4 il existes € o tel ques[A = p etl
existet € 7 tel quet|A = p.

Soientp € S4,t € T etsy,s0 € otelsquetf[A = s1]A = s3[A = p. De tels éléments
t, s1 etsy existentcarw § 7 = I4 et, comme]s; ¢ t]a € Ip et[sa 5 t]Ja € Ip, C'est que
s1]B = s3[B (etdonc ques; = s3).

La relationf = {(s|A,s[B) | s € o} est fonctionnelle. En effet, soierf, sy € o tels
ques;[A = so[A. Alors, commes § T = [, il existe un élément de 7 tel quer[A =
s1]A = so[A. Commer § 0 = Ig,onaalors[s; § t]a € Ip et[sy 5 t]Ja € Ip donc
s1|B = s3[|B =t|B.

De plus, la fonction d& 4 dansS définie par cette relation est totale et elle est surjective.
En effet, pour chaque élémemide S4, commes § 7 = [4 il existe un élément de dont la
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projection surd estp. De méme, pour chaque élémerde Sg, commer § o = I il existe un
élément der dont la projection suB estq. On note encor¢ cette fonction.

Enfin, comme les éléments de sont des éléments d&° - A° - A7 - B)*, la fonction f
préserve la longueur des mots.

Le méme raisonnement s’applique a la foncyaéfinie par larelatiof (¢ B, t]A) | t € 7}.
En utilisant le fait quer § = = 14 on obtient quey o f est la fonction identité su$ 4. De méme,
f o g est la fonction identité su§s.

Ainsi f est une bijection d&4 dansSp qui préserve la longueur des motsgeest sa
réciproque. Il reste & prouver que

Vp1,p2 € Sa,|1f(p1) A f(p2)ll = [|lp1 A p2ll.

Commef préserve la longueur des mots il suffit de faire la preuve pouf ps.

Soientpy, p2 € Sa tels quep; # ps etsoienty, g € Sptels quef(p1) = g1 etf(p2) = g
Il existe alorssy, s; € o ettty ty € 7 tels quesi[A = t1[A = p1, s1]B = t11B = ¢,
So [A = fQ[A = p2 etSQ[B = ﬁQ[B = (2.

Supposons quép; A pa|| < |lg1 A gz2||- Par déterminisme de, s; A s2 est de longueur
paire c’est donc que; = w - b°%Cajbi ... etsy = w - b°aalb} ... aveca] # aj. Alors
t; = w' -a®b%jai ... etta = w' - a®bCblal ... mais par déterminisme de ¢; Aty est aussi de
longueur paire donk] # b3. De quoi I'on déduit que; A p2 etqr A g2 ont la méme longueur,
ce qui est une contradiction. Le cigg; A pa|| > ||¢1 A go|| se traite de la méme maniére pour
aboutir & la méme contradiction et c’est donc fjpe A pa|| = || f(p1) A f(p2)]]- O

Remarquet.35 L'égalité entre jeux négatifs est un isomorphisme fort.

Proposition 4.36 (isomorphismes usuels)SoientA, B, C' des jeux négatifs. On a les isomor-
phismes forts suivants :

- A& T=T&A=; A(T élément neutre dé)

— A & B = B & A (commutativité dudz)

- A& (B&C)= (A& B) & C = A & B & C (associativité duk)

- A% B =y B%¥ A (commutativité ddy)

- AB(BRC)2; (A®B)®C =y (A% B% C) (associativité dus)

— AR T =, T (T estabsorbant pour 1&)

- A®§ =§© A = A (§ élément neutre du tenseur négatif)

- A® B =y B® A (commutativité du tenseur négatif)

-—AOBoC)=y (A®B)0C = (AG B () (associativité du tenseur négatif)

- A—(B—C) %, (A® B)—C

Proposition 4.37 (nouveaux isomorphismes)Soient4, B, C' des jeux négatifs. On a les iso-
morphismes forts suivants :

-1T=0

- (AOB)= |A®|B

— Al =1(AY)

—l{=1let§—»A=A

— etlisomorphismed X§ =, T (§ est absorbant pour 1&).

Proposition 4.38. SoientA un jeu négatif e un jeu négatif linéaire. Alors on a les isomor-
phismes forts suivants :

- B% 1=; 1% B=; B (L élémentneutre d®&¥ pour les jeux linéaires)

~ A=B= (JA)-FB=(lA) - B

Remarqued.39
— Lisomorphisme T = 0 n’est pas définissable (on a trois preuves différenteste, | T
maist- 1 T+, 0 n’est pas prouvable).
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— Dans la présentation originale des jeux polarisés ([LB))GRy a exactement les mémes
isomorphismes, a la différence que, comme tous les jewadtimes (ils contiennent tous
la partie vide), il n’y pas de distinction entrieet § et qu'ainsi| T 2 1 (ce qui n'est pas
non plus un isomorphisme définissable).

— Tout isomorphisme entre jeux affines est affine el sest un jeu négatif affine alors
A &S A

Le parti pris est ici de présenter les modéles de jeux de iguedinéaire polarisée dans la

catégorieJN des jeux négatifs. On pourrait aussi définir une fleche Ineéaitre jeux positifs.
Le jeu positifsA fleche positiveB serait alors isomorphe au jeu

A®|B* =2 |Bt@A=(1BY ANt =2 (Bt—-Ah)t

On aurait alors une catégorie de jeux positifs. On pourlaisgrésenter le modele soit entiére-
ment dans la catégorie des jeux positifs, soit en utilisasiteux catégories.

Nous étendons I'opératiom, définie sur les ensembles
de mots, de maniére & donner une description de I'action du
tenseur négatisur les morphismes. L'opératian peut étre
décrite par une opération plus atomique, noigd’entrela-
cement de mots de longueurs quelconques. Considérons deux
ensembles de mots de longueurs paitest £’ sur deux al-
phabets disjointsi et A’. On peut alors considérer que et

_ , E’ sont des ensembles de mots de longueurs quelconques sur

Fi6. 4.5 -automate d&' « I les alphabete® = A - AetC’ = A’ - A’. Soient deux mots
ai...aon, =C1...cp € Eeta)...a}, =¢)...c, € E avece; € C’etc;- € C'.On aalors
queas ...as, ©aj...a,, estl'ensemble; ...c, o ¢ ...c), définipar:

coec)...c,={c...c.}

c1...cnoe={c1...cp}

cp-mec;-m =c-(mec-mHucd]-(c-mem).

Cette opération se généralise sur les ensembles de motteegéréralisation est commutative
et associative.

Supposons maintenant que I'on ait quatre alphabets disjdinA’, B et B’ et deux en-
sembles de mot& et E’ qui vérifientE C (B - (A- A)*- B)*etE' C (B’ - (A’ - A")*- B")*.
On peut alors considérer que les motsilet F' sont respectivement des mots sur un alphabet
C = DB-(A-A)*-Betunalphabet’ = B’-(A’- A’)*- B’ et former 'ensemblé’ e E’ relative-
mentaC etC’. Cet ensemble estI'ensemble des mot§(de(A-A)*-B)U(B’-(A’-A")*-B')*)*
dont la projection surl U B est dans et dont la projection sud’ U B’ est dans®’. On note
E &pup E' cetensemble. Les élémentsBe> g E’ sont les mots reconnus par I'automate
de la figure 4.6 et dont les projections sl B et surA’ U B’ sont respectivement des élément
deF etdeF’.

B B’

A, A
NNV Y

B’

FIG. 4.6 — automate d& O p_p E’

L'opération® g est associative : pour= 1,2, 3, si E; est un ensemble de mots sur deux
alphabets disjointsl; et B; vérifiant

E, C(B;-(4; - A)" - By)”
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et si de plusB;, Bs et B; sont deux a deux disjoints alors pair= B; U B; U B3 on a
(E1 OB E») ©p B3 = Ey Op (E2 Op E3).

Ceci est une conséquence directe de I'associativité dératipn d’entrelacement Cette opé-
ration® p est aussi commutative.

Lemme 4.40.

Si A, A', B et B’ sont des alphabets deux a deux disjoints et si(B - (A- A)* - B)*,
se (B -(A-A)-B)*ett € (B-B)*o (B -B')* sontdes mots tels quéB = ¢[B et
s'[(A") = t[(B’) alors il existe un unique mot sur AU A’ U B U B’ dont la projection sur
AU B est égale &, dont la projection surd’ U B’ est égale &’ et dont la projection suBU B’
est égale & et ce motn est un élément deG gyp: s'.

Démonstration.Par le lemme 4.19, il existe un mot; surA U B U B’ dont la projection sur
A U B ests et dont la projection suB U B’ estt. En appliquant a nouveau le lemme 4.19,
on a un motn surA U A’ U B U B’ dont la projection surl U B ests, dont la projection sur
A’UB' ests’ etdontla projection suBU B’ estt. On montre alors que ce mot est un élément de
s@pupr s’ etqu'il est unique. Pour cela, il suffit de montrer quest accepté par 'automate de
la figure 4.6. En effet, on aurait alons € s ©p_p s'. Et, sim’ était un mot suAU A’ UBUB’
ayant les méme projections quesur AU B, A’ U B’ et BU B’, alorsm’ serait accepté par cet
automate et aurait la méme longueur gquePour tout motrn” et toute paire de lettres ¢’ de
AUA'UBU B’ telsquem” - ¢ < metm” - ¢ < m/, enraisonnant par cas sur I'é@tatteint
par 'automate de la figure 4.6 on obtiendrait alors I'égatiec et dec’ :

— siQ =1lalorse,¢ € BUB' et,commen” -¢[(BUB')=m"-[(BUB'),c=¢;

— siQ =aousiQ = falorse,¢ € AU B et,commen” -c[(AUB) =m" -c|(AU B),

c=c;
— siQ = o/ ousiQ = falorse, ¢ € A'UB’ et,commen”-c[(A'UB") = m" - [(A'UB’),
c=c.

Et ainsi on conclurait a I'égalité de et dem’, c’est a dire a I'unicité den.

Il reste a montrer que: est reconnu par I'automate de la figure 4.6. $0it: ¢ un préfixe
dem tel quem’ est un mot (éventuellement vide) admis par cet automateai€ommant par cas
sur I'état( atteint par 'automate sur I'entréa’, on montre quen - ¢ est lui aussi admis par
'automate.

e SiQ = 1alorsm/[B etm/[(B’) sont des mots de longueurs paires. Or; stait un

élément ded, commem’ - c[(AUB) < m[(AUB) etm[(AUB) € (B-(A-A)*- B)*,
le motm/' | B serait de longueur impaire. Ainsi¢ A. De méme: ¢ A’. Donce € BUB’
et le motm - ¢ est admis par I'automate.

e SiQ =«aousi@Q) = galorsm’[(B U B’) est de longueur impaire et a sa derniére lettre
dansB et le motm’[(A’ U B’) est de longueur paire. Donc, sEtait un élément del’
cela contredirait le fait quen[(A’ U B’) est un élément déB’ - (A’ - A’)* - B')* et
si ¢ était un élément dé’ cela contredirait le fait quen|[(B U B’) est un élément de
((BUB)U(B'-B'))*. Donc siQ) = a ou siQ = ( alorsc est un élémentdd U B. Si
@ = « alorsm/[ A est de longueur impaire et, comre (A U B)) - ¢ est préfixe d'un
élémentde€B - (A- A)* - B)*, c’'estquec € A. SiQ = (3 alorsm/| B est de longueur
impaire et sa derniére lettre est dahscomme(m’ [(A U B)) - ¢ est préfixe d’'un élément
de(B-(A-A)*-B)* cestquer € B. Dans le deux cas’ - ¢ est admis par I'automate.

e De méme, sy = o’ ou siQ = ' alorsm’ - c est encore admis par 'automate.
Finalementn est admis par 'automate de la figure 4.6. Il reste & montreragtl automate est
dans I'état de sortié sur I'entréem. Sim est le mot vide c’est le cas. Saitla derniére lettre
dem. Commem[(AUB) € (B-(A-A)*- B)* cn'est pas un élément dé¢ et, comme
m[(A'UB’) € (B'-(A’- A")*- B")*, cn’est pas non plus un élément dé Donc, sur I'entrée
m, I'automate passe soit dans I'éfat soit dans I'état?’, soit dans I'étatl. Si c’était I'état3
alorsm|B serait de longueur impaire ce qui contredit, par exempl&itqquem|(A U B) €
(B-(A-A)*- B)*. De méme, si c’'était I'état’. Donc finalement 'automate est dans I'état de
sortiel sur I'entréemn, ce qui conclut. O
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Proposition 4.41 (cléture monoidale).SoientA4, A’, B et B’ des jeux négatifs deux a deux
disjoints. Sic : A—B eto’ : A—B’ sont deux morphismes de la catégadiN des jeux
négatifs alors

o® J/ = {t e S(A@A’)—»(B@B’) | t[(A*DB) co ett[(A’wB/) S O'/}
= U s Opup’ 8

scosco’

est un morphisme dé¢ ® A dansB ® B’. L'opération® ainsi définie est un foncteur dans la
catégorieJN des jeux négatifs et dans sa sous-catégdMNeA (des jeux négatifs affines et des
morphismes affines) et ces deux catégories sont monoigaiésrgjues closes pour la structure

(®,—,9).

Démonstration.ll s’agit de I'adaptation directe aux jeux a bord d’'un réatktandard de sé-
mantique des jeux. L'égalité

{t S S(A@A’)A(BQB’) | f[(A—DB) co ett[(A'—oB’) S 0'/} = U s ©puB’ s’

s€o etsco’

est une conséquence du lemme 4.40.

Pour montrer que ® ¢’ est un morphisme ded ® A’)—(B ® B’), il reste uniqguement a
montrer quer ® ¢’ est déterministe. Soieht eti, deux éléments de ® o’ et supposons qu'ils
admettent un préfixe communde longueur impaire qui se prolonge en un ceyplanst; et
un un coup, danst,. Alorst; etty sont reconnus par 'automate de la figure 4.6 et sur I'entrée
p, cet automate est dans I'éfapu I'état 5. Si c’est I'état3 alorsc; etc, sont des éléments de
AU B, p|(A—B) - ¢; est un préfixe de, [(A—B) de longueur paire et|(A—B) - ¢, est un
préfixe det, [ (A—B) de longueur paire. Comnte[(A—B) etts|(A—B) sont des éléments
deo, on en déduit que; = c,, par déterminisme de. De méme, si 'automate de la figure 4.6
est dans I'étap’ sur I'entréep alors par déterminisme dg, ¢; = c2. Ceci prouve que © o’
est déterministe.

La cléture monoidale s’obtient de la maniere standard erasgque des jeux en utilisant
les quatre derniers isomorphismes de la proposition 4.36. O

Proposition 4.42. SoientA, B, A’, B’ des jeux négatifs linéaires et soient: A—>B eto’ :
A'=>B'. Alorso B o' = {t € S(aman—Bap) | t[/(A=DB) € o ett[(A'—=B’) € o'} estune
stratégie centrale del % A’ dansB % B’.

Lemme 4.43 par concret des morphismes).Sous les hypothéses précédentes on a

c®o = U °,°)(a®,a’®) - m @ auar m’ - (a’,a”) (b7, b")

Obo%qm-ajlfeja
’ /
b'%a’®m’-a”’b o’

Et donco & o’/ C L ou L est le langage de 'automate de la figure 4.7.

En particulier, sis € 0, s’ € 0’ etu € Saza- sonttels qualA = [A ets'|(A) =u ( "
alors il existe un uniqué € Saza)—(pxp) tel quet/(A—B) = [(A’—oB ) = s et
A% A =u.

Démonstration de la proposition et du lemnm@n vérifie facilement que les éléments de

(b°,0'°)(a®,a’®) - m ©avar m’ - (a’,a”) (", b)
b°a®-m-a’t’co
b/oalo-m,~a”b”€a'/
Sont des éléments @de% ¢’ reconnus par I'automate de la figure 4.7.
Soitt € o B o' et soients = t[(A—DB) ets’ = t[(A’—B’). Commel € S axa)—(B3B"),
t=(b°,0'°) - w- (b, 0") avech® € B, b'° € B'°, v’ € B’ eth”’ € B”, doncs = 1°...b° et
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B°xB’®

oy

— 11— 2 Ao A0
B a 3 o :
i :EOXB/Q A Alx A

FIG. 4.7 — automate dpar des morphismes

s' =v°...b". Commes ets’ sont centrales = b°a° - m - a’b’ ets’ = b/'°a’® - m’ - a/’b'’ avec

a® € A%, a'° € A°,a’ € A’ a"” € A7 etm,m' € A’ ((A°- A’) U (B’ B°))* - A°. Donc
w[(A—=B) = a® - m-a’ etw|(A'—B') = a/° -m’ - a”’, donc les premiers et derniers coups de
w ne sont pas danB % B’ et il s’ensuit quet = (b°,5'°)(a®,a’®) - w' - (a’,a”’) (1, ) pour

un certainw’ donct est centrale. De plug’ est tel quew' [(A—B) = m, w'[(A'—B’) = m’
etw'[(A,A") € (A A°)* @ (A7 U A’°)* (carw[(A, A') € Saza). Commem etm’ sont
des éléments del’ - ((A° - A”) U (B’ - B°))* - A°, on en déduit, par le lemme 4.40, que
w €m Oaua m'.

Ceci achéve de prouver I'égalité

(o] (o] J J
cRo = U (b°,0"7)(a®,a"”) - m ©auar m' - (a’,a"”) (b7, 07).
°a® - m-a’b’ec
b’oa/qm/-anHGU,
Il reste & montrer que % ¢’ est déterministe. Soiemf et ¢, deux éléments de % o’'.
Alors il existesy, s} € o, s2, 85 € o’ avec

51 =bJal - my - alb]

/ _ 370 /O / RN
sy =bqiay -my-aiby
so = bJag - ma - aby

/ __ 370 /0 / 73413
Sy =0bya’y -my-aszb

tels que

avecw; € my ®auar m} etwy € ma ® auar mh. Soit un préfixe commuapdet; etts. Suppo-
sons quey est de longueur impaire et soientle coup qui prolonge danst; etc, le coup qui
prolongeg danst,. Siq = (b9,4,°) = (b9, b,°) ou sig = (b9,0,°)(a$,a’°) - w1 - (al,a}’) =
(9, 65°) (a3, ab°) - wa - (a3, ab’) alors par déterminisme deeto’ on en déduit que; = c;
dans les deux cas. Finalemenig st (b9,1,°)(a?,a,°) - ¢’ = (b3, 5°) (a3, a5°) - ¢, on montre
de méme que; = co par un raisonnement similaire a celui utilisé dans la prelevia propo-
sition 4.41. Dans tous les case prolonge en un préfixe de longueur paire commtineit,.
On en déduit que le plus grand préfixe commuridett, est de longueur paire, ce qui prouve
bien quer % ¢’ est déterministe et achéve ainsi la preuve.

o

Proposition 4.44. L'opération % est un bifoncteur de la catégorilENC des jeux négatifs et
des morphismes centraux. De plus, cette catégorie est miaealymétrique pour la structure
(%, L) etil en va de méme pour les sous catégadiBd.C et JNLCT.
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Démonstration.Le fait quels & I’y = I4 4 est une application directe du lemme 4.43.

Soient maintenant : A-»B, 17 : B»C, ¢ : A~-B' et7' : B'C’ et montrons que
(cBd)s(rBT)=(c¢T) B (o 57).

Soientu € 0 B o', v € 7 W 7' tels queu|(B & B') = v[(B % B’) et soitw = [u § v].
Onawl((A%® A")—(B® B')) € (¢ ® ¢') doncw|[(A—+B) € o et de mémev[(B—C) € T
et doncw (A4, B, C) est un témoin de 5 7. De mémew|(A’, B’,C’) est un témoin de’ § 7'.
Doncw|(A—C) € o s T etw[(A'—=C") € ¢’ § 7/, d’ou, finalement

wl((AR A)=(CRC)) € (057) X (o' 57),

par définition du® sur les morphismes centraux (proposition 4.42). Ce quiy@éa % o') 3
(TBT)C(osT) B (0" 57).

Soient maintenant € 0 57,8’ € o' § 7 etp € Saxas tels ques[A = plA ets'[(A) =
pl(A"). Montrons que l'uniquev € (o 5 7) & (¢’ ¢ 7/) associé &, s’ etp est aussi un élément
de(c ¥ ¢') 5 (r B 7'). Soientu € o,u’ € o',v € 7,0 € 7' tels ques = [u § v]g
ets’ = [u' 5 V'] et notonst = Ju § o] ett’ = [u’ ¢ v']. On at = c®b°a® - o - ’b’¢,

t = °%/° - o - a’V ¢ (par centralité) ep = (a®,a’®) - q - (a’,a’’) poura® € A°,

a’ € A° 0 € B b® € B, e el ae A d € AP, ¥ e BV € B”,

e ¢’ e C” etdes mote, o etq. Par le lemme 4.19, il existe un mot deu B U C

qui se projette sus, o’ etp (le lemme 4.40 assure en fait que ce mot est unique). On eritdédu
qu'’il existe un motz (unique) tel quez[(A, B,C) = [u § v], z[(A’,B',C") = [u’ § v'] et
z[(A® A’) = p et qui est accepté par 'automate :

Coxclo BOXB/O.

1 2 3 k A°%x A’°
CON BN Qﬂ\ B e
g o 1 R :

Sy : ‘ o G oy

: :CJXC/{ 6 BJXB/J.5 v AJXAIJ

D’aprés le lemme 4.43;[((A & A")—(C & (')) est alors égal & (par unicité dew).

Par ailleursz[((A % A’)—(B % B')) est reconnu par I'automate de la figure 4.7 et comme
w[(A—B) € o etw'[(A'—=B’) € o' c'est quew[((A & A")—»(B % B')) € 0 ® ¢'. De

mémew[((B & B')—(C & C’)) est reconnu par 'automate correspondant gtB—C') € 7
etw'[(B'—C") € 7/, et c’est donc, toujours d’aprés le lemme 4.43, que

wl(B®B)—»(C®C"))er® 7.
Finalementw est un témoin de la composition d€%¥ o et %% 7. Ceci prouve que
(cBo)s(tRT)C(o37) B (o 57),

ce qui achéve la démonstration de la commutatiopahavec la composition.
Finalement, la monoidalité de la catégaFLC pour la structuré?, 1) est essentielle-
ment une conséquence des isomorphismes de la proposiién 4. O

On généralise la coupure aux stratégies.

Définition 4.45. SoientA, B, C1, ..., Ck, ..., C, des jeux négatifs deux a deux disjoints. Soient
c:A>BRBC1 B ... B Cy)etr : B»(Cry1 B ... B C,) alors[o ¢ 7] 5 est 'ensemble
{lsssle|s€o,s €Tets|B=s"|B}.

Remarquet.46 Dans le cas particulier oki=0,onafo s 7]p = o ¢ 7.
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Proposition 4.47.Soient4, B, C4,...,Cy, D; ..., D,, des jeux négatifs deux a deux disjoints.
Soients : A+(BR® C1 % ... ® C,)etr: B+»D; % ... ® D, alors, a associativité dpar
prés,o 5 (r ® Ip,»s. sp,) =05 7]B-

Démonstration.On se contente de faire la preuve paue 1 etm = 1. Par définition,
o3 (t®Ic)=[os7® Ic]Bnc-

Il faut donc montrer quéo s 7 X Ic]pxc = [o § 7] 5.

Conformément a la convention de la remarque 4.26, la copielgadeC dansl est délo-
calisée eri et la copie droite est délocalisée enloujours selon cette convention on oublie ces
délocalisations dans les coupures atomiques.

Supposons que I'on ait montré quessi o ett € 7 % Io sonttels ques|(B & C) =
tI(B% Cy),alors[s ¢ t] g, C [s¢t[(B—D)]ps.Onauraalor§o 3 7 % Ic]pzc C [0 ¢ 7] 5.

Par ailleurs, sis € o ets’ € 7 sont tels ques|B = ¢[B alorss[(B &% C) # ¢ (cars’
est centrale) et il existe un élémetit £ ¢ de I tel ques” [(C;) = s[C (conformément au
lemme 4.27, il suffit de prendré’ = id(s[C)) et, d’aprés le lemme 4.43, il existe un élément
tder % Ic tel quet[(B—D) = s ett[(B ® C) = s[(B & C). Ainsi, on aura aussi que
[os7ls ClosT % Ic]pmc.

Il suffit donc de montrer que sic o ett € 7 X I sonttelsque|(B % C) =t[(B % (),
alors[s s t]pzsc, C [s s t[(B—D)]z.

Soients e o ett € 7 B Iotelsques[(B % C) =t[(B® C;).Ona

s = (bgvc(?) me (bf),cf))
et t= (d87 (Tv C(C))))(bf), (la 68)) -m’ - (bg)v (lv Cg)))(dg)a (7’, C‘(])>>
ou m' € (C)-C2.-CO-CO) Geyup (B - (D' - DO)* - B

par le lemme 4.43 et le lemme 4.27.
En appliquant les équations définissant la coupure atonfdgfanition 4.17), et avec notre
convention sur les délocalisations, on a alors :

[[S 9 tﬂB%’C = (d87 08) ’ fB?ﬁ’C(m' (bJ07 CJO)? (bgv (Tv 68)) -m - (b‘(])a Cg)(d‘]v (Tv CJO)))
[s 5 tI(B—D)]s = (d§, c5) - fa(m - (by, cp), b5 - (m'[(B—D)) - b - dy).-

Ou, sit’ est un mot qui ne contient pas de coupsRI& C, et sit” est un mot qui ne contient
pas de coups dB % C;j, alors

Frme®° - w, b " 0°

siw#e, fprc(®® -t 0w, b° bW
siw#e, feyc®® -t w,b°-(I,) W " femc(cw, (I, - w')  (4.12)
femc(®® -t/ (1°,),0°(0, (I,) - w' - (d°, ¢ o (d ) (4.13)

) . anc(bo ~w, b° - w’) (4.10)
)=t
)=t
)=t
Iemc(dc®-w, (1) " - (1,°) - w') =t" - fpnc(c® - w,(l,c°) - w') (4.14)
)=t
)=t
)=t

" feme® - w, b W) (4.11)

w
siw #57 fBWC(CO -t 'CJ'w7 (l7co) ’ (lacj) -’ ! 'fB'*’?C(CJ - W, (lacj) 'wl) (415)
siw#e, fexc(c® -t -0 w, (1, 0w " femc(cw, (I, -w')  (4.16)
fBQ?C(CO -t (bJ7 CJ)) co(bJ7 (l7 CJ)) ' (de CJ) T (de CJ) (417)

et, sir est un mot qui ne contient pas de coupdjalors

[BB0 p, b7 10 ) =
sir#¢e, fe®°-r- 0 -p,b°-0"-p) =
fB®° - (V7,),0°0" -+ - &)y =r-p - (&, ). (4.20)
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Mais le seul cas d’application de I'équation (4.14), poucddcul de[s s t]pzc est lorsque
t" = ¢’c°. Par alilleurs, dang toute occurrence d’un coup, ¢°) est toujours immédiatement
suivie d’'une occurrence d’'un coyp, ¢’) ou de I'occurrence d’'un coufd’, (I, ¢’)). Ainsi les
équations (4.14), (4.15), (4.16) et (4.17) peuvent étreptecges par les trois équations :

Iemc (-t v -w, (1, (1, c°) - w')
=0t fpxc® -w,w')  (4.21)
feac(@ -t -7 w, (1,) - (1, ) - w')
=Pt fpmo(d’ ww')  (4.22)
Ieac (@t - (b,c), (1,) - - (1,c°) - (b,(1,c})) - w' - (&, &))
=t w (& ). (4.23)

En recombinant ces trois dernieres équations avec lesiénsigd.10), (4.11), (4.12) et (4.13),
on obtient finalement que les équations :

fB'zyc(beo cw, bt bC w’) =t"ID- fB:iyc(bo ~w, b° - w’) (4.24)

siw#e, ferc®® -t 0w, b0 -w') =t fexc(’ w, b - w') (4.25)
fB:'gC(bo -t (bJ7 CJ)? be -t - (bJa (la CJ))'w/ ' (de CJ))
=t (t” D) - w - (dJ, CJ) (4.26)

out’ ett” sont des mots ne contenant pas de coupB dauffisent a définir
fBWC(m ' (b65 66)5 (b87 (Tv 68)) -m’ - (b307 CJO)(dJa (7’, C%)))
On déduit de ces trois derniéres équations et des équadidr®y ((4.19) et (4.20) que

fo?C(m ’ (bg)v Cg))v (b(?v (Tv C(?)) -m’ - (bg)v Cg))(dja (Ta C%)))
= fp(m- (bé’c‘(]))’bg ) (m/[(BwD» ) bJO dJO)

D'ou, finalement]s s ] sz = [s § t](B—D)] 5, ce qui conclut. O

En utilisant I'associativité de la composition, la monditgade INLC(%, L) et la proposi-
tion 4.47 on obtient un résultat d’associativité de la cosim.

Proposition 4.48 (associativité de la coupure)Soientd, B,C, D1,..., Dy, ..., Dy, ..., Dy
des jeux négatifs deux a deux disjoints et soient A—(B &% D1 ® ... ® D), 7y :
B—D(C 7% Dk+1 ®...% Dm) etr : C—D(Dm+1 ®...% Dn) Alors

[[osmls s mlc =[5 [n s lc]s-

Par ailleurs, par monoidalité symétriqueXdLC(%, L) on peut clairement étendre la défi-
nition de la coupure en une coupure entre morphismes dedyp€; % B %% C> et morphismes
centraux de typé&—>D.

Dans ce résultat d'associativité et dans cette extensida définition de la coupure, les
conditions de centralité peuvent en fait étre relaxéesgmaiis n’aurons pas besoin d'une telle
généralité).

On introduit trois opérations de décalage sur les stratégie

Définition 4.49. Si o est une stratégie dé—(B; ¥ ... % B,,) alors
TU: {(*7b?avbz) sme (*Ivbjlv'-'aij | (b?aabroz) sm- (biavbiz) € J}

(que nous noterons parfais o) est une stratégie ded- % B; ¥ ... ® B,,.
Sio est une stratégie dedt ¥ B, ¥ ... ® B,, alors
-1

I‘U:{(b?,...,bg)-m-(le,...,bjl)|(*,bi’,...,bg)-m-(*/,bjl,...,bfl)Ea}
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est une stratégie dé—(B1 ¥ ... % B,,).
Sio est une stratégie dé % B, % ... % B, alors

;L‘a:{(b?,...,bz) w2 a®-m a3, 00) | (a°,bS,.. ., b0) - m - (a’,b),.... b)) € o}

est une stratégie centrale iel* —(B; ¥ ... ® B,,).

Les opérationg et Tgl correspondent a une composition respectivement aveanso
phismeA—(B; ® ... % B,) =2 1A% B, ® ... % B, etsaréciproque.
Il est facile de vérifier que , o est bien une stratégie centraleldé-—(B; % ... % B,,).

Lemme 4.50.
Si o est une stratégie ddl—B; et siT est une stratégie dd % B, % ... % B,, alors
[Toslatliar =1[r50]a.

La vérification est directe.

4.2 Un modéle de MALLP

Dans le calcul des séquents slaLLP, les formules négatives sont notée par les lettres
N,N', Ny, ...etles formules positived -, N’*, No-. Pour les contextes, on réserve la nota-

tion ' pour un contexte qui peut étre de la foriNg", N1, ..., N, (contexte positif) aussi bien
que de la formeVy, ..., N, (contexte négatif) et on utilise la notatiovi pour les contextes
négatifs.

Formules. On interpréte les formules négatives par des jeux négatéaires bien terminés et
les formules positives par des jeux positifs linéaires béeminés... comme on s'y attend !
On note[A], I'interprétation d’une formuled.

Contextes. Un contexte posititv-+, Ny, ..., N,, est interprété par le jeu linéaif&/],,—»_L si
n=0et[N],— [N & ... % N,],,sinon. Un contexte négatN,, ..., N, estinterprété
par le jeu négatif linéair@V, % ... % N,|,,.

Preuves. Linterprétation[r],, d’'une preuver d’'un séquent- I' est une stratégie de l'inter-
prétation[I'] , du contextd’, centrale si le contexte est positif. Cette interprétation est
définie inductivement sur la derniere regle de la preuve cersuit.

Pour plus de commaodités on note avec les mémes symhgleg’( N;, N+, .. .) la formule
et le jeu qui l'interpréte.

Pour gérer I'ajout/suppression de la formuleequise pour I'interprétation des contextes ne
contenant qu’une formule positive, on introduit les opiérat suivantes.

Définition 4.51. Sin € N*etsio : (A—)B, % ... % B, alorsF (¢0) : (A—=)B1 % ...B, %
1 estégale a

Fi(o)={(0S,...,02,%)-m-(b],...,b, )| (bY,...,00)-m-(b],...,b)) € g}

Sic:(A—=)B;1 % ...%® B, ® LalorsG, (o) : (A—=)B1 % ... % B, estégale a

Gi(o)={(S,...,02) -m-(by,...,b)) | (bY,..., b0, %) -m-(b],...,b),*") € o}

»Ymo »Ymo

Ces deux opération correspondent aux deux composantdsatadrphisme® = C' % L.
Etonaalors7 | (F (o)) =o.
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Groupe identité

L'axiome est interprété par l'identité :

——
|:|_NL7N , —INN—DN

P

Pour la coupure

E7T1 5772
T=FT,N  FNL,Ny,...N, (cu
FO,Ny,..., N,

ilyadeuxcas:
— sin > 1 ousin = 0 etI’ ne contient pas de formule négative alors

[W]JP = [Wl]JPg (INl"’?..."’?Nk % [ﬂ-l]JP) = [[[Wl]JPg [WQ]JP]]Na

— sin = 0 etI" contient au moins une formule négative, alors
[W]JP = Gi([[[ﬂ'l]w 5 [WQ]JP]]N)-

Additifs
Linterprétation de la regléop est la stratégie vide

(top)]  _ 0

JP

[I—F,T

guel” contienne ou non une formule positive.
Pour la regleaveg sir est la preuve

s P
FD, N FL, N’
(aveq
FD, N&N’

alors[r|,, = [m1],, U [m2],, (OU[N],, et[N'],, sont des jeux disjoints).
Pour la regleplus sir est la preuve
‘T
FNL Ny, ...,N,
H(N&N')E, Ny,... N,

(plus)
alors [W]JP = [Wl]JP'

Multiplicatifs
Pour la reglébot, si est la preuve
LT

T
bot
FD, L (bop

alors(n],, est égal &, ([m],,) siT contient une formule négative ef ], sinon.
Pour la reglear, siw est la preuve

T
FT, N, N’

—  (par
FT,N ® N’ (par)
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on a simplemenir|,, = [m1],.
Pour la régleun, on pose

T ] =raen

JP

Pour la régldenseursir est la preuve
st L T2
FNL Ny, ..., N FN'L N vy Ny
5 4V1, s AVE s AVE+1, ) (tens)
F(N ® N')L, Ny,...,N,

alors[r|,, est égal dm1],, & [m2],, lorsquen > k > 0 etaG | ([m],, & [m2],,) sinon. Dans les
deux cas on a biepr],,: (N B N')=>(N1 ¥ ... ¥ N,).
Décalages
Dans le cas ot est la preuve
LT
FNL Ny, ..., Ny
FT(‘]VJ_)vjvla s aNk’

(7], estégal § [m],,sik > 0etaG (1 [m1],,) = [m1],, sinon.
Et dans le cas ot est la preuve
Lm
FN,Ni,...,N;
F(TN)J_ava"'ka

[7],, estégal & y [ma],, Sik > 0et]y F\ ([m],,) sinon.

4.2.1 Correction

On montre l'invariance par élimination des coupures powale de preuves ne manipulant
que des séquents qui contiennent au moins une formule néghé cas général se traite de
la méme maniére mais en tenant compte de la gestion de Fsyppression d’une formulé
dans les interprétations de contextes. Les cas de comongate régles se traitent de maniéere
standard. Nous ne traitons que les cas clés.

Coupure contre un axiome
Il'y a deux cas pour cette coupure. Soit on élimine la coupansda preuver :
$ T2
FN- N FNL, Ny,
N1, ..., N,

(ax)
2 Vo (cut)

et elle se réduit en,. Dans ce cagr|, est égal §1y 5 [m2],. ]~ et est donc bien égalfas] .
Soit on élimine la coupure dans la preuve

m
FIOLN  FNL N
kL
et elle se réduit en,. Dans ce cagr|,, = [[71],, § In ]~ qui est bien égal &ry] .

(ax)
(cup)
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Coupures contre des régles de constantes

Coupure contre une régtep sur une formule différente du qu’introduit cette régle (au-
trement il s'agit d’une coupure contre une régle axiome aureoune autre régl®p). Si 7 est
la preuve

.ﬂ_l

————— (top) :
FT,N, T FNL NG,

FT,Ni,...,N,,, T

all (cut)

)

cette preuve se réduit e

(top)
D, Ny, ..., No, T
eton a[r],, = [0 5 [m1],]~ = 0 qui est bienz’] .. De méme si la formule coupée est positive
dans le séquent introduit par la regg (dans ce cas on utilisgri ], s 0] n = 0).
Coupure entre une régleet une réglédot Sin est la preuve :

‘T
e e (un)
(cup)
FT

qui se réduit enry, on a bienn],, = G ([11L § Fi([m],p)]n) = GL(FL([m1],0) = [71] e

Décalages

Sim est la preuve :

M L2
FNL Nist, ..., N NN N
FT(NS), Nita, -, Ny FLN,Ni,...,Ng (cut
FNy,.... N,

a|OI'S[7T]JP = [[T [Wl]JP 9 lN [7"-2]J|:']]TNL et par le lemme 4-5q7T]JP = [[[W2]JP 9 [Wl]JP]]N qUi est
bien l'interprétation de la preuve

P2 LT
FNy,...,N, FNL N ..., N,
1, ) s AVE+1, ) (Cut)
FN1, ..., Ny,
Additifs
Sir est la preuve
7 o .78
aveg TNV Ne  FNUNL N NS, Niga, ..o, Na (olus
FN & N', Ny, ..., Ny FN+® N+ Nisq, ..., Ny
N N, (cup
1y---94V¥n

alors son interprétation est

[W]JP = [[[ﬂ-l]JP U [7T2]JP 9 [7T3]JPHN&N’
[[m

[ ]JP; [ﬂ-g]JPHN
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et c’est donc bien I'interprétation de la preuve

LT : T2
FN,Ni,..., N, FNY Niet,..., N,
5 4V1, s VK s LVEk+1, 5 (Cut)
FNyi,...,Ny.
Multiplicatifs
Si7 est la preuve
E7T1 577'2 577'3

EN.N'.N N FNJ‘,Nl,...,Nk FN’J‘,NkJrl,...,Nm
(par) 9 s LVm—+1, y4Vn n n (tens)

FN % N Npa1,-.., Ny FNt®@ N Ny,...,Np, (cud

FNi,..., Ny,

alors son interprétation est

P
= [ﬂ.l]JPg ([WQ]JP % [7T3]JP 2 INm+173~~73Nn)
= [m],p s (Un B [73]50) 3 ([2],p B INy .. 8N, ) B AN, 1% 5N,,)
(1365 (UN B [73]36 B IN, 13..3N,) § ([T2])p B INem. 3N, B IN,1%..3N,)
= [m]y 3

([m3],6 B IN®BN 1 m..3N,) 5 ([T2]50 B IN 3. 3N,,)
= [[[[[771 s [773]JP]]N’ 9 [WQ]JP]]N

qui est bien l'interprétation de la preuve

s g
(cut FN,N',Npst,...,Np FN'L Nitt, ..., N, $ T2
FN,Nit1,---, N FN- Ny, ..., Ng
FN N, (cuy
1y---94Vn

Et de méme pour le cas ou le séquent prouvémparontient une formule positive.

4.2.2 Réversibilité

Les jeux polarisés a bord et les constructions utilisées tnjeux polarisés a bord pré-
sentent une symétrie entre les débuts de parties termihfesfans de parties terminées. Dans
cette section nous donnons un contenu mathématique aeet@eque. Nous obtenons ainsi une
propriété de réversibilité qui montre que le renversemertedps dans un jeu, opération qui
consiste a lire les parties a partir de la fin vers le débutespond au passage a I'orthogonal sur
I'interprétation des formules. Ce résultat s'étend aé&iprétation des preuves au sens ou le ren-
versement de l'interprétation d’une preuve est elle-mé&uisgdmorphisme pres). Nous n'avons
pas d'interprétation précise a donner cette propriétéolisnsemble juste entrevoir quelques
pistes a ce sujet dont nous discuterons au chapitre 7.

')
Définition 4.52 (jeu symétris€). Le symétriséA d’'un jeu polarisé est défini par, = —ea,
~O ~

~J
A =A° A :AJetSE:{?|SESA}0L‘J?:zset(s-a)“:a- s.

Sim et s sont des mots disjoints de longueur paire oma> s = {p | p € m ® s}.
Ainsi si E et F' sont des ensembles de mots de longueurs paires sur deseaphlajoints
) ) ')
ona(E® F)" = E® F ol S désigne{s | s € S}. Cette propriété s'étend facilement
a la constructiom 5, ,. En utilisant cette remargue pour les construction mudi@ives on
obtient la proposition suivante.
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Proposition 4.53. SoientA et B des jeux négatifs €® etQ des jeux positifs.
— Le symétrisé d’un jeu linéaire est un jeu linéaire et le dyis&d’un jeu affine est un jeu
affine;

) N\
) ¥\
A=AetP =P;
N\ 1\
T=0etl =1,
)
(LA™ =1 A;
si on identifie I'élémenk et I'élément+’ les isomorphismes forts précédents sont des
égalités;
- (A& B =A®B,;
- (A®B)"=A®B,;
— si F est une formule d®ALLP sans atomes alorfg],, = = ([F],.)". De plus si, pour

chaque atomey, ([a],,)" 2 [al,,* alors on a encordF],,+ =, ([F],,)" pour une
formule F" avec atomes.

Définition 4.54 (jeu polarisé bien commencé)Un jeu polariséA est dit bien commencé
lorsque les éléments d& {} sont deux & deux incomparablesur I'ordre suffixe

Autrement dit, un jeu polarisé est bien commencé lorsquesgonétrisé est bien terminé.
Corollaire 4.55. Les jeux interprétant les formules &aLLP sont bien commencés.

Démonstration.Si F' est une formule deALLP, l'interprétation deF’+ est un jeu bien terminé
et ce jeu est fortement isomorphe au symétrisé du jeu irétnpt’. Le symétrisé del], est
donc bien terminé ce qui implique que le jgt,, est bien commencé. O

Proposition 4.56 (Réversibilité des preuves)Sin est une preuve deALLP sans atomes et si
p € [r],, alors 7 ol 'on échange héréditairementet +’ est aussi un élément de] . et donc
([7],,)" est égal dr],, a 'échange héréditaire de et +’ pres.

Cette proposition s’étend aux atomesdont l'interprétationa],, vérifie qu'il existe une
bijection f entre 'ensemble des coups opposant et 'ensemble des gmugs defo],, telle
que pour touts; ... az, € Sju), ONaf(azn). .. flar) € Slal,,-

Démonstration de la propositioNous commencons par détailler ce que signifie d’échanger
héréditairemenk et +* dans une partie terminée de l'interprétation d'un séqu@ntnote f
I'application d’échange héréditaire des élémenét «’. On a alors qug (x) = «/, f(*') = x,

fO =1 fr)y =r, f((a,b)) = (f(a), f(b)), et f(a-m) = f(a) - f(m). Ceci suffit a traiter
toutes les parties terminées que nous pouvons rencontretutieséquent.

Nous faisons la démonstration par induction sur la hautedagreuver en fonction de
sa derniére régle. Par correction du modéle nous pouvonsmsidérer que des preuves sans
coupures.

Si la derniére regle est une rédtp I'interprétation der est vide et la propriété est donc
vérifiée.

Sila derniére régle ebot, 7 est la preuve

!

L N (bot)
FT L.
et [n],, est égal & F, s | s € [m],} si ' contient une formule négative et[a,],, sinon.
Dans le second cas il n’y a rien a faire. Reste le premier aai$.pSc [r|,.. Par définition
deF,p = (ar,...,ap,*)-m-(a},...,a;, ") avec(ay,...,ar) -m- (a},...,a;) € [m1],p
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Doncf(p) = (f(d)), ..., f(a}),*)-f(m)-(f(ar),..., f(ax),*). Par hypothése d’'induction,

(f(ah),..., flay)) - f(m) - (f(ar),. .., f(ax)) € [m],, donc

Fl((f(all)a EER) f(a’;c)) ’ f(m) : (f(a1)7 .- "f(ak)) =

)
(f(ah), - flag), ) - f(m) - (flar),- -, flar), )

est bien un élément de| .. Ainsi f( ') est bien un élément de],.. Ceci montre aussi que

1\
f(FLs)™) =FL(f(s))
Sila derniére regle est une regie, on a[r|,, = I, etl'égalité est directe.
Sila derniére régle est une régieecalorst est la preuve

T | T2
FT, N FT, N’
(aveq
I, N&N'

et [n],, = [m],p U [m2],, oU [N],, et [N'],, sont pris disjoints. Le seul cas a traiter est alors
celui ou[N],, et[N'],, ne sont pas disjoints dans l'interprétationtdd’, N et I', N'. Dans
ce cas les égalités((I,a)) = (I, f(a)) et f((r,a)) = (r, f(a)) permettent d'établir la propriété
pour [m],, ou l'interprétation deV est remplacée par sa délocalisation/ &t pour[rs],, ou
l'interprétation deV’ est délocalisée en Et ceci permet de conclure.

Sila derniére régle est plus alorsr est la preuve

LT
FNL, Ni,...,N,
H(N&N')L, Ny, ..., N,

(plus)

et la propriété estimmédiate en traitant éventuellemendétocalisations comme pourdeec
Si la derniére régle est yar, il n’y arien a faire.
Sila derniére régle est uanseuralorsm est la preuve

st L T2
FNL- Ny, ..., Ny FN'L N, .oy Ny
y 4V, s AVE s AVE+1, ’ (tens)
F(N@N/)J‘,Nl,...,]\fn

et [n],, est égal dm1],, X [m2],,Sin > k > 0etGo([m],, & [m2],,) sinon. On traite ce

second cas comme le premier en utilisant le fait g€ (s))") = G (f('s)) qui se montre
facilement. Ici encore il faut tenir compte des éventuallé®calisations déV],, et [N'], en
les traitant dans l'interprétation dg et dans celle de,. Ces précautions prises nous avons

a démontrer que g € [m],, ¥ [m2],, alorsf(p) € (1], & [m2],,- COmmep appartient &
[m1],p & [m2],0 par le lemme 4.43, il existg - s - 7/ € [m],etd-t-¢ € [m2],, tels que
pe (68 (sOnunt)-(v,8). Mais on a(s Onuns t)" = 5 Onuns . Donc f(p) est
un élément déf ('), £(6)) - (f(s) Onuns f(?)) - (f(v), f(0)). Par hypothése d’induction,
FO) - F(5) - F(y) € [m)pet £(8') - £(5) - f(8) € [, DONC () est bien un élément de

[ﬂ-]JP'
Si la derniére régle est un décalage négatif atoest la preuver;

‘T
FNL Ny, ..., Ny
FT(NL), Ni, ..o, Ny,
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et[n],, estégal & [r1],, Sik > 0etG (T [m],,) = [m1],, Sinon. On conclut immédiatement,
en utilisant le fait qué a la méme action sur les mots ghe.
Si la derniére régle est un décalage positif atoest la preuve

LT
FN,Ny,..., Ny
F(N)L, Ny, Ny

et [r],, est égal & y [m2],, sSi k > 0 et |y [F| m],, sinon. On montre alors facilement que

fllyp)") = iN(f(f;)) pour toutp respectivement élément ¢, |, ou deG ([m2],,). Ce
gui permet de conclure. O

4.2.3 Ecrasement sur le modéle relationnel

Dans [Bai99], P. Baillot étudie €crasementpar oubli du temps, d’'un modéle de jeux de
MELL sur un modele statique proche du modele relationnel. Lagp choisie est la présen-
tation d’'un modele de jeux standard (a la Abramsky-Jagaaeblacaria) et la construction
d’'un modele statique adéquate (une part de ce travail dellRtBeété effectué en collaboration
avec V. Danos, T. Ehrhard et L. Regnier, [BDER97]). La corajsm entre modéle dynamique
et modeéle statique est donc faite pour un nouveau modeéigusat

Nous avons ici adopté une autre approche, dictée par lebatdsde déploiement d’hyper-
cohérences, ou la comparaison entre modéle statique etlendygigamique est faite pour un
nouveau modeéle dynamique. Nous avons défini un modéle dedjfiarent des modéles stan-
dards, puisque polarisé et équipé d’'un bord, et nous mosityoa celui-ci s’écrase sur le modeéle
relationnel standard et le modéle hypercohérent standagration d’oubli du temps consiste
alors simplement en ne retenir que le dernier coup dans ehaaytie terminée. Ce résultat est
établie pouMALLP. Nous discuterons sa généralisatiorL@ol au chapitre 7.

Mis a part les décalages, les constructions des jeux pé&piSumMALLP coincident exac-
tement avec les constructions obtenues par déploiemepwperbohérences au chapitre 3. En
particulier 'ensemble des coups finaux d'un jeu polarigérprétant une formule obéit aux
méme regles de formations que la trame d’une hypercohéreside connecteur principal de
la formule est multiplicatif c’est le produit des ensemhdescoups finaux des sous-formules et
si le connecteur est additif, s’en est la somme. La promos#uivante nous permet de modifier
l'interprétation des décalages sans changer la structureatiéle de jeu de maniére a ce que
I'ensemble des coups finaux dans un décalage soit I'ensesebleoups finaux dans la sous-
formule immédiate. Nous perdons alors la symétrie intenenddéle mais nous gagnons en
simplicité pour la comparaison avec le modéle relationhlel modéle hypercohérent.

Proposition 4.57. SoitA = (—, A°, A’, S) un jeu négatif linéaire alors le jeu positif

%A:(—F,AOU({*'} x AN, AU {x}{x-m-a-(¥,a)| m-a€S})

est isomorphe au jeU A.

Désormais c'est cette constructign ) et son dual (noté,) que I'on retient pour interpréter
les décalages.

Définition 4.58 (projections et trame). Si A est un jeu polarisé linéaire alors sa trajd¢ est
'ensemble{p(s) | s € S} oup(m-a) = apourm € E* eta € E. On appelley(s) la projection
des sur la trame du jeul.

On étend partiellement la projectipraux stratégies, en posaritr) = {p(s) | s € =}, pour
toute stratégie: dans urpar etp(o) = {(p(s|A),p(s[B)) | s € o} pouro : A—B.

Proposition 4.59. On a les égalités suivanteg T| = 0, | L| = {*'}, |[A+| = |A], || 4] =
{+'} x |A|,|A & B| = |A| + |B| et|A % B| = |A| x |B|.
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On apporte deux modifications mineures au modele relatl@atrze modele hypercohérent
deLL pour les adapter a nos besoins spécifiques. On fose, = {+'} x [A]; et[| A],. =
({+'} x [[Alc L, {{*'} xu | v € T([4],.))- Dans ces deux modéles, I'espace interprétant
| A est alors catégoriguement isomorphe a I'espace intergrdteOn fait la méme chose pour
le décalage négatif avec le méme résultat. Enfin on change l'interprétation desextes de
maniéere a ce que la nouvelle interprétation d'un contextefane seule formule positive dans
MALLP P soit I'interprétation deP, L et on ne change pas l'interprétation des autres contextes.
A nouveau ce changement correspond & un isomorphisme daégoans chacune des deux
catégories. On peut alors répercuter ces changementssergrétation des preuves en utilisant
les isomorphismes catégoriques appropriés de maniéremiiéter les preuves deaLLP. La
correction des deux modéles daLLP que nous obtenons est alors une conséquence de la
correction des modeles hypercohérent et relationnel atdsdleviALL .

Les modeles relationnel et hypercohérenile.LP que nous obtenons sont demdéles
dégénéréfLau02a]) au sens ou les décalages n'y étant pas visibdes {pute formule négative
A, LA, = [A, et A, = [A],.) la négation, définie parA = (| A)* pour A formule
négative et-P = (T P)* pour P formule positive, y est vue comme une opération involutive
(pour toute formuled, [-—A], = [A]; et[-—A], . = [A],.)-

Rappelons que pour une formulede MALL on a[A], = |[A],. | et que pour une preuve
m deMALL on a[x], = [r],.. Cecireste vrai dangiALLP, et ce, bien entendu, avec les mo-
difications que nous venons d’'adopter. Par la propositiéndaente, pour une formukedans
MALLP, | [A]JPl = [A]R = | [A]HC |

Nous montrons maintenant que la projectipfait coincider dansiALLP I'interprétation
jeu et l'interprétation relationnelle (et hypercohéréulies preuves.

Proposition 4.60. Si w est une preuve d®IALLP sans atomes alorg([n],,) = [r],. C'est

encore vrai dansALLP avec atomes lorsquéa],, | = [a], pour chaque atoma.

Démonstration.Par induction sur la derniére regle de la prewvePar correction des deux
modéles nous pouvons supposeyans coupure ce qui nous évite une régle.

Regle Top Linterprétation der est I'ensemble vide dans les deux modeéles et la projection
envoie bien I'ensemble vide sur I'ensemble vide.

Regle Un On a alorgn],, = {*1 *1 1%/, } etp([n],,) = {(x}, %)} et cet ensemble est bien la
relation def_L],, dans[1], par laquelle on interpréte dans le modeéle relationnel.

Reégle Bot La preuver est obtenu par application d’'une reglea une preuve’ d’un séquent
F I'. Que ce séquent contienne une formule positive ou non lagiop de(r’],, est
alors soit un ensemble de, .. ., a,,) aveca,; coup final de I'interprétation dans les jeux
d’'une formuleA; deT, soit un ensemble dg, ') aveca coup final dans un jeu positif
interprétant I'unique formule d€. Par hypothése cet ensemble est égat’s. Dans
le second cas, on &’],, = [n],, et[7’], = [r], ce qui conclut. Dans le premier cas,
[ﬂ-]JP ={(0,%)-p-(¢",¥') [ 6-p-0' € [ﬂ-/]JP} et [TF]R ={(v.*) | v € [ﬂ-/]R}' Quet I’
contienne ou non une formule positive on a alors bienglie ) = []..

Axiome On alors[r],, = Ij4) , d'otp([n],,) = {(a,a) | a € [[A] |}, et[r], = Tj4, =

{(a,a) | a € [4],}. Corﬁme| [A],.| = [A], ceci prouve bien I'égalité.

Regle décalage positifLa preuver est obtenue par application d'un décalage positif a I'une
des formulesV d'un séquent N entierement négatif conclusion d’'une preuveOn a
par définitionn], = [7'], etp([7'],,) = p([n],,) d’ou I'égalité par hypothése d’'induction.

Régle décalage négatil.a preuver est obtenue par décalage négatif de la seule formule po-
sitive P conclusion d’une preuve’. Modulo la suppression d’'une formule lorsque la
formule P est la seule conclusion de la preuve, on a & nouveau par aéfipit, = [7']
etp([7'],,) = p([n],,) d’oli I'égalité.

Regle Plus A délocalisation prés, on ], = [7'],, et[r], = [7'], ou7 est obtenue par une
regle plus a partir de’.
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Regle Avec La preuver est obtenue par une régle avec a partir d’'une preyws d’'une preuve
mo. Dans ce cas, modulo délocalisatifn,, = [m1],, U [m2],, et[x], = [m1], U [m2], Ce
qui conclut.

Regle Par Dans ce cas on a directemeént,, = [7'],, et[r], = [r'], oun est obtenue par une
reglepar a partir der’.

Regle TenseurLa preuver est obtenu par application d'une regle tenseur a une preud&in
séquent- P, N et a une preuve, d’'un séquent- P’, N/ Nous faisons la preuve pour
le cas oUW et A/ sont non vides dans les autres cas il faut en plus gérer t'ajola
suppression de- dans l'interprétation des contextes. On a alafs, = [m1],, ¥ [m2],p-
D’aprés le lemme 4.43, 0n a

[m1]3p  [m2]ye = U (v°, blo)(’yov 'YIO) m@pryprem’ - (v, W/J)(bja b/J)
bo’yo'm"}’JbJE[ﬂ'l]Jp
blovlo'm,~’yl\]b/\]€[7f2]‘lp

donc

p([rle) = {007 7,77) | (0°,7°) € p([mile) et (67, 7") € ([ma])}-

Commelr], = {(b.5,7,7) | (a,7) € [(b:7)]x et(t,7) € [mal,}, par hypothese
d’'induction, on a bien I'égalitg([7] ) = [7].

O

Pour obtenir ce résultat facilement nous avons renoncéymatsie interne du modéle de
jeu. En fait il est tout a fait possible de définir la projeatjpdirectement pour le modele avec
décalages symétriques de maniére a avoir le méme résuftadv@detion sur le modeéle relation-
nel tout en conservant la symétrie. Le seul cot de I'opémagist qu'il faut alors connaitre le
type des parties pour en faire la projection.

4.3 Vers un modéle intégrant les exponentielles

Nous montrons maintenant comment un modéle.dedansJIN A peut servir & définir un
modéle dea.L pol. Nous formalisons ce résultat dans la proposition 4.68 redefisection. Dans
une premiére partie, nous introduisons les constructioasqus utiliserons pour interpréter les
exponentielles deL pol. Pour cela nous utilisons comme ingrédient principal un éwdeiLL ,
supposé donné sous la forme d’'une structure de catégoriealg SIrJNA. Le lemme 4.67,
peut étre considéré comme le point d’articulation de cetttien : nous y établissons toutes les
égalités nécessaires a la preuve de correction du modélemtd. Aprés I'avoir établi, nous
donnons l'interprétation des régles exponentielles esrfaisons la preuve de correction du
modeéle dea.Lpol proprement dite.

Dans le chapitre 5, nous exhiberons une structure de caédimSeely suJNA telle que
le résultat établi dans cette section, la proposition 4&&fplique et définisse ainsi un modéle
deLLpol.

Proposition 4.61. L'opératione qui associe a un jeu négati le jeu négatif affineA =
(—, A% A’ S4 U{e}) etaun morphisme : A— B le morphisme affine U {c} : eA—eB est
un foncteur deJN dansJINA. Et la famille (affling) a4cyn des morphismesfiling : eA—+A
pris égaux al 4 est une transformation naturelle deen 1.

Proposition 4.62. L'opération D qui associe a un jeu négaté le jeu négatif linéaire bien
terminéDA = 1 A+ et qui associe & un morphisme A— B le morphisme central

Do = {xa%p-s-+g*'y | s €0}

de typeD B—»D A est un foncteur contravariant dEN dansJNLCT.
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Proposition 4.63 (monoidalité). Le foncteure commute a la structure monoidale symétrique
close(®, §) de JN et INA et fait correspondre les structures cartésieni&s T) et (&, §)

( a fortiori, € est monoidal symétrique pour les structures monoidalesca&es aux produits
Cartésiens). Et le foncteup : INA(®, §) — JNLCT(%®, L) est monoidal symétrique.

La vérification de ces trois propositions est directe (olisetnotamment les isomorphismes
de la proposition 4.37).

On noteBotUnn le morphismel —-D§ donné par la monoidalité d@. C’est en fait un
isomorphisme donné par I'égalité = 1§+ dont on note la réciproquénnBot.
,,,,, A, lemorphismed; ® ... % A,—»D(A;0...0A,) luiaussi donné par
la monoidalité deD. Ce morphisme est aussi un isomorphisme. On ofRa 4, ... 4, Sa réeci-
progue. On adopte la convention que, lorsgue 0, PaTny, .. 4,, alors not&aTng, désigne
le morphismé&BotUnn et TnPayu, . 4, , alors notél'nPay, désigne le morphismiénnBot.

Remarquet.64 Sio est un morphisme de typé—B alorsDo = |5 T4 0.

Ingrédients. Nous supposons maintenant que la catégorie des jeux regstifineouvelle
catégorie de Seely (voir [Bie95]).
Autrement dit nous supposons donnés les ingrédients gaivan
— une comonadét, dig, der) dans la catégorie des jeux négatifs (ou pour chaque objet
A€ JNA,dig, : fA—ttA etdery : fA—A)
— telle que I'adjonctiorit, U, v, n) entreJN A (®, §) et sa co-Kleisli équipée de la structure
monoidale symétrique du produit Cartésién T) soit monoidale.
En particulier, pour tous jeux négatifs affinds ... A,, on a un isomorphisme naturelle
AvTna, . a, (41 & ... & A,) 2 A1 0...O1A, etsaréciproqu&nAvy, . a,.lorsque
n =0, AvTny etTnAv, sont les deux composantes de I'isomorphigfne .
Pour tous jeux négatifs affineset B on a alors :

1. un morphisme affingA—§, appelé affaiblissement affine et netf 4. (Ce morphisme
est égale d(§4) $ AvTng, ou §4 est'uniqgue morphisme affine de type—f);

2. un morphisme affineA—A © A, appelée contraction affine et natént 4. (Ce mor-
phisme est égaleff4, I4] ¢ AvTng 4);

3. pour tout morphisme affing de types A— B, un morphisme affing de typetA—#B et
appelée le promu affine dé (Ce morphisme est égaldag , s tif.)

Et nous avons les égalités :

.....

ffederg=f (4.27)

fTsaffg =affy (4.28)

fTecontg =conty ¢ fT o f1 (4.29)

TnAvp, .. B, s affp . «B, =affp, ©...0affp, §0 (4.30)
TnAvg, . B, scontp g. &B, =

contp, ®...©contp, 37§ (TnAvp,, g, ©TnAvg, . B,) (4.31)

oud, ety sont les isomorphismes :

5510085 =5 (4.32)
Y4B O4B1 O ... 08B, OB, 2481 ©...0 4B, ©iB1 G ... B, (4.33)

donnés avec le produit monoidal

4.3.1 Interprétation des exponentielles

Le foncteurt s'étend en un foncteur dEN dansJIN A en posant = tie (surJINA, € agit
comme le foncteur identité).
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Nous montrons que ces ingrédients supplémentaires sdigastifpour obtenir un modéle
deLLpolou[!N],, = | § [N],.

Pour tout jeu négatifl, nous poson3A+ = DiA = T(1A)* et!A = (?A+)+ = | 4A. Les
jeux?A et!A sont linéaires et bien terminées.

Définition 4.65. Pour tout jeu négatif linéaird :
on définit un morphisme centraffi 4 : 1 -»? A+, appeléffaiblissement linéaireen posant :

afl4 = BotUnn § D affc 4; (4.34)

on définit un morphisme centredntl, : 74+ % ?AL -7 AL, appelécontraction linéairg en
posant :

contly =PaTny 4 § D contea; (4.35)
et on définit une stratégiterl 4 de? A+ X A, appeléaléréliction linéaire en posant :
derly = 7(der4 5 affling). (4.36)

SoientA et B des jeux négatifs linéaires et soit une stratégie? A+ % B = 1(14)* ¥ B.
Alors Tﬁ_Al o estun morphisme de tygel— B, e Tﬁ_Al o estun morphisme affine de typg—eB,
(e Tn_Al o) estun morphisme affine de typa — B et finalemenD (& Tn_Al o)T estun morphisme
central de typ€ Bt —-?A4+.

Définition 4.66 (Promu linéaire). Si o est un morphisme d'un jeu linéaité dans un jeu
linéaire B alors lepromu linéairede o est le morphisme centralft :?B+->? A+ égal a:

ol = D(e T o). (4.37)
BA

Soitn € N et soient4;,..., A, des jeux négatifs linéaires. On a alors qUeAv. 4, .. e,
est un isomorphisme entfleA; © ... ® feA,, = 41 © ... 1A, etied; & ... & €A, =
o4 & ... & A,) de réciproqueAvTng4,, 4, . DONCD TnAvga,, ¢4, €St unisomor-
phisme deD(A; & ... & A,) dansD(§4; ©...0fA,) de réciproqued AvIng4,,  ca,.Par
ailleurs,TnPay 4, .. 34, estunisomorphismede(fA,©...O4A,) dansDiA; & ... ¥ DiA,
de réciproqu@aTng4, . g4, .

Pour tous jeux linéaired, ... ,A,, on a donc un isomorphisme

PlPaAl,...An = DTnAVeAl,...,eAn H TnPaﬁAhm,ﬁAn (438)
deD#(A & ... & A,) dansDiA; & ... B DtA,, de réciproque

PaPlAl,...An = PaTnﬂAl BAL H DAVTHEAI,...,eAn . (4.39)

en particulier, lorsque = 0, on a I'ilsomorphisme
PlPag = D TnAvy s TnPay (438b|3)

de D4T dans., de réciproque

PaPly = PaTng § D AvTng. (439b|3)
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Lemme 4.67 (Coupures exponentielles)Soient4, B, A, ...,A, des jeux négatifs linéaires
et soito une stratégie d8A+ % B. On a les égalités suivantes :

[derlg s 0" ]opL =0 (4.40)

affip 50t = affiy (4.41)

contlp § o't =o't % oT1 ¢ contl, . (4.42)

afla,g. &a, s PIPas, a4, =agaffly, ... B affly, (4.43)

contla, &.. &4, § PIPaa,, . 4, =
)

(P1Paa,, .. A, B PlPaa, . a,)305contla, & ... % contly, (4.44)

n

ou « et 3 sont les isomorphismes

a:l=1,%... %1, (4.45)
B:D#A; B ... % DiA, % DiA; B ... B DiA, = D§A, ¥ DiA; B ... B DiA, B DiA,
(4.46)

données par la monoidalité symétriquephr.
Démonstration.Sous les hypothéses du lemme, cngl o : tA—eB. Par I'égalité (4.27), on
a

-1
(.r;‘T;XIU)Jf sdereggp =€ T o

A
d’ou
[1(e f o)1's (derep § affling)]s5 = 1(e fo ¢ affling)
-1
=170
A
= 0.
Par ailleurs,
[1(e f O‘)T s (derep § affling)]yp = [1(deres ¢ affling) § ]lgT(e il O’)THDﬁB

—1
= [[T(dereB 3 ainnB) H D(E l O’)T]]DﬂB.
D’ou I'égalité (4.40).
Par I'égalité (4.28), on a
-1

(e I; o)l s aff.p = affe 4

d’ou
Daff.s 3 D(e 1 o) = Daffes
A
et finalement

—1
BotUnn § Daff.p § D(e T o)’ = BotUnn § D aff, 4
A
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ce qui prouve I'égalité (4.41).
Par I'égalité (4.29),on a

-1 —1 —1

1 0) sconteg =conteas (e T o) O 1 o))
A A A
d'ou
—1 —1 -1
PaTnyp sp § Deontep 3 D(e T 0)' = PaTnypip s D((e 1 o) © (e T )7) s Dcontea
A A A
et par monoidalité d® :
-1 -1 -1
PaTnypp § Dcontep § D(e 1 o) ' =(DE 1) BDET o)) PaTnga g4 § D contea
A A A

ce qui prouve I'égalité (4.42).
Soient4,,..., A, des jeux négatifs linéaires et soient

A= A1, ... Ay,
eA=¢€Ay,...EA,,
&eAd=eA & ... & €A,

—e(A & ... & Ay),
et DA = DiA,,...,DiA,.

Par I'égalité (4.30),ona:
TnAveqy s affgen = (affeAl ®...0 affeAn) )
ou ¢ est I'isomorphisme (4.32). D'ou

BotUnn § D affgeq § D TnAve 4 § PaTnyg =
BotUnn § Dé §D(affe4, ©... ® affea,,) § PaTngg

Ainsi, par I'égalité (4.38) et par monoidalité de:

affig 4 § PIPay = a5 (BotUnn & ... % BotUnn) § (affleq,) ¥ ... ¥ (Daffca,)

a = BotUnn § DJ § TnPaps, .. ps§ (UnnBot % ... % UnnBot)

est I'isomorphisme (4.45). Ceci prouve I'égalité (4.43).
Par I'égalité (4.31),ona:

TnAve § contges = (contes, ©... O contea, ) sv3 (TnAves © TnAve )
ol est l'isomorphisme (4.33) pous; = A;. D'ou
D contgen § DTnAve s = D(TnAve s © TnAvea) ¢ Dy § D(contea, ©®... O conteya,)
et, par les égalités (4.38) et (4.35),

contlg 4 § PIPay =
PaTnyg A 484 $ D(TnAves © TnAve4) § Dy § D(contga, ®... O conteq, ) $ TnPay 4
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et finalement par monoidalité de:

contlg 4 § PIPay =
(PlPay & PlPay4) ;(PaTnM % PaTnM) s B ¢contla, B ... % contly,)

ou
B=PaTngaya s Dy TnPaya,oha,,.. 14,014,

est I'isomorphisme (4.46). Ceci prouve I'égalité (4.44) qui achéve la preuve du lemmel]

Nous étendons maintenant notre modéle de jeuale P en un modéle deL polen donnant
aux régles déréliction, contraction, affaiblissementretyotion I'interprétation suivante.

Déréliction l'interprétation de la preuve

!
FNL N

der;
FINE N (der)

est[derly § [7'],,]~ siN estnonvide ez | ([derly § [7'],.]~) SinON.
Contraction Linterprétation de la preuve

/

L
F?P, 7P, T
—————— (cont)
F?P,T
eSt[[[ﬂ/]JP s contlpi]2pyrp.
Affaiblissement Linterprétation de la preuve
i
M (aff)
FL,?P
eSt[[FJ_([W/]JP) H afHPLHJ_.
Promotion L'interprétation de la preuve
sl
F?Py,..., 7P, N
(prom)
HIN,?Py, ..., 7P,

est
([[[ﬂ-/]JP § PaPlPl L.

sin > 0et([[FL(n)],,3 PaPly] L)'t 3 P1Pag sinon.

Nous montrons la correction de ce modéle en étendant la @aigorrection du modeéle de
MALLP aux cas de coupures exponentielles.

Coupure promotion-déréliction. Sir estla preuve

! : T2
FN- FN,?P, ..., 7P,
(der) N : (prom)
FINL N FIN,?Py, ..., 7P,
(cup)

FNL 2P 7P,
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son interprétation est

[ﬂ-]JP = [[[[derlN 9 [ﬂ-l]JPHN 9 (JTL ;PlPaPll,...,PnL)ﬂDﬁN

= [[lderly 3 o] pgn $ PIPap,+ p. 2 Ipspyte. apaty § [Milpln

4.40
= [[o s PlPap, . p,tIDt(prta.. &p,ty § [Tl N

= [[m1]p 3 [m2]sel v

ol,o = [[[WQ]JP 3 PaPlPlL,___,Pni]]?PN?,..???Pn1 sin>0etoc = [[FJ_([WQ]JP) H PaPlo]]J_, sinon.
Donc(r],, est bien égal a I'interprétation de la preuve :

! L2
FNL N FEN. 7P, ....?
FNL 2P 7P,

P (cut)

Coupure promotion-affaiblissement. Sir estla preuve

L $ T2
T FN,?Py, ..., 7P,
(aﬁ:) I ) 1, ’ (pr.om.)
FD, 7N+ FIN,?Py, ..., 7P,
(cut)

kT, 7P, ..., 7P,

son interprétation est :

(7], = [[FL([m]y) s afin] L 5 (ot s PIlPap, o p o) ]Dgn

ass.

= [FL([m,) 5 (affly 5 0Tt s PlPap +  p, )]0

4.41
C2V P ((m],0) 5 (afflpy o gpye § PIPap s p )]s

I R (im0 3 (agafflp . B ... % afflp 1 )]L

ou,0 = [[ma],, s PaPlp .+ p 1]2p%..32p,,Sin > 0eto = [F ([m2],,) § PaPly] 1, sinon et
ol « est 'isomorphisme (4.45). Finalement, par monoidaliteduet par la proposition 4.47 :

[W]JP = [[FJ-([[ e FJ—([[FJ-([Wl]JP) 9 afﬂPliﬂJ_) cee afﬂpﬂflLﬂJ_) H afﬂpn%]]l_

qui est bien égal a I'interprétation de la preuve :

‘T
_ k- (aff)
FT, 7P,
FT, 2P, : ?P, (aff)
sy oLy ey s dn—1 (aff)

FT,2P,...,2P,_1,7P,.

Coupure promotion-contraction. Sit estla preuve:

HE! P T2
F?NL 2NL T EN,?P,...,7P,
(cont) (prom)
FT, 7N L FIN,?P,,...,?P,
(cu)
FT,?P,,..., 7P,
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son interprétation est

[W]JP :[[[[[Wl]JPS COHth]]D]iN%’DﬁN S (JJ” H PlPaple.,an)ﬂDﬁN

ﬁsﬂ[m]w; (CODth H O’J” H PlPaplL VVVVV PnL)HDﬁN
4.42
(: )[[[m]JP; ((0’-h 't O’Tl) H COntlplL&.“&PnL gPlPaplL,___7PnL)]]DﬁN
(4.44) .
= [[[Wl]JP9
((O’Tl 78 O'Tl) ; (PlPa,PlL vvvvv P,L 78 PlPaplL_’myan) ; 6; (COHtlplL 78 e ?8 COHtlan))
Ipsn

00,0‘ = [[[WQ]JP H PaPlplL VVVVV anﬂf_zpl?gm?g?pn, sin > 0eto = [[FL([WQ]JP) H PaPlo]]L, sinon
et ou3 est I'isomorphisme (4.46), avet; = P;.

Par monoidalité dpar et par la proposition 4.47 on a finalement que l'interprératien
est égale a

[Tr]JP :[[

[[pis]ye s o)t § PIPap . p loen, §oft s PIPap s p ilpen, §

contlp, + [(pgp, Lym(DiP 1) §

COHthnLH(Dﬁan)yy(Dﬁan)

c’est a dire a I'interprétation de la preuve :

T2
B! (prom) FN,?P,....7P, S T(2,r)
cuy PV INET pom) N 7P .. 7P, FN.?P.... 7P, (prom)
FL, 7P, ..., 7P, HIN,?Py,..., 7P, (cu)
FD, 7P, 2P, 7P, 7P, ..., 7P, 7P, (cont)
FD, 7P, 7Py, 7P ..., 7Py, 1P, ’
) ) ) ) ) (Cont)
: (cont)
FD, 7P, ..., 7P,

Ceci achéve de prouver la correction du modele. En conséqoes pouvons désormais
utiliser le résultat suivant :

Proposition 4.68. Si pour une comonadg, dig, der) la catégorie des jeux négatifs (équipée
du produit de comonoide) est une nouvelle catégorie de Seely alors nous avons uniexele
LLpol.
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CHAPITRE H

Exponentielle pour les jeux a bords

Dans ce chapitre nous munissons les jeux a bords d’'une ootistr exponentielle, pour
laquelle la catégoridNA des jeux négatifs affines est une nouvelle catégorie de .Sealy
a ainsi a la fois un modele deL dansJINA et un modéle deL pol dans les jeux polarisés
linéaires et bien terminés.

Au chapitre 3 (proposition 3.53), nous avons obtenu, patoiEpent dubien sirdes hy-
percohérences, une construction sur les arbres qui suggérautre définition des exponen-
tielles dans les jeux a bord que celle que nous décrivon€atte autre définition serait une
version pour les jeux a bords de I'exponentielle a la Lamafbam92]) qui est aussi I'expo-
nentielle utilisée par P.-L. Curien pour décrire les altjonies séquentiels en sémantique des
jeux ([Cur93]). Malheureusement, nous verrons que |'aatagrt d’'une telle exponentielle aux
jeux a bords se passe mal.

Hors considération des bords, I'exponentielle que nousgmi@ns ici n'a, a notre connais-
sance, jamais été décrite dans la littérature sur la séquenties jeux. Cette exponentielle est
une sorte d’'objet intermédiaire entre I'exponentielle & denarche et la version uniforme de
I'exponentielle a la Abramsky-Jagadeesan-Malacadiaj ou a la Hyland-OngHo). Il s’agit
essentiellement d'une exponentielle avec répétitions impaii ne permet pas de distinguer deux
copies d’une méme partie (distinction que les indices déesageAaiMm, ou les pointeurs dao
permettent de faire).

En termes informatiques, I'exponentielle a la Lamarcheespond a la notion de partage
des données en mémoire tandis que I'exponentigiie ou HO correspond a un gestion totale-
ment non partagée de la mémoire, dans laquelle on fait adeargpies différentes d’'une donnée
gue nécessaire, comme s'il s'agissait de plusieurs dortifiésentes. Notre exponentielle in-
termédiaire correspondrait a une mémoire gérant la migitipldes copies mais sans introduire
de différences entre plusieurs copies d’une méme dohnée.

Nous interprétons les formules de.

A=T|l|a| AL A|ARA|A—-A|lA

dans la catégori#gN A des jeux négatifs affines en posént, . =5, [1],,, =5, [4 & B]
[A]JNA & [B]JNA’ [A ® B]JNA = [A]JNA © [B]JNA’ et [A - B]
ment multiplicatif additif et en posaritA],, = #1 [A]
définie plus loin.

INA T
sa = [Alyua = [Bl s POUr le frag-

e OUHL st une nouvelle construction

INotre intuition informatique sur cette exponentielle esetle pourrait correspondre au mécanismeaat@assage
des mietteggarbage collectinypar comptage des références utilisé dans certains langéagets.

93
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5.1 Construction exponentielle

Pour un mots = ay ...a, sur un alphabetl et un élément de N nous définissons la
délocalisation de& eni, s x {i}, comme étant le mdiay,4) ... (an,%). Avec pour convention
que pourB C A, sis|B = p, alorss x {i}[B =pets x {i}|B x {i} = p x {i}. L'élément
1 de N utilisé dans cette opération de délocalisation est usueli appelé uindice de copie
dans le cadre des sémantiques de jeuxsia

Sip = ay...a, est une partie dans le jed alorsplg(p) est le motoy ...o0, OUo; =
ai . ..a;. Sip estune partie terminée dkil est clair queplg(p) est une partie terminée ¢e A.

Et ainsi sip n'est pas terminée alotdg(p) est tout de méme une partie (non terminée) dé.

L'opération binaire® sur les mots se généralise par commutativité et assotéaéni une
opérationn-aire et nous écrivon&){pi,...,p,} pourp; ® --- ® p, ce produit valant le mot
vide pourn = 0. Cette opération n’est pas défini lorsquegesont des mots sur des alphabets
non disjoints, en particulier, lorsque Igssont des mots sur un méme alphabet. Nous étendons
alors cette définition en posant dans ce cas

Olpr- o] = (Ol x {1} .pu x {n}}) 14 (5.1)

ou[p1,...,pn] € Miin((A- A)*), autrement ditd est cet alphabet commun a tous jgsCette
extension est bien définie puisqu’elle ne dépend pas du clediénumération des éléments du
multi-ensembléps, . .., py].

Définition 5.1 (Exponenentielle sur les objets).
Si A est un jeu négatif alorg A est le jeu négatif affine—, P°(A), P'(A), Sy, a) ou

Siya = U Obles) | seul

HEMiin(Sa)
supp (p) €Stfin(A)

Une partie dang; A est un mot de mots. Pour éviter les confusions nous ndgnentre
parentheéses pour un mot vu comme lettre d’'un mot de mot. Ainéid)(c) est un mot de trois
lettres sur I'alphabef(a), (ab), (¢)} C {a,b, c}*.

Lemme 5.2. Sipg, 2 € Miin(Sa \ {€}) sonttels queupp(p1), supp(u2) € St(A) alors

(Opleg(p) N () plg(pe) #0 = 1 = po.

Démonstration.Pour un multi-ensemble fini. d’éléments deS,4 \ {e} dont le support est
une stratégie surl et pour une partio = (p1)...(p2x) € Oplg(p) on poseO(n) =
[p;j | 1 <j <2k].Onaalors que

n

O([s1,...,sa]) = Y _ O([s:]) (5.2)

=1

(clairementO(u + [s]) = O(u) + O([s])), ce qui montrer bien qu@ () est uniquement déter-
miné.

Sous les hypotheéses du lemme on a alors@(e, ) = O(u2). On montre par récurrence
sur la cardinalité: de 1 que siO(u1) = O(pz) alorsp; = pe. Pourn = 0, u; = [] et
O(p1) = [] doncO(u2) = [], par (5.2), c’est que pour chaque élémete 1o, O([s]) = ],
ce qui ne peut arriver que podr= ¢ qui n'est pas un élément ge, et doncus = p1 = [].
Supposons maintenant la propriété vraie jusqué supposons que; est de cardinalité + 1.
Alors 1 est non vide don©(u4) est non vide et il existe un élément maximal (pour I'ordre
préfixe)p # € deO(u1) = O(uz2) (non nécessairement unique). Par (5.2), il existe un élémen
s dep; et un élément’ de us tels que(p) apparait danglg(s) et dansplg(s’). Mais comme
p a été choisi maximal c’est qu'il apparait comme dernier ééinteplg(s) et aussi comme
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dernier élément dplg(s’). On en déduit que = s = &', par définition deplg. DoncO(p1) =
O(pu1 — [s]) + O([s]) etO(u2) = O(p2 — [s]) + O([s]) d'00 O(u1 — [s]) = O(pu2 — [s]). Par
I'hypothese de récurrence on obtient que— [s] = 2 — [s] de quoi on conclut que; = o,
ce qui achéve la preuve. O

on généralise I'opératioplg de la maniére suivante. 3i est un alphabet et #,,..., B,
sont des sous-alphabets dedeux a deux disjoints, on définit un opératiglg;, 5 surA*
en posant :

pleg, .p,(s- a) = plgs,. .8, (s)-(s[Bi-a) siac B (5.3)

.....

En particulier, sis € A*, alors on &lg 4(s) = plg(A).

De méme qu’on a généralisé I'opératieren ) on généralise I'opératiom 5 en une opé-
ration(® 5.

On décrit plus précisément I'action e 5 sur des parties terminées d’un jdu- 5. Soit
uw € Min(Sa—p) et soit un énumération, . . ., s, des éléments dg, c'est & dire un suite
(si)1<i<n telle quey = [s1,...,sy]. On noted;—B; la délocalisation du jeul—B en un
i€ {l,...,n}. Le mots; x {i} est alors une partie terminée du jdy— B; dont la projection
surA—DB ests.

SoitC = Ui <<, B;. Par commutativité et associativité de:, 'ensemble

P=3s1 x{1}O¢c s2 X {2} ©¢ ... O¢ sn X {n}

est uniquementdéterminé. L'ensembBlg A, B) est alors indépendant de I'énumération choisie
pour les éléments de Ainsi u détermine de maniere unique I'ensemBIg A, B). L'opération
(O estalors celle qui 4 associeP [ (A, B) avec pour convention que) ;] = e et zls] = s.

Remarqué.3. Sife], 1 € Miin(Sa—p) alors@ 5 plg(p + [€]) = O g plg(w).

Définition 5.4. Pour chaque stratégjede A— B on pose

fhf= U @[plgA,B(S) | s € pl.

HEMiin(f) f1 B
supp (p)[AESt(A)

Remarque$.5. L'opérationg; sur les morphismes est croissante pour I'inclusien

fCg = thfChyg

Par la remarque 5.3, on a aussi qug¢ =t f \ {¢}.

Les multi-ensembleg utilisés dans la construction dig f vérifient par hypothése que
supp(u) est une stratégie dans le jel»B et quesupp(u)[A est une stratégie dans le jeu
A. On peut donc appliquer la proposition 4.29 pour en déduieaapp (1) [ B est une stratégie
dans le jeuB.

Les projections de&0),, p[plga p(s) | s € ul surgs A et surg; B sont respectivement
incluses dang§)[plg(sTA) | s € u] etO[plg(sIB) | s € p]. Ce sont donc des ensembles de
parties terminées dg A etf; B.

Par définition, les éléments de f sont des mots d@P”°(B) - (P°(A) - P’(A))* - P)(B))*,
ils vérifient donc la condition de basculement joueur dafiethe linéaire négativh A— #; B
(ces mots sont reconnus par l'automate de la figure 4.2). @orclut quel; f est un ensemble
de partie terminés dg A— f; B. De pluse est un élément d&, (| donc quelque soif,
estun élémentdg f.

Nous allons montrer que la constructigrest un foncteur de la catégorie des jeux négatifs.
Pour cela nous avons besoin d’établir un certain nombrerdmies.
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Un mott € 4#; f est fait de blocs d’occurrences consécutives de lettfgs - p - o2;12 avec
o9i+1 € P°(B), 02,42 € P’(B) etp € (P°(A)- P’(A))*. De plus, ces blocs vérifient que deux
occurrences consécutives de letipgp,.1 dansp sont telles qu'il existe un € A° U A’ pour
lequelpr1 = pi - a et aussi qu'il existe uh € B’ tel queosy;1o = 0gi11 - b.

Lemme 5.6. Soit z un sous-ensemble déterministe HeA— B) telle ques| A soit aussi un
sous-ensemble déterministe EeA).

1. Pour toute pairav, w’ d’éléments de7 z, siw|B = w’|B alorsw < w’ ouw’ < w.

2. Pour toute pairav - °, w’ - b’ d’éléments de7 z avect’, b’ € B?, siw|B = w'|B alors
w-=w b

Démonstration.On montre le premier point. Soit un mat’, et deux coups;; etc, tels que
w” - ep Twetw” e S w. Siw” € P°(A—DB) alors par déterminisme deon ac; = co.
Supposons maintenant qué € P’(A—B). Par la condition de basculement joueur dans la
fleche linéaire c’est soit que,co € A’ soit quecy,co € B°. Dans le premier cas comme
w’ -1 [A etw” - co| A sont des parties joueur dangz | A) et quez[A est déterministe;; etco
sont égaux. Dans le second cas comifie ¢; < w etw” - ¢; < w', par égalité des projections
dew etw’ surB, ¢; etcy sont aussi égaux. Il y a donc égalitédeet c, dans tous les cas. Ainsi
tout motw” qui est a la fois un préfixe strict de et un préfixe strict dev’ se prolonge en un
préfixe commun a et aw’. On en conclut que < w’ ouw’ < w.

On peut alors appliquer le premier point a la paires’ du second point. On a aingi < w’
ouw’ < w. Supposons que < w'. C'est quew est un préfixe strict de’ - b’ Par déterminisme
dez le coup suivanty dansw’ - b est forcément’. Ainsi w - b < w - ¥”’. Nous montrons alors
quew-b’ ne peut pas étre un préfixe strictde b'”. Si ¢’était le cas on aurait’ = w-b’-m pour
un certain motn non vide. Par projection sug on aurait(w’|B) - 0> = (w[B) - b’ - (m|B) et
commew|B = w'| B on obtiendrait’’ = b° - (m|B). Ce qui donneraitm|B) = ¢ et comme
b’ doit étre la derniére lettre de ceci est impossible. Done - b° = ' - b’’. Réciproquement
en supposant que’ < w on aboutit encore a I'égalité - b’ = w’ - b'”’, ce qui conclut pour le
second point. O

Lemme 5.7. Soitf une stratégie sur un jeu négatlf+B. Siu; etus sont deux multi-ensembles
d’éléments def ne contenant pas le mot vide et tels guep(u1[A),supp(u2A) € St(A)
alors

Opleap) Nl plps) #0 = p1 = po.

ﬁlB ﬁlB

Démonstration.Soitt un élément d€),, p plga g(p1) N Oy, p Plga, p(k2). On aalors

tI 4 B € () plg(pa1B) N () plg(pz!B).

Donc, par le lemme 5.241 | B = u2 [ B.

Par ailleurs, I'ensemble des élémentstdpii sont des éléments d&(A) est un ensemble
déterministe qui contient tous les éléments deA et tous les éléments de | A. De plus,
supp (u1 + pe) €st une stratégie sur— B. On peut donc appliquer le second point du lemme 5.6
az = supp(u1 + p2). On en déduit en particulier que sie p; ets’ € po sont tels que
s|B = s'|B alorss = s’. Donc finalementi; = ps. O

Une partie terminéé dansf; f est un motF; - ... - F,, ou lesF; sont des éléments de
P°(B) - (P°(A) - P(A))* - P(B). Le lemme 5.8 établit un critére fort de comparaison de ces
motsF;.

Lemme 5.8 (égalité des blocs)Si deux élémentsn,) - I - (m2) et(m}) -1’ - (m}) de P°(B) -
(P°(A) - P(A))" - PY(B) sont facteurs d’'un méme élementde O, z[plga, p(s) | s € y]
alors

my =mjoums =mh = (mq1)-1-(m2) = (m))-I'-(m)).
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Démonstration.de tels facteurs desont de la forme :

(m1) -1+ (m2) = (q-0°)(p-af)...(p-af...a;)(q - b°)

(mh) -1 (mh) = (¢" - 0°) (0" - a1°) ... (0 - ai° . ai))(q - HO07).
Et il existe deux parties terminéet s’ dansy et un préfixep - b’ de s et un préfixey’ - v’ de
s’ telles que

plgs p(p b)) = o(mi) -1 (m2)
plgA.,B(p/ : b/J) = U/(mi) A (m’2)

Onaalorsp - b° = m - b°%9...alb’ etp’ - > = m/ - v°a,°...a/’b"’ avecm|B = q et
m'[B =¢.0nam; = q-°,m) = ¢ - my = q-b° etml, = ¢ - b¥°b"’. Donc si

my = m), alorsqg - b° = ¢’ - b'°, et,a fortiori, simy = my4. Par le second point du lemme 5.6
on obtient alors que - b* = p’ - b””. Et ceci suffit & établir 'égalité des deux facteurs. [

Lemme 5.9. Soitz Cg, ftelquez[A € St(A). Sit estun élément d@)[plg(s1), - - -, plg(sn)]

ousupp([s1, ..., s,]) = z[B alors il existe un unique mot élément dé¢; > dont la projection
sur B est égale &. De plus le mot’ s’obtient en remplacant darischaque facteufq)(q - b”)
par 'uniqgue mot(q) - . . .- (¢-b’) qui soit facteur d’au moins un desg(s; ), pouri € {1...,n}.

Démonstration.Pour chaquetel quel < ¢ < n, il existe un élément; dez tel ques; B = s;.
Cet élément est unique (darnp En effet, sis; et s/ sont deux éléments detels ques;[B =
s/ | B alors le second point du lemme 5.6 s’applique et aihst s;'. On obtient ainsi un multi-
ensemble: = [s],..., s),] d’éléments de.

Le mott est obtenu par projection s B d’un mot

m € plg(s1) O Byx{1,....n} - - - Oy B)x{1,....n} PI&(Sn).

On forme alors un mot

m' e plgA,B(S/l) Oy Byx{1,...;m} - - Oty BYx{1,...,n} plgA,B(SZ)

en remplacant chaque factedy),:)((¢ - b°),7) dem par I'unique facteuf(q),:) - p x {i} -
((g - b"),7) de s;. Le motm/ est alors tel quen/[($ B x {1,...,n}) = m’. Autrement dit
la projection sutt; B du mott’ = m/[(#; A—f; B) est le mott. Par constructiornt/ est un

élément de
@[plgA,B(Sﬁ)v .-, plg g (sh)]-
1 B

C’est donc un élément de =.

L'unicité d'un tel#’ est une conséquence directe du lemme 5.8. En effet, s'iliy@avautre
élément” satisfaisant les méme propriétés gqyél y aurait un facteu#” = (¢) - p’ - (¢ - b’) de
t' etun facteu” = (q) - p” - (¢ - b’) det”, tout deux différents. Mais ce mét” serait facteur
d'unplg, p(s") pours’ € p, ce serait donc aussi un facteur ded’ou, par le lemme 5.8, la
contradictionf” = F"”.

Par construction de?’, ¢ s’obtient en remplagant danshaque facteufq)(q - b°) par un
mot (q) - ... (¢ - b’) facteur d'un deplg(s;). Mais d’aprés le second point du lemme 5.6, si
(q) - p- (¢q-b°) esten facteur dans I'un dedg(s;) et si(q) - p' - (¢ - b) est lui aussi en facteur
dans I'un de®lg(s;) alors ces deux facteurs sont égaux. Ceci conclut. O

Soit i € Msin(Sa) tel quesupp (1) € Stin(A) et soitt € O plg(u). Sit' - (p) = t alors
p = s pour un certains € p. Ainsi étant donné I'occurrence d’un couyp) danst, on sait
trouver un élément de i tel que(p) soit une occurrence dedg(s). Nous voudrions obtenir un
équivalent de cette propriété pour la constructiosur les morphismes. Le probleme est alors le
suivant. Etant donnés une stratégdiide A— B et un élément de#; f, pour chaque occurrence
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de coup(p) danst nous voulons pouvoir reconstruire a partiriden élément de € v f tel
que(p) soit le dernier élément délg 4 p(s). nous introduisons a cet effet une opératibpour
laquelle on aura que 8- (p) < t alorsfil(t’ - (p)) est cet élémentdeV f recherché.

On définit une opératiofil sur les éléments de f; f en posant :

fil(w - (¢- b)) = fil(w) - b’ (5.4

fil(w - (p-a’)) = fil(w) - a’ (5.5)

fil(w - (p-a®)) = fil(w) - a® (5.6)

fil(w - (g-b") -m - (q-0°)) =fil(w - (¢ b)) - b° (5.7)
fil(w - (b°)) = v° (5.8)

fil(e) =¢ (5.9)

La définition de cette opération est ambigué. En effet, it @aister plusieurs occurrences de
(¢ - ¥’) antérieures a un coup - b’b°). La clause (5.8) est donc mal définie. Mais le lemme 5.8
garantit que cet ambiguité n'a pas d'incidence sur le raésiltn effet, on montre par récurrence
sur la longueur deg que siw - (g - b°0’) etw’ - (¢ - b°b’) sont deux préfixes d'un élément
t det f alorsfil(w - (¢ - b°0%)) = fil(w' - (¢ - b°b%)). Par le lemme 5.8, ona = w; - m et

w' = wg-mavecm = (q-b°)(p-af) ... (p-af...a3,) pourun certainv; etun certainv,. Sila
longueur dey est0 on a alors directement I'égalité puisque, dans cefdés; - m - (¢ - b°b’)) =
b%a; ... az, b’ etfil(ws - m - (q - b°b")) = b%ay ... as,b°, par la clause (5.7). Sinon on a d'une
partfil(wy - m - (¢-b°b%)) = fil(wy - (¢-b°)) - a1 . .. a2, b’ et d’autre parfil(ws - m - (¢ - b°b’)) =
fil(ws - (g-b°)) - a1 ... az,b’, par application des trois premiéres clauses. MHig1 - (¢-b°)) =
fil(ws - (¢)) - b° pour un certainus tel quews - (¢) < wy etfil(ws - (¢-b°)) = fil(wy - (¢)) - b°
pour un certaino, tel quew, - (¢) < wo, par application de la clause (5.8).E&t ¢’ - b pour
un certainy’”” € B°. En appliquant 'hypothése de récurrence aux deux préfizesid - (¢’ - b")
etw, - (¢ - V') on a alors I'égalité recherchée.

Lemme 5.10. Pour chaque € O, z[plga 5(s) | s € p], onaf{fil(t’) [ ¢ <t} = vsupp(u).

Démonstration.Soit sy, . . ., s,] = ©. Considérons I'élément de

(Plea,p(s1) X {1}) Oy BxN - - Oy BxN (Plg 4 5 (8n) X {n})

dontt estissu. Chaque préfixedet provient alors d’un préfixe:’ dem, i.e.m’[(1 A, B) =
t'. En posantil(m') = fil(m/[(41 4,1 B)), on peut alors considérer I'action d# sur les
préfixes den. Les coups d’un méme facteur de la forf®(B) - (P°(A) - P(A))* - P’(B) de
t portent tous le méme indice de copie daifs Ainsi lors d’une étapél(m’ - ((¢ - b°b%),i) on
se raméne a une étafiEm” - ((¢ - b°),17)). Et lors d’une étape avec alé&m’ - ((¢ - b’b°), %)
on peut toujours faire le choix de se ramener a une étipe’ - ((¢ - 1), ¢)). Ainsi fil peut étre
définie de maniére équivalente et sans aléa sur les préfixasteposant :

fil(m' - ((r - ¢), i) -w - ((r - ed),i)) = fil(m’ - ((r- ¢),i)) - d
fille) =¢

Autrement dit dans le calcul dé(¢') on peut toujours suivre les coups provenant d’'un méme
indice de copie. Il est alors facile de voir que, par consioug le motfil(#') est le préfixe d'un
certains € p donc un élément de supp (). Réciproguement tous lese p sont utilisés dans

t, donc chaque préfixe d’'un desc p est atteint par un certaiii(¢'). O

Proposition 5.11. L'opérationg; est un foncteur dans la catégorie des jeux négatifs affines.

Démonstration.On commence par montrer qtief est bien un morphisme affine geA dans

1 B. Il reste & montrer qug f est déterministe. Pour cela considérons deux élénteiets o

det; f et un préfixe commun- (p - ¢) a ces deux éléments, de longueur impaire. On montre
alors quet - (p - ¢) se prolonge en un préfixe commurt;aet ¢, de longueur paire. On aura
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ainsi montré que le plus grand préfixe commun de deux élénggreisonques dg; f est de
longueur paire. Comme- (p - ¢) est de longueur impairg - ¢ est un élément d@’(A) ou

de P°(B). Dans les deux ca® - ¢) ne peut pas étre le dernier coup d’un facteur de la forme
P°(B)-(P°(A)- P(A))*- P'(B). ll existe donc un motn; - (q1) € (P°(A)- P’(A))*- P'(B)

qui prolonget - (p - ¢) danst; et un motms - (g2) € (P°(A) - P’(A))* - P'(B) qui prolonge
t-(p-c) dansty. On a alors des mots, w; etws tels quefil(t - (p) - my - (1)) = w - c-w; et
fil(t- (p) - m2 - (¢2)) = w- c- we. Par déterminisme dgle premier élément de; et le premier
élément dews, sont alors égaux, de quoi I'on déduit que le premier coupndeet le premier
coup de dens sont aussi égaux, ce qui conclut.

Légalitét, I, = I3, 4 estimmédiate par construction.

Il reste @ montrer la commutation de I'opérati@rs a la composition. Soient deux stratégies
f:A—»Betg: B—C.

Montrons quel; f 5 19 C 1(f ¢ g). Soit un témoint = [t1 § t2] de la composition de
#1 f ety g. On doit montrer quel (81 A, 1 C) € #1(f 5 g). Si ce témoint est le mot vide c’est
terminé puisque € #1(f 5 g). On suppose donc que# e. Soit un multi-ensemble (éven-
tuellement vide}u, € Min(f \ {¢}) tel quet, € O, pPlga, s(11) et soit un multi-ensemble
non vide[sy, ..., sy, sy 415 8] € Min(g \ {€}) tel queta € Oy, o plga,c([s1;-- -5 s0]),
sil <i<n,alorss;[B #cetsin+1<i<n/, alorss,|B =e.

Onat |4 B € Oplg(ui|B) etta] 1 B € Oplg([s),-..,s,][B). Et, comme, [§; B =
t2] 1 B, parlelemme 5.2, on en déduit quel B = [s], .. ., s,,]| B etles deux multi-ensembles
w1 etfsy,..., s, ] ontla méme cardinalité. Donc, pour chaque élémetc supp(u1[B), il
existe un élément, € supp(u1) tel ques,|B = ¢. En utilisant le lemme 5.6 appliqué aux
élémentss desupp(u1) tels ques/B = ¢ on obtient l'unicité des,. Ainsi, pour chaqué tel
quel < i < n, il existe un unique élément € u, tel ques|B = s;[B. On en déduit que;
est un multi-ensembles, . . ., s,,] ou, pour chaqueétel quel < i < n, s;,[B = s}|B.

Pourn + 1 <4 < n/ on poses; = . On a alors,

t € @plgAB([sl,...,sn/]).

ﬁO/B

Soit le multi-ensemble :
s = [[s13 1B, [sn § s/ 18] (5.10)

Puisques € f, us € Miin(f ¢ g). De plussupp (us)[A = supp (u1) [AU{e} doncsupp (us)[A
est une stratégie dé. Enfinpus[C = s [C. Comme

t14C € O plg(p21C),

par le lemme 5.9 on obtient qu'il existe un élémentle (O, - plga,c(13) tel quets[f C' =
t] 41 C. Ce motts est alors un élément de(f 3 ¢g) et pour conclure cette partie de la preuve il
ne reste plus qu'a prouver qugt; A, #, C) = ts.

Sit](§; C) = ¢ alorst = ¢ ett3 = ¢ ce qui conclut. On suppose donc dans la suite que
th(t O) #e.

Supposons que|(t; A, C) # t3. Soitt, le plus grand préfixe commun dg et de
t1(81 A, t C) appartenant &P°(C') - (P°(A) - P’(A))* - P’(C))*. Commets et (1 A, 11 C)
sont des éléments d&°(C) - (P°(A) - P'(A))* - P(C))* et, commé (8, C) = t5](#1 C), il
existe un élément c° de P°(C) tel quet,-(r-c°) estun préfixe commung etat| (8, A, £ C).

Il existe aussi un élémenrt € C° tel quety|( C) - (r - c°)(r - °c’). On a alors un mot
m € (P(A) U P(B))* etunmotm’ € (P(A))* telles que
ty-(r-c®)-m'-(r-c°) < t3

ts-(r-c®)-m-(r-c°c) <t

outs esttel ques|(f1 A, 81 C) = t4.
Il suffit alors de montrer quen’ = m[(#; A) pour conclure par contradiction avec la maxi-
malité det4, a |,égalltét3 = t[(ﬂl A, ﬂl C)
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Par construction, il existe un indiées {1, ...,n'} tel que(r - ¢®)(r - ¢°c’) est un facteur de
plg(s;[C).

Le motplg, «([s: § si]z) posséde un unique facteqr - c°) - m" - (r - c°¢’), avec
m'" € (P°(A) - P'(A))*. Comme(r - c°)-m"" - (r- c°c’) est un facteur de; (par construction
dets) on en déduit, par le lemme 5.8, qué = m’”.

De méme, le moblgy ~(s;) possede un unique factelr - ¢°) - m” - (r - °¢’), avec
m” € (P°(B) - P’(B))*. De plus, on a soitn” = ¢ soit

m’" = (q-09)...(q-b7...by),

pour un certainy - b9...by € P’(B). Par ailleurs, commér - c°) - m” - (r - ¢°¢”) est par
construction un facteur dg = t[(#; B, C), on en déduit, par le lemme 5.8, que (; B) =
m'.

On a clairementplg , 5 (s:) 3 plep o (s)] = plgap o ([s: 5 51).

Le mot[plg 4 5(si) § plgg o(s;)] posseéde un unique facte@r - c°) - w - (r - c°c’) avec
w € (P°(B)-(P°(A)-P’(A))*-P’(B))*. Et par ce qui précéde ce facteur est tel quigs; A) =
m"” =m' etw[(t1 B) =m” =m|(# B).

Pour montrer quer = m/[(#1 A), il suffit de montrer quev = m/.

Supposons que: = . Commew € (P°(B) - (P°(A) - P(A))* - PY(B))* etw](f1 B) =
m|(t1 B), c'est quew = ¢, ce qui conclut.

Supposons maintenant que=£ . D’apres I'automate de la figure 4.4 (appliqué an est
un élément déP°(B) - (P°(A) - P’(A))* - P)(B))*. Ainsim” = m[B # ¢. On adonc

wIB=miB=(q-5)...(q-5...b3).

pour un certairy - b9 . .. by; € P’(B). Donc il existe une suite de mot$; )<<, tous facteurs
det;, avec
F; = (q'b?"'bgjfl)'mj ’ (Q'b?"'b%j)

tels quem = F; - ... - ;. Etil existe une suite de mots/; )<<, tous facteurs delg 4 5(si),
avec

Gj = (q'b?"'bgjfl) FWj - (Q'b?---b%j)
tels quew = G; - ... - G;. Mais ces motsy; étant des facteurs QﬂgA,B(si) éléments de
(P°(B) - (P°(A) - PY(A))* - P(B))* ce sont aussi des facteurs tde On en déduit par le
lemme 5.8 qué&; = F; pour chaqug € {1,...,[}. Et ceci conclut.

On montref1(f ¢ g) € thf § #1g. Soitt” € #1(f 5 g). Alors il existe uny” =
[p1, .- pn] € Min((f 5 9)\ {e}) tel quesupp (") [A € St(A) ett” € O plga o (u"). Parle
lemme 4.33, pour chaquec {1,...,n} il existe un uniques; € f et un uniques; € g\ {e}
tels quels; § si]s = p;- Onaalorsy = [s1,...,8,] € Mun(f), 1/ = [s],...,5,] € Miin(g),
ulA = u'TA, uB = ' |B ety |C = p”[C. Commesupp(u)[A € St(()A), par la proposi-
tion 4.29 appliquée aupp(u)[A et af, on obtientsupp(u')[B = supp(u)[B € St(B). Par
application dulemme 5.9& et at” [ ; C, il existe un mot’ € #; g tel quet’ € O plgp (1)
ett'I 41 C = t|#; C. Et par application du lemme 5.9@et at'[ #f; B, il existe un mot € £ f
tel quet € (Oplgy p(p) ettt B = t'[f: B. Il reste alors a montrer que s ¢'J;, 5 = t".
Le raisonnement utilisé précédemment pour morftres ¢2]3, 5 = t3 S'applique encore. Ceci
conclut. O

5.2 Non exponentielle des algorithmes séquentiels

D’apreés la proposition 3.53, dans le cadre des jeux a badsrstructiorbien sirsur les
objets qui serait la plus proche tien slrstandard des hypercohérences serait la suivante.

Définition 5.12 (bien s(Oralgorithmes séquentiels).Si A est un jeu négatif alork, A est le
jeu négatif affing—, P°(A), P’(A), S;, 4) 0U .Sy, 4 estl'ensemble des mois= o, ... 02, de
(P°(A) - P'(A))* qui vérifient :
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1. Vk,3j < k,3a® € A® o1 = 025 - a® ol ON posery = ¢
2. Vk,3a’ € A’ oop10 = 0opy1 - @’
3. Vi,Vj,i # j = o0; # o, (sans répétitions)
4. Vi,3j > i,0; X 0j eto; € S4 (terminaison).
En particuliers € Sy, 4.

Si o est une partie darfs A, on noteo(o) 'ensemble des coups deo qui sont des parties
terminées ded.

Remarqué.13 Sio € Sy, 4 alorso(o) est une stratégie finie saturée de

Démonstration.Si ce n’était pas le cas il y aurait deux élémentdge la formep - aj etp - aj.
Mais p serait alors un éléments deapparaissant deux fois daas Une fois juste avant une
occurrence de - aj et une autre fois juste avant une occurrence de?. Commeo est sans
répétition ceci est impossible. Rappelons que la saturatgnifie simplement que&(o) est clos
par préfixe dans 4. O

Remarqué.14. Soit un coum® de A°. Sio est une partie terminée ¢gg A alors le motr dans
lequel on efface toutes les occurrences de leftfes | a® < p} est encore une partie terminée
det, A.

Nous définissons une opératieff d'effacement des répétitions sur les mots, en posant
eff(s-a) = eff(s) -a sia ¢ s, eff(s-a) = eff(s) sia € s eteff(e) = ¢. Cette opération
préserve 'ordre préfixe.

Le jeuf, A est en fait 'image du jed; A par effacement des répétitions dans les parties
terminées.

Proposition 5.15. Pour tout multi-ensemble fini dont le support est une stratégie finie sty
'ensemble des élémenisc Sy, 4 tels queo(o) = vV supp(p) NS4 est égal a

eff (@[plg(S) |s€ u])

On a ainsiSy, 4 = eff (Sy, a)-

Nous établissons une remarque utile sur I'effacement ¢egité®ns avant de prouver cette
proposition.
Remarques.16 (effacement des répétitions par blocs Ljopération d'effacement des répéti-
tions appliquée & un mots @@ plg(s) | s € u| efface (uniqguement) des paires consécutives
d’occurrences de lettres; 1 102;4+2 aveCog;+1 € P°(A) etogi1o € P(A).

Démonstration de la remarqudRar construction de telles occurrences consécutives tleslet
vérifient queos;1o = 09,41 - @’ pour un certaim’ € A’. Supposons ques; > est effacé.
C’est qu'il existe une autre occurrenee;,, de cette lettre aveg < i et 09,4 est alors
une occurrence de;11 ce qui assure I'effacement de cette derniére occurrenggpdsons
maintenant que; ., est effacé. Il existe une autre occurrengg,; antérieure{ < ¢) de cette
lettre. On a alorgs; 1o = 0941 - aj €togj1a = 02,41 - a3 POUr un certaim] € A’ et un certain

a} € A’. On utilise alors le fait queupp(u) est une stratégie pour conclure a I'égalité (par
déterminisme) dej eta}. Ceci assure alors que,» est une répétition de ;- qui sera ainsi
effacée. O

Démonstration de la proposition 5.1%n utilisant la remarque 5.16, on vérifie facilement, que
les éléments deff ((O[plg(s) | s € p]) sont des éléments dg,, 4.

Soit maintenant = o ...o9; un élément desy, 4 et soitz = o(c). On se donne une
énumération par les entiefs {1,...,n} — x des éléments deet on définitle multi-ensemble
1 dont le support est et dans lequel la multiplicité de chaque élémentlegtour chaqué tel
quellof| < 2i+2

pex|ozp 2pt={pe€x|out1 2p}
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carz est déterministe. Pour chacun de ¢e§p € = | 09,41 < p} est un ensemble non vide
d’entiers. Nous formons alors un mot

hi = ((02i+102i+2) X {j1}) - - - - - ((02i+102i+2) X {jk})
olji, ..., jx estune énumération des élémentgdé({p € z | o2;11 = p}), par exemple don-
née par I'ordonnancement naturel des entiers. Soit alon®té = A - .. .- hy. Par construction

ce mott est un élément dé&){plg(s) x f(s) | s € u}. En effet, sa projection sur un alphabet
(#a A) x {3} estplg(s) x {i} pourles € utel quef(s) = i. Ces projections sont entrelacées
danst par blocs de deux lettres. Ehe contient pas d’autres lettres que celles apparaissast da
ces projections. Enfinff (¢](f, A)) est égal &. En effet il est clair que|(f, A) est le moto
dans lequel chaque bloc de deux letisgs, 1 02,12 €St répété consécutivement un nombre non
nul de fois, ce nombre étant ramené a un aprés effacemergpi&tition. Ce qui conclut. O

La proposition 5.15 suggére de définir la constructiprsur les morphismes en posant
fo f = eff(41 f). Malheureusement, pour des raisons liées aux bords, cefitngas pour
autant un foncteur de la constructign En effet, il existe trois jeux négatifs affinet B
et C' et un morphisme affine dd dansB et un morphisme affine d& dansC tels que
o f38ag#8a(f359)

Plus précisément, nous avons le contre-exemple suivaiehitSh B et C trois jeux négatifs
affines tels quefajafay € Sa, bYb3, bP03b3by € Sp etdPdy, c{cy € S avecd # cf. Alors

f={e,blaTazb3b5a5a3b1} et
. O _ O _J 7J o 0.J _0O0_J J
g = {&,djalaydy, cTatazaza;cy}

sont des morphismes affines, respectivememt dersB et deB versC, et

f59={¢e,falaza5aics}.
On aalors:
bO
o o\ (0% d o\ (o) O bJ(i) bi ?
(7) (b9) )\ a2 (f) (¥9) bl b ) ;) €ty
2 2 2 po 3 C2
3 bJ
4
bO
bo 1
bo do 1 bJ CO
@ 09 (35) () @ () [53] () e
2 2 b 3 C2
3 b;]1
o (o]
o o ai by
or (oo (9 (09 [20) (“T) @ | 5
(bl) (al) J J b2 ) o o| € ﬁa f7
%) by ) a® a3 bg
3 3 ai b4
(o]
o ai
a® d° ajy al ©
(@) @) (") () () (@ | [“3| (D) €tofstan
as 2 O as 2
3 al
mais I'ensemble
aO
a© 1
falfsg)={¢ (Co) (ao) ? aal a3 f
ot A @ )2 ) e | \a
a
3 o
4
aO
a° 1
ne contient pas le md) (af) at) (dr () aJ1 ay | (c?
1 1 J dJ2 1 a% ag C‘%
3 3
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5.3 Structure de nouvelle catégorie de Seely

Proposition 5.17 (isomorphismes).

On ales isomorphismes naturgls) >=§ et (A& B) 24 Aot B

Démonstration.On at; § = (—, 0, {e}, {e}) =S. Si f = {e} est 'unique morphisme dedans
§onaencord, f =1 f = {e} = I ce qui conclu pour la naturalité gej =§.

On supposéed et B disjoints. On a1 (A & B))° = P°(A & B) = P°(A) U P°(B) et
(t11(4A & B)) = PY(A & B) = P(A)U P’(B). Onaaussith A ® th B)° = (f1 A)° U

(81 B)' = P°(A)uP°(B)et(t1 Aot B)’ = (11 A)’U (11 B)’ = P'(A) U P’(B). Ona
Sacaem = U Olplss) | s € ul.
HEMiin(SagB)
supp () €St(A&B)

Mais Sae 5 = Sa U Sp doncMiin(Sa) x Miin(Sp) estisomorphe dMsin(Sag. ) par 'appli-
cation(u1, pr2) — p1 + p2. On a alors

Swaemy = U (OPblgs) |'s € ] + [ple(s) | s € pa))
H1EMiin(Sa)
2 EMiin(SB)
supp (p1)€ESt(A)
supp (n2)ESt(B)

U U (Owles) |'s € ) + pla(s) | 5 € el

B1EMin(Sa)  p2€Min(Sp)
supp(p1)€St(A) supp (p2)€St(B)

U U (Ol [ s€ml) o (Oblas) | s € pal)

B1EMin(Sa)  p2€Min(Sp)
supp (p1)€St(A) supp (p2)€St(B)

U Obles)[sem]|o U  Oblss) | s € ps)

K1 E€EMiin(Sa) H2EMiin(SB)
supp (p1)ESt(A) supp (p2)E€St(B)

=St Ao B)

Donc les deux jeux; (A & B) et$; A ® #; B sont égaux et fortiori, isomorphes.

La naturalité de cet isomorphisme provient encore d’'unditég&n effet, on a
St(A) x St(A") = St(A & A’). Par ailleurs, pouf : A—-Betf' : A/—B' ou A,
A’, B et B’ sont deux a deux disjoints, onfa& f’ = f U f’ ou cette union est
disjointe. On a ainsi

{1 € Min(f & f') | supp(p)[(A & A') € St(A & A')} =
{11 € Miin(f) | supp(u1)[A € St(A)}x{p2 € Miin(f') | supp(p2)[A” € St(A")}
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par l'application(uy, p2) — p1 + pe. Lensemblet; (f & f) estdonc égal a

U Q Plgaga—~pen (5) | s € pa + pe]
k1 E€Miin(f) f1(B&B’)
p2 € Miin (£")

supp (u1)[ AESL(A)
supp (p2)[ A’ €St(A")

= U U (O Plgap(m) +plgap (u2)
11 €Miin(f) o € Miin(f) f1 BO#1 B’
supp (1) AESt(A) supp (ug) A’ €St(A’)

U U QplgA,B(M1)> O, Buty B/ (Q plg(S)A’—»B’(W))
th B

11 € Miin(f) 12 € My (f) b B
supp (1) AESt(A) supp (ug) A’ €St(A’)

= U Q plga g(p1) | O BUE, BY U @ Plga g (12)

H1E€Miin(f) th B 12 € Miin(f) 1 B’
supp (u1) [ AESt(A) supp (u2)[ A’ €St(A’)
=t fotnf.

Ces égalités deviennent des isomorphismes lorsque lesngsrnt pas disjoints.
O

Définition 5.18 (déréliction). Pour chaque jeu négatif affinkon pose
ders = {s € Sy, a—a | VP <7 5, [ (81 A) = plg(p[4)}.

Remarqué.19(caractérisation).Pour chaque jeu négatif affine sif4 : A;— A, estl'identité
sur A, avec la convention usuelle sur les délocalisations (rqued.26), alors

dery = {plgy,(s) | s € Ia}

a oubli des indicesetr prés. Et par le lemme 4.27 on a alors :

dera = {plg,, (id(p)) | p € Sa} (5.11)
o a?
o a1 .
= ¢ af (a?) (a}) ay...a3, ;| : : ay, |ai...asm € Sa p. (5.12)
a2 (e] 0’877,—1
Aop—1 aJQ

Proposition 5.20 (déréliction). La familleder = (dera)acina €st une transformation natu-
relle defi; versI dans la catégorie des jeux négatifs affines [ast le foncteur identité).

Démonstration.On vérifie facilement, a I'aide de la remarque 5.19, deey est une stratégie
det; A—A. De plus, commel est un jeu affineder 4 contient le mot vide, donder 4 est bien
un morphisme affine dg A dansA. Soit maintenanf un morphisme affine dd dansB, il
faut montrer qué; f s derg = dery4 § f.

deI‘A

fHHA——A

ol |

#1B—— B.
derp

On prouve en fait que

ders s f =vplga(f) et (5.13)
f1 fsderp = plga(f). (5.14)
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On commence par remarquer que gist un élément dé4_. 5 alors

[plg 4, (id(s[A)) § s]a = plg4(s) (5.15)
[plga, 5(s) 3 Plgg, (id(s[B))] 5B = plga(s) (5.16)

ol id est I'opération définie dans le lemme 4.27. La vérificatiorcelite remarque est facile et
coincide pour I'essentiel avec la vérification des égalités

[id(sfA)ss]la=s et [ssid(s|B)]ls =s.

L'égalité (5.13) est une conséquence directe de (5.15) .d&).

Soientt € t1 f,s' € derpetqg € Sy, ptelsquet| iy B = s'[ 1 B =¢q.Sig=calorss’ =¢
ett = ¢, commes € f ete € ders on en déduit qué s s’ € ders § f. On suppose maintenant
queq # ¢. Par laremarque 5.19, il existe un élémpuie S tel ques’ = plgp, (id(p)) a oubli
des indiced etr prés (ouid est I'opération définie dans le lemme 4.27). Aigsi plg(p).
Par définition dei; f et par la remarque 5.5, il existe un multi-ensemble M;in(f \ {e})
tel que le mott est un élément d€),, ;plgs p(p). On a alorst ¢ B € Oplg(ulB), et
s'I41 B € Oplg([p]) et, d'apres le lemme 5.2, B = [p]. Ainsi il existe un élément € f tel
quep = [s] ets[B = p. On a alors = plg 4 z(s) et commes’ = plgp, (id(s[B)), par (5.16),
on en déduit quét 5 sJz, 5. On en conclut que; f 5 derp C plg 4 (f).

Linclusion plg 4 (f) C t f ¢ derp est facile : sit est un élément delg ,(f) c’'est que
t = plgp(s) pour un certain élémentde f il suffit alors de considérer = plg, 5(s) qui
est un élément dg f et de considéreplg;(id(s[B)) qui est un élément déerz pour avoir
[o5s),B="t. O

Nous allons maintenant définir une transformation nateici#t, ent; #; dansJNA.
Toute partie terminée df f; A ne définit pas forcément une partie terminéeidd de
maniére canonique. Par exemple, considérbrs bool & bool. Le mot

N (L1) (il) 1
t=((L1)) (Eli)h)) (L1 vy) (J_;)Vl) ((L2)) (Ej_z)fz))

est une partie terminée def; A. Pourtant Il n'y a pas de partie terminée ddnsl, contenant
tous les éléments d2(A) qui apparaissent dars Ceci car il n’y a pas de stratégie sdr
contenant Lova) et(Lofs).

Pour une partie terminéede ; #; A on noteo®(o) I'ensemble des partie terminée de
apparaissant dartis Une condition nécessaire pour qu'il existe un motidd employant tous
les éléments de?(t) (donc aussi tous les éléments BéA) apparaissant darn} est queo?(t)
soit une stratégie dd. (Cette stratégie est alors saturée.) Nous allons voir gtte condition
est aussi suffisante.

Soitsor une opération définie sur les mots de mots non vides sur ualadpH (i.e. sur les
éléments déA* \ {e})*), en posantsor(t - (p - a)) = sor(t) - (a) etsor(¢) = €. On a alors
sor(plg(t)) = t. Dans la suite on utilisera surtout cette opération sur d#s e mots non vides
de mots {.e. des éléments ded** \ {})*, pour un certain alphabet).

Proposition 5.21. Sit est une partie terminée dg #; A telle queo?(t) € St(A) alors le mot
sor(t) est une partie terminée de A.

Démonstration.Sit; € Sy, 4, Sit’ € Sy, 4, 4 et sit € ¢’ © plg(t1) alorssor(plg(t1)) = t1,
sor(t) € sor(t') ® t1 eto?(t) = o*(t') U o(t1). On en déduit que si

te © [pl@plem)), - plz( plgim)| (5.17)
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pour une famille de multi-ensemblgs, . . ., u, € Min(A), alors
sor(t) € () [@ plg(p1), .- -,@plg(un)} =Oplg( > w)

eto?(t) = o(sor(t)) 2 supp(d_, <<, ii)- OF, sit est un élément dsy, 4, 4 alors il existe
un multi-ensemble finju, . . ., u,,] de multi-ensembles finies d’éléments$igtels que (5.17).
Finalement, si estun élémentds,, ¢, 4 tel queo?(t) € St(A) alors il existe un multi-ensemble
fini 1 d’éléments de54 dont le support est une stratégie et tel qugt) € () plg(u) donc
Sor(t) € SﬁlA- O

Si B* \ {e} est un sous-alphabet d’un alphalggbn définit de méme une opératisor 5
sur les éléments d€*, en posantorp(t - ¢) = sorg(t) - b Sic = (p - b) est un élément de
B*, sorp(t - ¢) = sorg(t) - ¢ Si ¢ n'est pas un élément d&* etsorp(e) = €. Si B est un jeu
négatif et sit est une partie dans un jeu négatif, aless(¢[ ; B) = sorp(¢)[B. Dans la suite
on utilisera le plus souverbr s lorsqueB sera égal a un alphabet de mbt.

Proposition 5.22 (Excavation). Pour chaque jeu négatif affiné on pose
digh = {5 € S asipa | 70 <0 5,p1(81 A) = sor(pl (b1 £1 4))}

Alors, dansINA, la famille dig® = (dig}) acsna €st une transformation naturelle de en

f1f1-

Remarqué.23(caractérisation de I'excavation)Si A est un jeu affine alors, a oubli des indices
l etr pres,
digy = {sorz, 4,(id(p)) | p € Sy, 1, 4 €L0% (p) € St(A)}. (5.18)

Démonstration de la proposition 5.22. faut montrer que pour chaque jeu négatif affide
dig’, est un morphisme affine de A verst; #; A.

On commence par montrer qdég, est un sous-ensemble @&, 4 .3, s, 4 contenant la
partie vide, en utilisant la caractérisation (5.18) deméléts delig’,. On ao?(c) = () € St(A)
donce € digh. Soitp € Sy, a4, 4 tel queo®(p) € St(A). Alors sor(id(p))| 1 §1 A, est un
élémentdeSy, 4, 4, etsory, 4,(id(p))[ 1 A; est égal al'élémenbr(p) deSy, 4,. De plusid(p)
est un mot sur 'alphabdt®(t; A,) - P°(#1 4;) - P’(#1 A1) - P’(#1 A,) doncsory, 4, (id(p)) est
un mot sur l'alphabeP®(#; A,) - P°(A;) - P’(4;) - P’(#1 A,). Ainsi sory, 4,(id(p)) est bien
une partie terminée dg A—f; #1 A.

Il reste a montrer quéigi1 estdéterministe. Soiept etp, deux éléments d&;, 4, 4 tels que
0?(p1),0%(p2) € St(A), soients; = id(p;) etss = id(p2) €t soitp = p1 A pe. Il faut montrer
quesory, a,(s1) A sory, 4,(s2) est de longueur paire. $i = p» alorss; = s, etsor(s;) =
sor(s2) doncsor(s1) = sor(s2) est de longueur paire. On peut donc supposerpgug ps.
Par constructiond(p;) Aid(p2) est égal al'élémernitl(p; A po) de P'(#1 #1 A;— 1 th A,). De
plus,sory, 4,(s1) Asory, a,(s2) estun préfixe deory, 4,(s1 A s2). Il suffit donc de montrer que
sory, 4,(s1 A s2) estun préfixe deory, 4,(s1) A sorg, 4,(s2).

On fait deux cas. Supposons ques P°(#; #; A). Alors il existe deux coups différents
(o1 (p1-a9)) et(oz- (p2 - al)) danst; t A tels que

(o1-(p1-a?)) =p1 et

p-{o
pe(02(p2-a2) <p2.

Or,

sor(id(p - (o1 - (p1 - a7)))) = sor(id(p)) - (01,7 - (pr,r - a7 ) (P11 - aT;) et
sor(id(p - (02 - (p2 - a3)))) = sor(id(p)) - (o2, - (p2.r - 03,)) (P2 - a3).

Doncsor(s1) Asor(se) € P (#h Ai— 1 th Ar).
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Supposons que € P’(; {1 A). Alors il existe deux coups différenfs; - (11 - a$)(p1 - ai))
et(oz - (12 - ad)(p2 - a3)) danst; £; A tels que

p-(o1-(m-a?)(p1-a1)) <p1 et
p- (o2 (2 a3)(pa - a3)) =< po.

Par construction dé*ﬁ1 4, A le dernier coup d@ est nécessairement égala - (r; - af)) eta
(02 (12 -al), ainsio; = 09, 71 = T2 €ta$ = a3. De plus, par constructionde A4, p1 = 71 -a
etpy = 72 - a3. Et, comme

(01 (11-a?)(p1 - a1)) # (02 - (12 - a5)(p2 - a3)),
on en déduit quej # a3. Or
sor(id(p - (o1 - (11 - a7)(p1 - @1)))) = sor(id(p)) - (pr1 - a1 )(o1, - (p1,r-a1,)) et
sor(id(p - (02 - (12 - a3)(p2 - a3)))) = sor(id(p)) - (p2, - a3 1) (02, - (p2.r - a3,,.))

Doncsor(sy) Asor(sz) = sor(id(p)) € P'(f1 Ai— 1 1 Ar).

Ainsi dig!, est bien un morphisme affine deA verst; #; A

Il faut montrer que sif est un morphisme affine dé vers B alorsdig!, 5 #1 4 f =
#1 f comy dig!, (i.e.le diagramme suivant commute).

dig},
hHA——=tHhA

ﬂlfl \Lﬂlﬁlf

ﬁlBTg?ﬁlﬂlB
18p

On montre en fait que

digly 5t 1 f = {sory, a(s) | s € #1 1 f eto®(s|th t1 A) € St(A)}, (5.19)

f f 5 digp C {sory, a(s) | s € 141 f eto’(s/ i #1 A) € St(A)} et (5.20)

f1 f 3 digh D {sory, a(s) | s € 11 f €to®(s] 141 A) € St(A)}. (5.21)
L'égalité (5.19) se montre facilement. En effet, I'équat{6.18) implique que

digy = sory, a4, ({8 € Iz a | (s 1 Ar) € St(A,)}) (5.22)

Ainsi, avec notre convention sur les indidest r,

digly 3811 f =sory, a,({s € Ly, gy a | (st181 Ar) € St(A)}) st 8 f
= sorg, A, (Iyy 3, 4 5 {s € f1 61 [ | 0° (s f1 1 A) € St(A)})
= sory, a({s € f1t1 f | 0°(s1 1 1 A) € St(A)})
d’ou I'égalité (5.19).
On montre l'inclusion (5.20). Soit € 4, f ets’ € digh tels ques[#; B = s'| #; B. Soit
t € Sy, 4, B tel queo?(t) € St(A) etsory, g, (id(t)) = s'. Alors il existe un multi-ensemble fini

[t1,...,t,] d’éléments d¢; B et, pour chaqué € {1,...,n}, il existe un multi-ensemble fini
w; d’éléments dess tels que

Vie{l,...,n}, t-G@plg (us),
t e (Dblglt1), ..., plgta)] € () ple(() plg(ul), .., () ple(us,)]
sor(t) € (DI plgwh), ... () plg(u,)] @ Z plg )
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Et, il existe un multi-ensemble fini € Miin(f) tel ques € Oy plga p(1). On posey’ =
> i1 ki-Ona
sith B = sor(t) € (D) plg(ulB) N () plg()

donc, d’'aprés le lemme 5.2/ = u[B. Par le lemme 5.6, pour chaque élémende ;[ B,

il existe un unique élément de i tel quep|B = m. Donc, pour chaque € {1,...,n},
il existe un unique multi-ensemble, d’éléments de: tel quey;[B = p) etd> ;| pu; = p.
D’apres le lemme 5.9, pour chaque {1,...,n}, il existe un (uniquey; € Op plga (1)

tel ques;#; B = t; et ces; s'obtient en remplagant dars chaque facteu(q)(q - b’) par

I'unique mot(q) ... (¢ - b’) facteur d’au moins I'un des élément gdig 4 5 (1;)- A nouveau par
le lemme 5.9 le multi-ensemble, ..., s,] et le mot¢ déterminent un unique élémesit de

Oy, P8y, Ay, B([51,- .., sn]) tel ques”[#1 1 B = t. Le mots” est un élement dg f; f et

0?(s" (1 #1 A)) = Ur<i<no(s;) = o(s) est une stratégie dé. Le motsor;, 4(s”) est donc un
élément de[sory, a(s) | s € 141 f eto®(s] 41 #1 A) € St(A)}.

On conclut cette partie de la preuve en montrantsgug 4(s”) = [s 5 s'l4, B

D’aprésle lemme 5.9, le met’ s’obtienten remplacant chaque factéwr (¢))(o - (¢)(qb’))
det par 'unique mot(o - (q)) - p- (o - (¢)(¢-b’)) facteur d’au moins I'un deslg;, 4 ;, 5(t:) (0U
p € P(A)**). Maissi(a-(q))-p-(c-(q)(¢q-b’)) estfacteur delg(¢;) alors(q) - sor(p) - (¢ - b°)
est facteur de; et ainsi(q) - sor(p) - (¢ - b”) est facteur d’au moins I'un des élémentspdig( 11, ).
Finalemen{q) - sor(p) - (¢ - b’) est 'unique mot facteur d’au moins I'un des élémentpiig.).
En effet, commesupp(u)[A € St(A), par le lemme 5.6, pour chagye - b’) apparaissant
dans I'un des éléments gég 4 5 (i) pour un certain € {1,...,n}, il existe un unique mot
(q)---(q-b’) facteur d’au moins I'un des élementsyle 4 (1)

On en conclut queory, 4(s”) s'obtient en remplagant chaque factéwir (q))(o - (¢)(g- b))
det parle mot(c - (¢)) -m - (o - (¢)(g-b’)) ou(q) - m - (g - b’) est 'unique mot facteur d’au
moins I'un des éléments dég 4 (1)

Par ailleurs, d’apres la remarque 5.23, le nsoest obtenu en remplacant danshaque
facteur(o - (¢))(o - (¢)(g - V")) par le facteur

(o-(q)) -sor((o - (q))(o - (q)(q- b)) - (- (q)(qg-b")) = (o (0))(@)(q-b")(o - (q)(q- D))

D’aprés le lemme 5.9, le mets’obtient en remplagant dassr(t) chaque facteufy)(q - b’) par
I'unique mot(q) - m - (q - b°) facteur d’au moins I'un des élémentsplg 4 5 (11).

Le témoin[s s s'] de la composition de et des’ s'obtient en remplagant danschaque
facteur(o - (¢))(o - (¢)(g - b?)) par un mot

(a-(0)(q)-m-(qg-0)(o-(q)(q-b)

ou (q) - m - (q - b’) est I'uniqgue mot(q) ... (q - b’) facteur d’au moins I'un des éléments de
plga 5 (1).

Donc, finalement]s s s'[4, g S'obtient en remplacant chaque factéir (¢))(o - (q)(g - b’))
det parle mot(o-(q))-m-(c-(g)(g-b’)) ou(q)-m-(g-b’) est'unique mot facteur d’au moins
I'un des éléments delg 4 5(u). Et, par déterminisme de cette opération de remplacenegit, ¢
conclut a I'égalité dds 5 s'] = s”.

On montre l'inclusion (5.21). Soit” un élément dé; #; f tel queo?®(s”) € St(A). Alorsiil
existe un multi-ensembley, ..., s,] et pour chaquéec {1,...,n}, il existe un multi-ensemble
u; tels que

Vi e {17 R Tl}, 8; € @plgA,B(:u’i)v
f1 B

s € () leg ap 5(51)s oty a5 (sn)),
g1 B
n

0*(s" 141 41 A) = Ur<izno(si) 2 supp(Y_ (i 4))

=1
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SOlt,LL = Z?:l i ett = S”[ﬁl ﬂl B.

Commeo?(s” | #1 #1 A) est une stratégienpp(u[A) est aussi une stratégie et, par la pro-
position 4.29supp (1| B) est une stratégie et (t) = Sz N v supp (x| B) aussi. Ainsi on peut
considérer I'élément’ = sory, p,(id(t)) dedig);. La projection de cet élément stir B est
sor(t) et c’est un élément d@) plg(ulA).

D'apres le lemme 5.9, il existe un unique elémedef; f tel ques € O, zPlga, s(1) €t
S [ ﬂl B =t.

Il ne reste plus qu'a montrer qye s s']s, 5 = s”. On obtient comme précédemment que :
le mot[s § s']y, 5 est obtenu en remplacant darshaque facteufo - (¢))(o - (¢)(¢ - b°)) parle
mot (o - (q)) -m- (o - (¢)(g-b")) ou(q) - m- (¢q-b’) estl'uniqgue mot facteur d’'au moins 'un
des eléments delg 4 5 (11) ; €t quesory, 4(s”) est obtenu en remplacant danshaque facteur
(0-(q))(o - (q)(g- b)) parle mot(o - (q)) -m - (o - (¢)(g - b’)) oti(g) - m - (q-b’) estl'unique
mot facteur d’au moins I'un des élémentsyglg 4 5 (x). Ce qui conclut. O

Proposition 5.24. Le triplet (41, der, dig") forme une comonade sur la catégorie des jeux né-
gatifs affinesIINA..

Démonstration.ll faut montrer que les trois diagrammes suivants commutent tout jeu né-
gatif affine A :

dig? dig?, digl
BA—A A fA—BA 8 A AT e
e S T
1A 1A i A—=thtihA
dlgﬁlA

D’apreés (5.22),
digly sy ders = sory, a,({s € 141 La | 0°(s[ 1 t1 A,) € St(A)}) 3ty dera
=sory, a, (181 La 5 {s € frdera | (s 1t Ar) € St(A)}).

D'aprés (5.11)ders = plgy,(1a). Donc sip € Miin(der4) alorssupp(uf i A) € St(A) ssi
supp(u]A) € St(A),

fidery = U @ plgy, 4, 4(Plga, (1)

HEMiin(Ia) 1 A
1l AnESt(A)
etsis € fi; der alorso?(s| 1 fi1 4;) = o(s] #1 A,) € St(A). Donc

digy 3 1 ders = sory, a, (#1114 § i ders)
= sory, 4, (#1 dera)

U sors,a | (Dplgy, 4,4l (1)

HEMiin(14a) 1 A
ul A €St(A)

= U Oplgalga(w)

HEMin(Ia) 1 A
ul A €SL(A)

U @plgAl,A(M)

HEMiin(Ia) 1 A
ul A €St(A)

=t 1a

Ceci conclut pour le premier diagramme.
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A nouveau d’aprés (5.22) et (5.11),

digly § dery, o = sory, 4, (#1114 § {plga,(s) € Iy, a | 0°(plg(s t1 1 Ar) € St(A)})
={se€ 1y alo(s[t A) € St(A)}
= Iﬂl A

ce qui conclut pour le deuxieme diagramme.
Sim estun élément d&, 4, 4, 4 On pose

og(m) = Um/eO(m)OQ(m’) = Um//EOZ(m)O(mN).

Sit est un témoin de la composition déz’, avect; dig}, alorso(t] #; A) = o(t[#h th A) =
03(t] 1411 A) € St(A). Et sit est un témoin de la composition dég’, avecdig;,}1 4 alors
oftl th A) = 0*(tI 1 1 A) = 0> (t] £1 41 41 A) € St(A).

Donc

digly 5t dighy = digly 5 {s € 1 digly | 0®(s[ 11 1 Ar) € St(A)} et
dig)y 3 digy, 4 = digly 3 {s € digj, 4 | 0®(s]#1 th th A;) € St(A)}.

D’ou, par (5.22),

digy § fh digly = sory, 4, ({s € #1501, 4, (11, 4, 4) | ®(s[ 1t th Ar) € St(A)}) et
dig}é& 9 digjh A = SOTy; 4, ({Sorﬁl 1 Ay (SI) | s’ e ﬂl Iﬁl 1 A et03(5[ﬁ1 ﬁl ﬂl AT) € St(A)})

I suffit donc de montrer I'égalité entre les deux ensembles

By =sory, 4,({s € fisory, 4, (I g, 4) | 0*(sT it 1 Ar) € St(A)}) et
By = sory, a,({sory, 1, 4,(s) | 8" € 81 Lty g, 4 €00° (' 1 f1 £1 Ay) € St(A)})

pour conclure a la commutation du troisieme diagramme.
Or, on a les égalités suivantes

By = sory, 4, U @ Py, 4,44 A, (sory, 4, (1))
HEMiin(Iy, 4, A) 11t Ar
sor(supp (u) | 1 #1 Ar)€St(f1 Ar)
Ureno®(t] 1 1 Ar)ESE(Ay)

= U () g s, a, (01, 4, (1)

HEMiin(Iyy 1 a) 1t 81 Ar
sor(supp (p) [ 1 #1 Ar)E€St(H1 Ar)
Uteno®(tl 1 1 Ar)ESE(A,)

— U () sory, 4, (plgy, 4, 4, (1)

HEMiin(Iyy 1 a) 1t 81 Ar
sor(supp (w) [ #1 f1 Ar)€St(H1 Ar)
Uteno®(tl 1 1 Ar)ESE(A,)
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et

Ey = sorg, 4, | sorg, 4, 4, U @ PlEs, Aty Asty b1 A, ()
HEMiin(Iy, 4, A) 181 1 Ar
supp () | 1 1 Ar€St(#1 th Ar)
Ureno® (t] 1 1 Ar)ESE(A,)

= 80Ty, 4, U @ plgul f1 A, (1)

HEMiin(Ity ¢y A) 111 Ar
supp (u)| 1 1 Ar€St(41 1 Ar)
Ureno® (¢l 1 81 Ar)€SH(AL)

= U @ sory, 4, (Pley, 4, 4, (1))

HEMiin(Igy ¢4 A) 11t Ar
supp (p) [ 1 11 Ar€St(f1 1 Ar)
Ureno®(t] 1 1 Ar)ESE(A,)

Mais, siUse 0% (t] #h f1 A,-) est une stratégie dé, alorssor(supp(u)] #1 1 A;) est une straté-
gie dett; A; etsupp(u)[ 1 §1 A; est une stratégie de 1 4;. DoncE; = E, et ceci conclut la
preuve. O

La comonadét;, der, dig) définit une catégorie de co-Kleisli, noté& et une adjonction
(t1, U, der,n) entreIN A et K (voir [Lan97]). Les objets d& sont les objets d&N A, les élé-
ments de (A, B) sontles éléments dEN A (#;, A, B), pour tout objetd, le morphisme identité
sur A estder 4 et la composition dank’, notée -, est définie comme suit. $iest un élémentde
K(A,B) = JNA(; A, B) etsig estun élémentd& (B,C) = INA(#; B,C) alorsf sx g
estl'élément dd( (A, C) = JNA(4; A, C) égal a(digy, s 41 f) 5 ¢. La constructionf, est un
foncteur deK dansJNNA qui a chaque objefl associe I'objeti; A et a chaque élémerftde
K(A,B) = JNA(#; A, B) associe I'élémendig , § #; f, notéfT1, de INA(f; A, 4, B). La
constructiorl/ est un foncteur d’oubli ddIN A dansK qui laisse les objets invariants et qui as-
socie a chaque élément A& A (A, B) I'élémentder § f de K(A, B) = INA(f; A, B). On
at,U =t etainsider est une transformation naturelle fi¢/ versi. La famillen = (n4)ack
est une transformation naturelle triviale du foncteur t#érde K vers le foncteutU{, (et
na = Iy, 4 estun élément d& (A, #; A)).

Du fait de la présence des isomorphismes naturels de la gitmpo5.17,K est cartésienne
fermée. Sa structure cartésienne est adaptée directemeatld deJN A comme suit. L'objet
terminal est (I'objet terminal deJN A) et I'unique morphisme d& (4, §) est bien entendu
I'unique morphisme ddNA (#; 4, §). Le produit Cartésierl &, B de deux objetsl et B est
simplement le produit Cartésieh& B dansJNA. Si A et B sont disjoints, sjf est un élément
de K(C,A) = JNA(# C, A) et sig est un élément d& (C, B) = JNA(; C, B) alors le
couplage d¢f etg estI'élémentf Ug de K (C, A & B) = JNA(#; C, A & B). Les projections
sont les identités sud et surB prises respectivement de & B dansA et deA & B dansB.
Finalement, sif € K(A, B) = JNA(#; A, B) etg € K(A',B') = IJNA(t; A’, B') alors le
produitf &x gdef etgdansk estégal &AvTna 4 § fTOg" s TnAvg pr § derpen = fUg.

Proposition 5.25. Si f € K(A, B) = JNA(#; A, B) alors

fh = U Orlgsn). (5.23)

HEMiin(f) f1 B
UsE;LO(S[ fa A)ESt(A)
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Démonstration.Par définitionf: = dig}, 5 #; f. En utilisant I'égalité (5.22), on obtient

le = 80Ty, A U @Plgm 1 ALt B(W)
B

HEMiin(f)
supp (u] #1 A)€St(#1 A)
Usepo(s] 1 A)ESt(A)

Mais, SiUep ¢, 4,0(t) € St(A) alorssupp (1] 1 A) € St(# A) € St(A), donc

fhr= U Ovley, (1)

HEMiin(f) 1 B
Usepo(sl 1 A)ESt(A)

Proposition 5.26. L'adjonction(f,, U, der, n) est monoidale.

Démonstration.On équipe le foncteur, des deux transformations naturelles TnAv etu =
UnnTop et on équipe le fonctedr des deux transformations naturelfigs= AvTn § der @ der
ety = TopUnn. On vérifie facilement qu’on obtient ainsi deux foncteurswidlaux.

Pour vérifier la monoidalité il faut essentiellement vérifier la commutation dakisdes
diagrammes suivants.

Ut{A& Ut B §
ot
Piian B u
A& B Ut A©1,B) 5 U§
k MUPA,B X H/Uu
Ut,(A & B) Ut 5

Ces diagrammes se raménent & des diagrammesI®aAsqui sont trivialement commutatifs.
Pour vérifier la monoidalité de il faut essentiellement vérifier la commutations des dia-
grammes suivants :

WAoo+, UB §
e N
PUA,UB UnnTop
11(UA&UB) AOB t105)-
P%,B-hl A A
hU(4© B) TlUS

Ces diagrammes sont équivalents aux diagrammes suivants :

hAOH B )
TnAVA,B\L wem UnnTOpl \
11(A & B) AoB 1§

(AvTna, pgdera @deer)T1 (TopUlﬂn)Tl
derapn der;

t1(A© B)
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La commutation du premier diagramme est triviale car
(AvTng p 5 dera @derA)Tl sderaop = AvTny p §dery ©derp
Et la commutation du second diagramme est elle aussi ®ivial O

Remarqué.27. L'exponentielled; ne permet pas d'étendre.apol les résultats de réversibilité
de la section 4.2.2.
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Deuxieéme partie

Simple et multiple
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CHAPITRE 0

Uniformité et lieux de l'interaction en sémantique statique

Les sémantiques cohérentes et hypercohérentes de laddigigaire donnent une interpréta-
tion diteuniformedes exponentielles. Nous revenons plus loin sur le senstideteaminologie.
Cette uniformité se traduit concrétement par le fait queéimantique d'une formul&X est
construite en utilisant fortement la sémantique des preded . Plus précisément, la trame de
'espacel X pour la sémantique cohérente comme pour la sémantiquedofgente est I'en-
semble des cliques finies dé, c’est a dire du point de vue sémantique, I'ensemblepdesves
finiesde X.

Linterprétation des exponentielles dans la sémantigueubeconstruite au chapitre précé-
dent est, elle aussi, uniforme : les parties dafisA sont des entrelacements de parties appar-
tenant a une méme stratégie deLa encore, du point de vue sémantique, la formuleA est
formées dereuves finiesle A.

Cette uniformité complique la comparaison entre la sérgaathypercohérente et la sé-
mantique des jeux. En effet, du fait de l'uniformité, pouatdir une relation entre ces deux
sémantiques au niveau des formules, il faudrait établirrefegion pour les notions d’agents
finis entre ces deux sémantiques. Ceci suppose de traiteudanéme mouvement les preuves
et les formules.

En sortant du cadre imbriqué de l'uniformité, la companaipourra étre faite en deux
étapes. Dans une premiére étape en travaillant au nivedomesles sans se soucier de com-
parer cliques et stratégies et dans un seconde étape entgabsderprétation des preuves.

La sémantique des jeux ne manque pas de travaux mettant ea des\exponentielles non-
uniformes, essentiellement I'exponentielle &alav et I'exponentielledo. Cela dit I'exponen-
tielle présentée au chapitre 5 est uniforme. Aussi, nowithes au chapitre 7, les possibilités
d’adaptation d'une exponentielle non-uniforme a notreeal jeux a bords.

Par contre il y avait peu ou pas de travaux concernant dessigmes statiques utilisant des
exponentielles non-uniformes. A deux exceptions présnBpart, la sémantique relationnelle
peut étre considéré comme donnant une interprétation ndarme aux exponentielles. D'autre
part, dans [BEO1], A. Bucciarelli et T. Ehrhard donnent uagéidé traduisant des modéles de
la prouvabilité d'une logique linéaire indexée en des mesléiénotationnels non-uniforme de
la logique linéaire. Plus précisément tout modeéle de phaseette logique linéaire indexée
satisfaisant certaines conditions définit une sémantiguetationnelle de la logique linéaire
qui est la sémantique relationnelle enrichie par des mglatde cohérences a valeurs dans les
faits du modéle de phases. Dans sa thése, A. Bruasse-Bauda égprocédé au second ordre
et, en utilisant le procédé de Bucciarelli-Ehrhard, ellenalleurs développé un modele non-
uniforme, a quatre valeurs de cohérence, permettant der&geegleMix.

117
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Dans la suite, les sémantiques statiques non-uniformesapgeconsidérerons seront toutes
construites par enrichissement de la sémantique relailenpar des valeurs de cohérence et,
plus précisément, il y aura un foncteur d’oubli de la catégdu modéle dans la catégorie des
relations qui laissera I'interprétation des preuves &hiique. Ceci fournit une certaine modula-
rité puisque de cette maniére les différentes sémantigqueindormes peuvent étre combinées.
En effet, pour chague sémantique non-uniforme, l'interptéon des preuves coincidera avec
celle du modéle relationnel, mais une telle sémantiqueidigtera mieux les relations ne ve-
nant pas d’'une preuve en introduisant des critéres de Vi¢itiaeplus fins (typiquement le fait
d’étre une cligue dans une sémantique non-uniforme a lacespke cohérence). La conjonction
de ces critéres pour différentes sémantiques non-unifeaffieera ainsi le modéle relationnel.

En général, il n'y a pas de définition officielle pour la teroilmgie uniforme/non-uniforme,
seulement des intuitions. Dans l'introduction de cetts¢h@ous avons succinctement présenté
I'uniformité comme un cadre dans lequel « les agents n’'gr@it leurs arguments que comme
produit par d’autres agents ». Considérons un prografmigisant un argumerit. Dans notre
approche du Calcul, la valeur de I'argumésera fournie par un autre programie Intuitive-
ment, dans un cadre uniforme, l'interprétationfden tiendra compte, par exemple en prenant
acte du fait queéb est produit de maniére déterministe : dans un méme contéxtéaltion,
I'argumentb prendra toujours la méme valeur. Ainsi, si le programitappelle plusieurs fois
'argumenth, la sémantique d€ peut anticiper sur le fait gueprendra la méme valeur & chacun
de ces appels.

Par exemple, dans une sémantique uniforme, I'interpogtatii terme

P = \b.if b then (if b then ¢; else t2) else (if b then {3 else i4)

ne contient aucune information styret ¢, tandis que dans une sémantique non-uniforme ces
deux sous-termes sont représentés dans l'interprétatiterche. Supposons, par exemple, que
t1, t2, t3 etty sont du type des booléens. Pout 1,2, 3, 4, on notet? l'interprétation de; dans

la sémantique statique considérée (ainsi dans ce quitsdit{v, £}). La sémantique cohérente
ou hypercohérente du ternfeest :

P* = {({V}a tI)v ({f}7t:1)}

pour la version ensembliste et

pP* = {([V,V],tI), ([f,f],tZ)}

pour la version multi-ensembliste. La sémantique relaiiie du termeP est

P* = {([V7 V]7t1.)7 ([va]th.)v ([va]vti%.)v ([fvf]7t4.)}'

Le fait quets etts ne sont pas représentés dans les sémantiques cohérentpsrebhérentes
n'a pas d’incidence sur la correction de ces modéles puikguésultat de I'évaluation d&
sur un argument booléen ne sera jamaisu ¢s. En fait le termeP a beau étre syntaxiquement
correct, il n’en contient pas moins un portion de code totalet inutile,a moinsque I'environ-
nement ne se comporte de maniere non-déterministe en drarigevaleur de I'argument en
cours d’évaluation (on pourra par exemple penser a du phsafie dans un cadre de mémoire
partagé ou aux instructions d’'affectation d’un langage grammation impératifs). Dans ce
cas I'exécution déclencherait effectivement la contiimnat, ou la continuatiorts. Un tel en-
vironnement serait alorson-uniformedans sa maniére de fournir la valeurtdet par analogie,
T. Ehrhard a introduit cette terminologie pour une sémaetigrévoyant qu’un argument boo-
Iéen puisse changer de valeur, comme, ici, la sémantiqagaehelle.

Il en va de méme pour les preuves : dans une interprétatiéoramg, certaines sous-preuves
sontoubliées Ainsi dans I'exemple de la figure 6.1, la sémantique cotténenlti-ensembliste
oublieles deux branches intérieures de la preuve. Dans cet exémfggprétation des preuves
est construite par décoration des séquefitss) est notév, (2,*) est notéf et les points
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FL,1:{(xx%)} FL,1: {fea} FL,1: {fea} FL,1:{(x%)}
FL& L,1: {(v,*), {5} FL & L,1: {f&, (£,%)}
FL & L, 1, L {(v,*, ), {3} FL & L, 1, L: {fome, (£,%, %)}
FL& 1,1, L& L:{(v,*v), vy, Grosf), (£,%,£)} (der)
L& )L L& L (o) Mmoo ety (1w 2)
L& D) 12 & ) (o] o) o et (1) (D) o
2L & L), 1 {([v,v], %), {HEvbm, ([£,£], %) }

(aveq

FiG. 6.1 — Exemple d’interprétation uniforme d’une preuve

présents dans l'interprétation relationnelle mais owshdiéns I'interprétation cohérente (multi-
ensembliste) ont été barrés.

A nouveau, quel que soit la preuve contre laquelle celle soupée, ces deux branches
ne seront pas visitées par la procédure d’élimination depues.

Ainsi I'uniformité est aussi une restriction de l'interpa§on aux seulefmteractions internes
possiblesNous développerons ce point de vue dans ce chapitre.

Nous nous intéresserons tout particulierement a trois énesiide parler de la modélisation
des interactions internes du Calcul.

La premiére, est de construire un modéle dénotationnel gl on puisse détailler la
coupure comme une somme d’interactions atomiques. Céttecist au centre du programme de
la géométrie de l'interaction, ou I'élimination des cougsiest représentée par des chemins. On
la retrouve aussi dans la sémantique des jeux, par exemgtdanotion de coupure atomique
(définition 4.17).

La deuxiéme est de considérer la relation d’équivalendigtlard’extensionnalité dans une
sémantique du-calcul simplement typé (ou decF). Rappelons que, pour cette relation, deux
agents fonctionnels sont équivalents s’ils fournissestrdsultats équivalents sur des données
équivalentes. Autrement dit deux agents fonctionnelséguivalents si les résultats de leurs in-
teractions avec des données équivalentes sont équivdlerasllapse extensionnel (le quotient
du modéle par cette relation) peut ainsi étre considéré alamnace d’un certain contenu inter-
actif du modéle. Ainsi deux modéles peuvent étre considéndésne interactivement équivalents
lorsqu’ils définissent le méme collapse extensionnel.

La troisieme est une version de la premiére dans le cas dleseiiire dans le cadre de ce
que J.-Y. Girard appelle ldualité monisteEssentiellement, il s’agit de considérer la coupure
entre un agent de typeA et un agent de typd. Latracede I'élimination de cette coupure
est ce qu’on appelle une rencontre. En prenant tous lessadernyped -, on obtient alors une
représentation de 'agentcomme I'ensemble des rencontres obtenues.

Du point de vue de la consistance, il est naturellement isiptesd’avoir a la fois une preuve
de A et une preuve del*. Lidée essentielle introduite par J.-Y. Girard est aloendchir la
syntaxe avec des nouvelles regles, appgbéea-reégles qui rendent le systéme inconsistant et
fournissent ainsi & la fois des preuvesdlet deA~. Il faut bien entendu étre capable d’étendre
I'élimination des coupures a ce nouveau systéme de maniaveiaencore la normalisation
forte. La rencontre entre une preuve deet une preuve del est alors définie comme I'en-
semble des étapes de I'élimination des coupures entre ceaspdeuves. Ce point de vue a été
poussé tres loin par J.-Y. Girard avec I'introduction de lalique [Gir01].

Nous adoptonsiciI'idée de I'introduction des para-regiesniveau de la logique linéaire. Et
nous considérons la notion de rencontre d’'un point de vuastique. Nous demanderons donc
en plus que la sémantique de la logique linéaire consid&tandge en un modéle dénotationnel
du systéme avec para-regles.

Les para-regles par excellence stlentémor(ou abandon etla divergence

- (démon (abandon)

FI.
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la regledivergencecoincide clairement avec la regle de méme nom dans la Ludiquprime
abord, il n'en va pas tout a fait de méme de la rédgenon En fait la Ludique donne une
présentation affine du calcul, ce qui correspondrait, darledique linéaire, a généraliser la
régle d’affaiblissement a toutes les formules. A caffiicitéprés, la réglelémorprésentée ici
correspond bien a celle de la Ludique.

L'introduction de ces para-régles dans la sémantiqueoalalle demande une petite adap-
tation. En effet le séquent vide est maintenant prouvabkoetunique preuve sans coupure
est

— R
ou la régleR est soit une instance de la reglergencesoit une instance de la regi&mon
Mais la seule facon de parler d'un séquent dans le modélgomatel est de considérer fmar
généralisé de toutes les occurrences de formules qui apgamadans ce séquent et ainsi le
séquent vide est considéré par le modéle comme contenaitél’'u du par. L'interprétation de
la réegledémondans le modeéle relationnel est alors le singleton contdhangue point de.l.
Ce singleton est I'élément neutre du produit Cartésien dssmbles.

Linterprétation de la régléivergenceest I'ensemble vide, ce qui donne en particulier que
l'interprétation de la preuve du séquent vide par une réiylergenceest vide.

Finalement, du point de vue du modéle catégorique, les dmuwps du séquent vide sont
soit le morphisme a un point dedans. soit le morphisme vide dedans...

L'extension de la preuve de correction du modeéle relatibtdb@da logique linéaire au modéle
relationnel de.L +démonr-divergencesst immédiate.

Il'y a d’autres para-régles qui sont en fait parfois congidéicomme des regles a part entiére
car elles ne suffisent pas a rendre le systéme inconsistafdgit par exemple de de la regle
Mix, que nous donnons ici annotée par son interprétationoalzile :

FTD:f FA

"9 (mix)
FOLA: f xg.

Dans la Ludique, la rencontre munit les agents dlesseinsd’une notion d’orthogonalité.
Une preuve dé& A et une preuve de A+ sont dites orthogonales si leur coupure se normalise
en une regleémonOn dit alors que la rencontre converge. L'autre possidit que la coupure
se normalise en une instance de la réjlergenceet on dit alors que la rencontre diverge.

Dans le cadre de la logique linéaire étendue par les patasrégnsidérés dans ce chapitre,
on peut faire la remarque suivante.

Remarques.1 Pour toute formuled, pour toute preuve det- A et pour toute preuve’ de

F AL, la preuve du séquent vide obtenue par coupureeteder’ se normalise en une instance
de la régledémon(resp. en une instance de la régdligergencg ssi x|, N [7'], # 0 (resp.
[l N [7']g = 0).

Démonstration.Soit 7" la preuve du séquent vide obtenue par coupure €eder’. Comme
[TF/I]R = [WI]R $ [W]R = {*L | a € [W]R et (*Lva) € [ﬂ-/]R}7

I'ensemblen"'], contient un point ssjr|, N [7'], # 0. Or, par correctiony” se normalise en
une instance de la regt&monssi[7”], = {*. } et7” se normalise en une instance de la régle
divergencessi[r”], = 0. O

Nous utiliserons ici les para-régles uniguement dans ldédgévelopper le point de vue que
l'uniformité sémantique des exponentielles correspogdipément a une restriction du modéle
aux seules interactions possibles. Ce point de vue est énptiv la découverte d’'un certain
nombre de sémantiques statiques admettant chacune um@vwengorme et une version non-
uniforme, que nous présentons. Pour chacune de ces séugattigus montrons que la version
uniforme et la version non-uniforme définissent le mémeapske extensionnel, ce qui nous
permet d'affirmer que ces deux versions satgractivement équivalentes
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La version non-uniforme de I'une de ces sémantiques foumrgsultat (le corollaire 6.24)
précisantlaremarque 6.1 : les interprétations relatibemd’'une preuve de A et d’une preuve
der Al sintersectent en au plus un point. Nous ne connaissonseasetive directe de ce
résultat. Nous I'interprétons comme une contrepartie séiopge du déterminisme de I'élimina-
tion des coupures.

6.1 Espace de P-cohérence

Nous introduisons la notion d’espace Becohérence qui fournit un cadre général pour les
différentes notions d’espace que nous considérerons.
Une puissanceest simplement un endofoncteur de la catégBniss, des ensembles et des
inclusions. Les puissances que nous considérerons sont :
— la puissance vid@, définie parP(E) = (). Cette puissance sera simplement nétge
— la puissance identitég,s pour laquellddg,s(E) = E (nous utiliserons cette puissance
pour le modeéle relationnel bipartite) ;
— la puissanc@y qui associe a un ensemble I'ensemble de ses sous-ensemisle®fi
vides. Cette puissance sera utilisée pour les hypercoteésen
— lorsqueK est un sous-ensemble &8 {0,1}, la puissanceM i associe a chaque en-
sembleFE I'ensemble des multi-ensembles finis d’élémentskddont la cardinalité est
un élément dey (la puissanceM,, sera utilisée pour les espaces de cohérence). Cette
puissance sera utilisée pour construire des espaces deenoaéon-uniformes comme
suggére a la fin de [BEO1].

Définition 6.2. Soit P une puissance. Uespace dé’-cohérenceX est la donnée d'un triplet
(IX|,<x,=x) ou|X| estun ensemble au plus dénombrablérlaede X), et ouT x, < x
estunrecouvrementde(| X|), c’'estadire, otCx, <x C P(|X|) avecCxU=x = P(|X]).
L'ensembleC x est appelé&ohérencale I'espace et 'ensemblecy est appeléncohérence
Lintersection deC x et < x est appeléaeutralité(notation :N x).

La cohérence stricte~x de X est le complémentaire de I'incohéreneey de X dans
'ensembleP(|X|) et I'incohérence stricte- x est le complémentaire de la cohérerce.

Définition 6.3 (espace réflexif).Un espace dé’-cohérenceX est réflexif si la neutralité cor-
respond a I'égalité au sens suivant : pour teut | X|, on aP(z) C Nx ssix est un singleton.
Cette propriété est satisfaite dans les sémantiques cubéret hypercohérentes usuelles.

La donnée de deux ensembles parmi;, =<x, Nx, —~x et —x définit un espace de-
cohérence, sous certaines contraintes évidentes (papéxams deux ensembles ne doivent pas
étre I'un la cohérence et I'autre I'incohérence stricteredoit avoirN y C ©x, —xN—~x = 0,
etc.). La donnée d’'un seul ensemble parmj, <x, —~x et —x définit un espace dé-
cohérence reflexif sous des contraintes évidentes (parmggen| x| P({a}) € Ox).

Définition 6.4 (orthogonal). Soit X est un espace dB-cohérence. L'orthogonal d&, noté
X1 estl'espace dé-cohérenceX - = (| X|, <x, Ox).

Définition 6.5 (clique). Soit X un espace deé’-cohérence. Unelique de X est un sous-
ensembler de | X| saturé pour la relation de cohérence, c’est-a-dire tel Bue) C Tx.
On noteCl(X) I'ensemble des cliques d€. On appelleanti-cliquesde X les cliques deX .

Définition 6.6 (déterminisme). Un espace de’-cohérenceX estdéterministdorsque pour
toutz C | X|, si P(x) C Nx alorsz est un singleton.

Un espace dé>-cohérenceX réflexif est donc déterministe. La terminologie vient du fai
gu'un espace dé-cohérenceX est déterministe ssi toute clique dé intersecte toute anti-
clique deX en au plus un point. Autrement dit, dans un sémantique-dehérence déterministe
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(c’est a dire ou toutes les formules sont interprétées paiedpaces d€-cohérence détermi-
nistes et ol les preuves sont interprétées par des cligues)dontre d’'une preuve deet d'une
preuve ded détermine un unique point (lorsqu’elle n’est pas vide).shire déterminisme est
celui de I'élimination de coupures (dans le cas clos).

6.2 Uniformité destructive, le modéle relationnel bipar-
tite

Dans cette section nous montrons un exemple simple de s@oeaadmettant une version
uniforme et une version non-uniforme. Le modéle non-uni@est obtenu par décoration du
modele relationnel avec des polarités, selon une remauaie. Nous montrons que ce mo-
déle admet en fait une variante uniforme de I'interprétaties exponentielles. lantenu inter-
actif de cette sémantique est trés particulier puisque la reredet’interprétation d’'une preuve
del A et de l'interprétation d’une preuve #leA+ est toujours vide. Nous montrons aussi que
le modele uniforme et le modéle non-uniforme définissentéene collapse extensionnel, au-
trement dit, que ces deux modeles ont le m@&metenu interactifau sens de I'extensionnalité.
Cette sémantique illustre aussi, et surtout, un cas extdgésffacement d’information du a l'uni-
formité, puisque toute preuve €€ A est d’interprétation vide dans le modéle uniforme.

Une remarque intéressante a propos du modéle relationfeelatfque linéaire est qu'il est
possible d’équiper tous les points des ensembles d’uneitggtasitif/négatifet d’obtenir ainsi
un modéele, que nous appelons modeéle relationnel bipagtite, la propriété que l'interprétation
de toute preuve ne contient que des points positifs. Celaitséd la maniere suivante. Chaque
objet E du modéle est désormais donnée par une partition de I'erisexsfocié &, noté|F|
et appelé trame dB, en deux ensemble®’| ™, la trame positive, gtZ| ~, la trame négative. Un
objet du modele relationnel bipartite est donc un espadéglg-cohérencé|E|, |E|, |E|7)
ou la neutralité est vide. L'interprétation des formuleslasuivante. PouF et F' des espaces
deidgns-coOhérence :

— les constantes additiveset T sont données par I'unique bipartition de I'ensemble vide,

i.e.0=T=(0,0,0);

— laconstante multiplicativeest I'espace singleton de trame négative vide, ({x}, {x},0);

— laconstante multiplicative estI'espace singleton de trame positive vides ({x},0, {x});

— lanégation linéaire est, comme dans le cas général desssspal’-cohérence, I'échange
de la cohérence et de l'incohérence, c’est a direlgtie= (|E|, |E|~, |E|T).

— LeavecdeE et F est l'espacel & F = (|E| + |F|,|E|T + |F|*,|E|” +|F|") etle
plusdeE et F est 'espacé E+ & F*)* quiest aussi égal & & F.

— Letenseur d& et F', E @ F', est 'espace de tranj&| x |F| et de cohérencZ x F|*
égale g E|* x |F|* (son incohérence est alors le complémentaire de sa coleédans
|E| x |F|). LepardeE etF estl'espacés ¥ F = (E+ @ F1)L. Lafleche linéaire est
donnéepall — F = E+ ® F.OnaainsiE — F| = |E| x |F| et(a,b) € |E — F|*
ssia € |E|T impliqueb € |F|T.

— Le bien sirde E, |E est I'espace de tram@&s,|F| et dont la cohérence est égale a
Miin|E|T. Ainsi, un élément de!E| est incohérent ssi il contient au moins un point
incohérent de. Le pourquoi pasde E, 7E est I'espacé! E+)*. Ainsi un point dej?E)|
est cohérent ssi il contient au moins un point cohérerft de

Remarqué.7. Contrairement a la sémantique relationnelle dont ellesssig, cette sémantique
distingueA et A*. En particulier les constantes multiplicativeésst L, sont distinctes.

On note[A4],, I'espace deidgns-cohérence interprétant une formufe On a clairement
|[Alzs | = [Alg. Linterprétation(r]., d’'une preuver est définie comme dans le modéle re-
lationnel, autrement dit on fr]., = [n],. Ceci donne bien un modéle de la logique linéaire
(qui peut étre considéré comme une simple décoration du lmadiationnel standard). Et,
en raisonnant par cas sur les regles et leurs interprésatiomnées dans la table 2.0.4, on
vérifie facilement que toute preuve d'un séquentd,,..., A, est interprétée par un sous-
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ensemble dg[A4; B ... % A,] ., |T, c'estadire par une clique de 'espaceidgns-cohérence
(A1 X ... B Al

Ce modeéle s’étend en un modéle de la logique linéaire auquel ajouté les para-regles
divergencest Mix et pour lequel on a encore la propriété que toute preuve espnété par un
ensemble de points positifs. L'ajout de la para-réffilenome préserverait pas cette propriété.

Si E et F sont des espaces dbg,,s-cohérence bipartites, un morphismeRel(|E|, | F|)
n'est pas forcément une clique de I'espacddig,s-cohérencer — F'. Mais on peut donner
un cadre catégorique au modéele relationnel bipartite pegudl les morphismes dé dansF
seront exactement les cliques He— F.

Les objets de la catégorie relationnelle bipartite, appe#paces bipartites, sont les espaces
de idgns-cohérence dont la neutralité est vide. Les morphismeE dansF sont les cliques
deE — F, c'est a dire les sous-ensembles|fle— F|*. La composition est la composition
des relations et I'identité d& dansE est la relation identité sy#|, c’est a dire I'ensemble
{(a,a) | a € |E|}. On vérifie facilement que ceci est bien une catégorie et gustricture
de modele deL de la catégorie des relations s'adapte bien a cette cagédoriparticulier, la
structure de comonadg der, dig) du bien slrest celle du modéle relationnel. On n®ép la
catégorie des espaces bipartites.

Les espaces bipartites sont des espacd3-dehérence déterministes en un sens dégénéreé :
une clique et une anti-clique ne s’intersectent jamaisi G&acide avec la remarque 6.1 dans
le cas ou la rencontre entre une preuve et une contre-préterge toujoursi(e. se normalise
toujours en unelivergencg

6.2.1 Le modéle bipartite uniforme

Dans ce cadre catégorique, nous pouvons donner une irteipnéuniforme aux exponen-
tielles. La structure des exponentielles uniformes eshéempar une comonadg, der,,, dig,,)
u

gue nous allons décrire. Les autres constructions catpgesidu modéle relationnel bipartite
uniforme sont inchangées.
Le bien s0r note' est défini sur les objets pafE| = E|+ Miin|E|T. Il S'agit bien

d’'une interprétation unlforme au sens donné au debut deaqntoda puisque latrame de I'espace
bipartite interprétantA ne contient que des (multi-ensembles a support des) idétatmpns
finies de preuves dd. Par contre, I'interprétation dans le modele bipartitdamie du terme

P = \b.if bthen (if b thent; else t3) else (if b then t3 else t4)

pourty, to, t3 etty de typebool = 1 @ 1, sera égale a l'interprétation relationnelle de ce terme.
Le bien sdrest défini sur les morphismes en posant

Vf=A{(lai [ € 1), [bs [ € 1)) | [(ai, i) | i € I] € Man(f O (|E[T x [F[7))}

pour toute cliqguef de X — Y. Il est clair que' f est une clique déE —o ' F et que
1dE = 1d| g. Pour montrer que est bien un foncteur il reste & montrer que cette constmictio
1 sur les morphlsmes commute a la composition. Soient deupmwnesf : £ — F et
Z : I — G deBip. Vérifionsquel (fgg)=!fs!lyg
Onmontrequé fs!gC !(fu; g)- Supp%sonus quia; |i€I),fek |keK])e!lfs!lyg
Alors il existe un r%ulti-%nser%blﬁj | j € J] € Min(|F)|) tel que([a; | i € I], b, |uj € 15]])
est un élément de et([b; |7 € J],[ex | k € K]) est un élément dég. Donc il existe une

bijection deo : I — J telle que{(ai, b,(;)) | i € I} est un multi-ensemble d’éléments de
FO(|E|T x |F|T) etil existe une bijection : J — K telle que{(by(;), ¢+ (0(i))) | ¢ € I] estun
multi-ensemble d’éléments deN (| F|™ x |G|"). On a alors qué(a;, ¢, (,(:))) | @ € I] estun
multi-ensemble d’éléments dfes g qui sont aussi des éléments|dg™ x |G|*. On en déduit
que([a; | i € I, [cr (o)) | 7 € 1]) , OU[cr (o)) | i € I] = [ex | k € K], est bien un élément de
I(f 5 9)
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Réciproquement, supposons que; | i € I],[c; | ¢ € I]) est un élément dé&(f ¢ g).
Alors il existe une famille(b;);c; d’éléments deF telle que, pour tout € I, (a;,b;) € f et
(bi,c;) € g. Par ailleurs, pour tout € I, a; € |E|" eth; € |F|*. Commef est un clique
on en déduit que, pour chaques I, ¢; € |F|*. Donc([a; | i € I],[b; | i € I]) € ! f et
([b; | i € I],[e; | i € I]) € ! getfinalemen{[b; | i € I],[c; | i € I]) € ! f 5 !g.Ce qui
conclut.

L'opérationPos définie parPos(E) = (|E|*,|E|*,0) pour tout espace bipartite et sur les
morphismes paPos(f) = f N (|E|" x |F|") est clairement un foncteur.

Remarqués.8. SoientFE et F' des espaces bipartites et spiin morphisme dé’ dansF'. Alors
'EfPos'E*'PosE*Pos'E*'PosEet'f Pos'f 'Posf:Pos!f =!Pos f
(ou' estle foncteublen sGrdu modéle relatlonnel b|part|te)

La transformation naturelléer,, : ! —id est donnée pater, g = {([a],a) | a € |E|T}.

u
On a doncPosderg = derpos g OU der est la transformation naturelle déréliction du modéle
relationnel bipartite. On vérifie que pour chaque cliguge £ — F on a

deru,E 5 f = Lf 3 deru,F .

Si ([a],b) est un élément dé s der, r alors(a,b) € f etla] € |! E| donca € |E|T,

([a],a) € derg et finalement([a], b) est bien un élément déer, 5 ¢ f. Réciproquement, si
b) est un element déer, g f, alors(a,b) € f eta € |E|* donc, commef est une

(la],

U ([al, [0]) € f t ([b],b) € der, F, et finalemen{([a],b) est bien un

élément de fs deruyp.
u
La transformation naturelléig,, : ' =1 estdonnée par

uu

dig,,p = {(Q_ @i, [e; | i € I]) | $] € N,z; € Min(|ET)}.

el

On a alorsdig,, ; = Posdigy = digp, p 0Udig est le morphisme d’excavation du modéle
relationnel bipartite. La naturalité dBg, est alors une conséquence directe de la naturalité de
dig, en utilisant la remarque 6.8.

Par la remarque 6.8, la commutation des trois diagrammes

di di di
iEﬁ)iiE iEﬁfiiE iE%}H!LE
! H 1 di
!A \Lﬁdem,E !A \Lderu’i‘E dlgqul \L{Ldlgu’E
|E |E IE I E
u u uu digu’!Euuu
u

est une conséquence de la commutation des trois diagranomesmondants daiel.
Finalement(!, der,,, dig,,) est bien une comonade daBép.
u

Pour montrer quBip équipée de cette comonade est un modéle la logique lindaeste a
montrer la monoidalité de I'adjonction induite par cettencmade. Par les remarques 6.8 et 6.9,
c’est une conséquence de la propriété correspondantéRidns

Remarques.9. SoientE, E’, F et F’ des espaces bipartitesgt £ — F etg : E' — F' des
morphismes danBip. AlorsPos(E & F') = Pos E & Pos F', Pos(E ® F)) = Pos E @ Pos I,
Pos(f & g) = Pos f & Posg etPos(f ® g) = Pos f ® Posg.

Nous avons donc deux modeles de la logique linéaire danstdga@e des relations bi-
partites. Un modéle non-uniforme donné par la comor{adeer, dig) et un modele uniforme
donné par la comonadé, der,, dig,,).

u
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Pour toute formuled, la trame positive de l'interprétation uniforme dé est vide. Comme
l'interprétation uniforme d’une preuve &€ A est un ensemble de points de la trame positive de
l'interprétation uniforme dé A, on en déduit la remarque suivante.

Remarques.10. Pour toute formuled, l'interprétation de toute preuve ¢€ A dans le modéle
bipartite uniforme est I'ensemble vide.

Cette remarque montre que l'uniformité des exponentigiéag étre éminemment destruc-
tive d'information. Le fait étonnant, au prime abord, étaitil existe un modéle dénotationnel,
c’est a dire dans lequel I'interprétation des preuves ablespar élimination des coupures, inter-
prétant toutes les preuvesideA par le méme ensemble, qui plus est I'ensemble vide, sans que
toutes les preuves aient la méme interprétation. La raisipneus semble-t-il, a chercher dans le
fait que ce modéle ne fait pas la place a suffisamment de patasrpour tester interactivement
les agents et ce faisant réclamer que ceux-ci aient un aordertrement dit I'impossibilité de
rajouter la para-regldémona vidé la notion de rencontre entre agents de son contegualib
sant ainsi les contraintes de bonne sociabilité des agernésmae d’élimination des coupures.

Nous montrons maintenant que le modéle bipartite unifortrie enodéle bipartite non-
uniforme définissent le méme collapse extensionnel, ceajuptre avis et conformément a
l'introduction de ce chapitre, montre que ces deux modéiésio méme contenu interactif.

Si f est un morphisme dé&Z — F dansBip alors le morphism¢' de!E —!F induit par
la comonadé!, der, dig) est égal alig 3! f c'est a dire &

Fr={0 _mi,bi | i€ 1)) | 4T € NetVi € I, (ui,bi) € f}

el

Et, si f est un morphisme deE — F dansBip alors le morphismégt« de! E dans! F induit
par lacomonadg!, der,,, dig,,) est égal alig,, 5 3 ! f c'estadire a

flo={Q_mi,bi|i € 1)) [$I € NetVi € I, (ui,bi) € f}
el
car pour tout élémen(iu, b) de f, . est un élément de! E| donc de| ! E|* et ainsib est un
élément deF|*. ' ’
On définit une famille(f4) acBip de morphismeg, : ! A —!A de Bip et une famille
(Ca) AeBip de morphismeg, : !A — ! A en posant I’égalﬁé d’ensemblég = (4 = id; 4.
On obtient alors facilement les commutations de diagramméegssaires a I’applicatign du

théoréme 2.1. Ainsi le modéle relationnel bipartite noifarme et le modéle relationnel non-
uniforme définissent le méme collapse extensionnel.

6.3 La sémantique K-cohérente de la logique linéaire

Cette section et la section 6.4 sont, pour I'essentiek til&'article [Bou03].

Désormais, nous supposons donné un sous-ensdinbdieN\{0, 1} et on appelle les es-
paces deM i -cohérences, espadé-cohérents.

Les sémantiquek -cohérentes de la logique linéaire ont été initialemer¢iobés en suivant
la construction décrite a la fin de l'article [BEO1] présenttie procédé de Bucciarelli-Ehrhard
de construction d’'une sémantique dénotationnelle de lglaginéaire a partir d'un modeéle de
phase d'unéogique linéaire indexéePlus précisément, pour chagues N\{0, 1}, un modéle
de phase a trois faits (cohérence, incohérence et neéifradit construit a partir d’'un monoide
produit M* ou M est le monoide commutatif), 1, 7} de loi interne donnée parx — 0, pour
r=0,1,7,etl.y— letry— 7,poury =1, 7.

Le procédé de Bucciarelli-Ehrhard produit alors une séimaef k } -cohérente non-uniforme
de la logique linéaire pour chaqétes N\{0, 1}. Du fait de la non-uniformité, ces sémantiques
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peuvent alors étre combinées pour former un sémantipomhérente non-uniforme de la lo-
gique linéaire pour n’importe quél’ C N\{0, 1}. Nous n’entrerons pas plus dans les détails
de cet usage particulier du procédé et nous donnons ici Lsweipigon directe des sémantiques
K-cohérentes obtenues.
Les cas intéressant sont alors
— le casK = ¢ pour lequel la sémantiquk -cohérente coincide avec la sémantique rela-
tionnelle (en particulier un espacecohérent est alors juste la donnée d’'un ensemble) ;
— le casK = {2} qui fournit une sémantique cohérente non-uniforme. Galest décrite
dans [BEO1];
— et, enfin, le cadf’ = N\{0, 1} que nous pouvons voir en premiére lecture comme une
version non-uniforme de la sémantique hypercohérente.

6.3.1 Interprétation de MALL... rien de nouveau

Linterprétation du fragment multiplicatif-additif de lagique linéaire suit un schéma stan-
dard. Conformément & la définition 6.4, la négation linéegiel’échange de la cohérence et de
l'incohérence.

Les constantes additives sont toutes deux égales a I'egpahérent videi.e.(0 = T =
(0,0,0)). Les constantes multiplicatives sont toutes deux égalespacek -cohérent réflexif
aunseul poin.e.1 = L = ({x}, Mg ({*}), M ({x})).

SoientX; et X, deux espacek -cohérents.

— Lorsqud X, | et|X»| sont disjoints, I'espac& -cohérent; & X, a pour trameX |U| Xa|

et sa cohérence est donnée Nat,¢;x, = Nx, UNx, et~x,0x, = ~x, U ~x,. Et,
bien entendu, I'espadk -cohérentX; & X, est pris égal X, @ X,)*. Siles trames
des deux espace’s; et X, ne sont pas disjointes, on utilise I'union disjointe en letu
place de I'union.

— LespaceX; ® X, est défini comme suit. On po$&; ® Xo| = |X;| x |X2|. Pour
i=1,2,s0itm; : Mg (| X1 ® Xa|) = Mxk(]X;|) les projections canoniques définies par
mi([(a;,07) | 5 € J)) = lag | j € J) etmy([(az.b;) | j € J])) = [b; | j € J]. Alors, pour
chaques € Mk (] X1 ® Xs|), on pose

ERS NX1®X2 SSiﬁl(S) S NX1 et7r2(s) € NX2
S € —x,9X, SSIT1(8) € —x,nOUM(S) € —x,

et ceci suffit & définircx, g x, et <x, gx,. LespaceX; & X, est, bien entendu, pris
égal f\i(XlJ‘ ® XQJ‘)J‘.

Lafleche linéaire— entre espacek -cohérents est définie paf —- Y = X+ X Y.

On a alors

. ECx = e
s € Cx_oy SSi () X m2(s) Y (6.1)
m1(s) € ~x = ma(s) € ~y
ce qui est équivalent a
. € -y — € —
5 € Sx_oy SSi ma(s) € =y mi(s) € —x (6.2)
(r1(s) € Tx etma(s) € Ny) = mi(s) € Nx.
ou encore a
) —
Cx_oy S SSi xm(s) v 72(s) (6.3)
Xyﬂ'g(s) — Xxm(s).

Un morphisme linéairele X dansY’, deux espacek -cohérents, est une cligue d&¢— Y.
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On noteNCOH la catégorie dont les objets sont les espd€esohérents, dont les mor-
phismes sont les morphismes linéaires et ol la composititas édentités sont celles del,
ie.

f39=A{(a,c) | 3b,(a,b) € fet(b,c) €g}

etidx = {(a,a) | a € |X]|}. Pour chaquek’ C K, on a un foncteur d'oublUxk g :
NCOHgx — NCOHg: qui laisse les morphismes linéaires a I'identique. Lorsquy a
pas d’ambiguité suk” et K’ on note simplemerit ce foncteur.

Le type booléennotébool et représenté en logique linéaire par la formule 1, a pour
interprétation danBCOHy 10,13, 'espaceN \ {0, 1}-cohérent réflexif de tramgv, £} et dont
la cohérence esViy (0,1} ({v}) U M 0,13 ({£})-

Proposition 6.11 (modéle de MALL). Pour chaqueK C N\{0,1}, la catégorieNCOH
est un modele d@ALL et pour chaqués’ C K (en particulier pourK’ = () le foncteurtlUx k-

est logique (c'est-a-dire que ce foncteur commute a l'iptétation des formules et des preuves)
relativement aux model@&COH i et NCOHg, deMALL .

Cela signifie quaNCOH[ est une catégorie symétrique monoidale close (avemur
produit et— pour objet des morphismes) qui esautonome ( est I'objet dualisant), et qui,
de plus, a tous les produits et co-produits finis (les dédinitiprécises sont, par exemple, dans
[AC98]). La preuve est une vérification directe.

6.3.2 Exponentielles

Dans la sémantiquk -cohérente obtenue par le procédé de Bucciarelli-Ehrlaconstruc-
tion !y servant a interpréter lbien sdrest la suivante. SK est un espacé’-cohérent, on
pose|lo(X)| = Miin(]X]|). Un multi-ensemblen = [z; | 1 < i < k] € Mg(]1o(X)])
(donc tel quek € K) est strictement incohérent dakgX) ssi il existe un multi-ensemble
[a; | 1 <j <Ek] € Mg(]X]) de méme cardinalité que, strictement incohérent dais et tel
quefa; |1 <j<k] < Zle x;. Si un tel multi-ensembli; | 1 < j < k] n'existe pas, alors
m est cohérent et est alors strictement cohérent ssi le multi-ensemBle , z; estétoilé
c'est-a-dire s'il existe un élémeatdu muIti-ensembI{jf:1 x; tel que

V(ag)i<jer € 1X[F, ([ |1 <j <k <) mietay=a) = [a;|1<j<k€~x.
iel

Remarqueb.12 (feuilletage). Dans l'interprétation des formules de la logique linéalaeco-
hérence esfeuilletée c’est-a-dire que, dans l'interprétation d’une formulequi n’est ni une
constante ni un atome, la cohérence d’'un multi-ensemblaxbBraliték est totalement déter-
minée par la cohérence de multi-ensembles de la méme chid@ihaans I'interprétation des
sous-formules immédiates de

L'espaceK -cohérentE, (bool) a alors pour traméFy (bool)| = Miin(v, £) et sa cohérence
est donnée comme suit. Bj; | i € I] € Mgk(|Ep(bool)|) alors :

[7; | i € I] € — g, (bool) SSi le = p[v] + ¢[f] avecp,q € N\ {0} etp + g > £I

i€l
[2i | i € I] € ~py(boo) SSI Y _ w; = p[v] + g[f] avecl < p+q < tI
i€l
donc(z; | i € I] € Np, ooy SSI Y _ i =[], k[v] ouk[f] aveck > nil.
i€l

Pour le cas otk = N\{0, 1}, l'intention était d’obtenir une sémantique proche de la sé
mantique hypercohérente. Or, une propriété essentiellesfamantique hypercohérente est que
toute clique finie de typbool® — bool est définissable damcF (en utilisant les projections,
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les fonctions constantes et la conditionnelfe then - else - mais pas I'opérateur de point
fixe). Cette propriété n'est pas vérifiée par la sémanti§yf, 1}-cohérente, et ce méme pour
les cliques déool™ — bool qui n'utilisent pas de points darfs,(bool) qui contiennent a la
fois v etf. Nous le montrons pour I'exemple suivant.

Soit f le sous-ensemble déE, (bool) @ Ey(bool) ® Ey(bool)) — bool| égal a

F=14
(([

Ce sous-ensemble est une variante de I'exemple de G. Baunedonction stable de type
bool® — bool qui n’est pas séquentielle. Ce sous-ensenfil#st aussi un sous-ensemble de la
trame de l'interprétation deool® — bool dans la sémantique hypercohérente multi-ensembliste
mais ce n'est pas une clique pour cette sémantique. Poudans la sémantiqui\ {0, 1}-
cohérentef est une clique de linterprétatiofE,(bool) ® Ey(bool) ® Ey(bool)) — bool

de bool’ — bool. En effet, pour chaque multi-ensemblec Mg (f), ma(s) € Mg ({v})
doncma(s) € Npgo €t d'aprés (6.1), la seule possibilité pour qusoit strictement incohé-
rent(Ep(bool) ® Ey(bool) ® Ey(bool)) — bool est quer (s) soit strictement cohérent dans
Ey(bool) ® Ey(bool) ® Ey(bool). Mais, simy, ma etmg sont les nombres d’occurrences res-
pectives des points dédanss, alors

— si seulement I'un des:; est non nul, alors chacune des trois projectionsrde) sur
Ey(bool) est neutre, dong, (s) est neutre;

— si exactement deux des; sont non nuls (on peut en toute généralité supposer qujits’'a
dem; et dems), alors I'une des trois projections de(s) sur Ey(bool) ne contient pas
le multi-ensemble vidg| (ici il s’agit de la troisieme projection), donc la somme des
multi-ensembles contenus dans cette projection contes@zader et def (ici 2m,f et
2m4yv) en comparaison de sa cardinalité (ici + m2) pour que cette projection soit
strictement incohérente daheol. Donc si exactement deux des sont non nulss (s)
est strictement incohérent;;

— Finalement supposons qu’aucun desn’est nul. Le multi-ensemble, (s) est cohérent
ssi chacune des trois projections dgs) sur Ey(bool) est cohérente et ceci revient &
avoir les trois inégalités suivantes :

my + mo + mg > 2ms + 2mg (cohérence sur la premiéere projection)
m1 + ma + ms > 2m1 + 2mg (cohérence sur la deuxiéme projection)
my + ms + m3 > 2my + 2mso (cohérence sur la troisieme projection)

Mais on aurait alor8(my + msa + ms) > 4(m1 + mo + ms), ce qui est impossible.

Ainsi f est bien une clique d&y (bool) ® Ey(bool) ® Eqy(bool)) — bool.t

Ainsi I'exponentielle obtenue par le procédé de Bucciatgirhard ne permet pas d’avoir
la méme propriété de définissabilité a I'ordrque dans les hypercohérences.

En fait, dans la catégorie des espaéésohérents, il est possible de définir d’autres va-
riantes des exponentielles en ne changeant que la défidiéida cohérence dans béen sir
et d’obtenir ainsi différents modéles non-uniformes deidue linéaire. Parmi les différentes
solutions possibles celle que nous adoptons est la plusaéreh un sens catégorique précisé
dans le théoreme 6.17 et que nous détaillons sous forme dauitat de maximalité avec le
corollaire 6.18. Cette nouvelle définition du modeéle ne pEnpas d’obtenir la propriété de dé-
finissabilité des cliques finies, a I'ordteque vérifie le modéle hypercohérent, mais la situation
est bien meilleure car, a I'ordie tout sous-ensemble qui n’est pas une cliqgue dans le mogéle h
percohérent multi-ensembliste n’est pas non plus uneeliguns le modél&\ {0, 1}-cohérent.

lLe méme ensemblef ol [v] remplace[v,v] et ou [£] remplace[£,£f] n'est pas une clique de I'espace
(Eo(bool) ® Eq(bool) ® Eg(bool)) —o bool.
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Définition 6.13. Pour chaque espadé-cohérentX nous définissons I'espadé-cohérent X
comme suit. Sa trame e8| = M;in (| X|) et pour chaque élémehpt; | i € I] de Mk (]!X])
on pose :

[x; | i €I]) € —1x ssiT(a;)ier,[a; |i €] € —x etVie [,a; € x; (6.4)
et

[x; | i € I] € Nix ssi

[mi|iel]¢v!xet3(a§)£1j7{ZG lai|jed]=a

. 6.5
VjeJlal |ielleNx (6:5)

Nous définissons I'espade&X en posantX = (1X+)L.

Lorsquevi € I,a; € z; ondit quefa; | ¢ € I] est unemulti-sectionde [x; | 7 € I] eton
écritfa; |i € I] < [z; | i€ I].

Exemple 6.14. Soit 'espack-cohérentG dont la trame esG| = {a, b, ¢} et qui est tel que
siu € Min(|G]) alors :u € Ng ssisupp(u) est un singletony € —~¢ ssiffsupp(u) = 2 et
u € —¢ ssisupp(u) = {a,b,c}. (Lespace est en fait un sous-espaceloieol’ — bool de
trame le sous-ensembfedéfini ci-dessus).

Supposons queest un élément d& . Toutes les multi-sections dlg], [b, ¢|] sont cohérentes
dansG. De plus|ad] et [b, c] n'ont pas la méme cardinalité. Doffi], [b, c|]] € —~ic. Suppo-
sons maintenant quiest aussi un élément dé. Alors [[al, [, c], [b, ¢|] admet la multi-section
[a, b, c], strictement incohérente da@s Par contré[al, [a], [b, ¢]] N"'admet aucune multi-section
strictement incohérente daés Donc|[a, [b, c], [b, c]] € ¢ mais[[a], [a], [b, c]] € ~ 1. Ansi
la relation de cohérence dalis dépend réellement des multiplicités.

Pour chaque élémert ¢ K tel quek > 3, chaque multi-ensemble: € My (|G])
tel quesupp(m) = {[a,b], [a, c]} est strictement incohérent dals. En effet chacun de ces
multi-ensemble admet une multi-section dont le support{est, c}. Mais, si2 € K, alors
[[a,b],[a,c]] € ~1c. En effet, toutes les multi-sections fe, b], [a, ¢]] sont cohérentes dais
et ni [b,a] ni [b, c] N'est neutre dané&:. Par ailleurs tout élément detx dont le support est
{[a,b]} ou{[a, c]} est neutre dank7. Ainsi, si2 € K, alorsz = {[a, ], [a, c]} est une clique
de I'espacéy \ {2}-cohérent!G) maisz n’est pas une clique de I'espaécohérentG.

De méme, sB € K, le multi-ensemblé[a, b, c|, [a, b, ¢], [a, b, c|] est strictement incohérent
dans!G. Il y a donc bien des multi-ensembles & support un singlet@ng sont pas neutres et
donc des singletons (i€ia, b, | }) qui ne sont pas des cliques.

Proposition 6.15 (modéle de LL). Chaque catégoriNCOH i munie de I'exponentielle de
la définition 6.13 est un modeéle catégorique de la logiquédire et pour chaqué&’” C K (en
particulier pour K’ = ) le foncteurUg - est logique relativement aux modélestdedans
NCOHg etNCOHk:.

Démonstration.Pour la fonctorialité déainsi que pour la structure de comonade associée, nous
suivons la construction standard Be:l. C'est-a-dire que que §i € NCOHk(X,Y), alors
on pose :

'y ={(la1,---,an),[b1,..-,bn]) | n € N,Vi € {1,...,n}, (a;,b;) € f}
et si X est un espacf&’-cohérent, alors on pose :
derx = {([a],a) [ a € | X[} et
digy = {( Z xi, [T1, .., xp]) [ nEN, [z, 2] € IIX]}.

1<i<n
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[l faut montrer qué!, der, dig) est une comonade @&COH . Pour cela on exploite le fait que
toutes les égalités requises (les commutations de diageasont vraies darBel, et donc dans
NCOH(g. Nous avons donc seulement a prouver fuest une clique deX —!Y, quederx
est une cliqgue d&X — X et quedigy est une cligue d&X —o!!X (pour n’importe quels es-
pacesk-cohérents\ etY’). Pour cela nous utilisons la caractérisation (6.2) defeéoence dans
la fleche linéaire. Enfin nous montrons que les isomorphidthes 1 et!(A & B) @ 1A®!B
du modeéle relationnel sont encore des isomorphismesN&OH i, ce qui suffit a montrer
gue la catégoriNCOH g est un modele de la logique linéaire, puisque les égalitfsises
pour que ces isomorphismes soient naturels et que I'adgomotduite par la comonade soit
monoidale ([Bie95]) sont vérifiées daRs:l.

Soitun multi-ensemblgz;,y;) | j € J] € Mg (1f).Si[b; | j € J]<ly; | j € J], alors par
construction déf il existe un multi-ensemblg:; | j € J] tel que[(a;,b;) | j € J] € Mk(f)
etla; | j € J] < [z; | j € J]. Commef est une clique, on Ha;,b;) | j € J] € Cx—y. En
particulier, sijb; | j € J] € —y, alors[a; | j € J] € —x. Dong, si[y; | j € J] admet une
multi-section strictement incohérente, al¢ts);c; admet aussi une multi-section strictement
incohérente. Donfy, | j € J] € —iy = [z | j € J] € —ix.

Supposons maintenantqisg | j € J] € Tix etly; | j € J] € Niy. Nous devons prouver
quelz; | j € J] € Nix. Il existe une famillg(b} ) ; jcrx s telle quevs € J,y; = [b5 | i € I] et
Vi e I,[b} | j € J] € Ny. Par construction dkf il existe alors une famill¢a’); j)crx . telle
quev(i,j) € I x J,(a},b}) € f etVj € Jx; = [a} | i € I]. Comme[z; | j € J] € Tix
pour chaqué € I, onala} | j € J] € Ox. Mais, pour chaquée I, [(a,b%) | j € J] estun
multi-ensemble d’éléments ¢f cohérentdanX’ — Y et [b} | j € J] est neutre dang. Donc
[a} | j € J] € Nx, pour chaque € I. Finalemenfz; | j € J] € Nix et ceci conclut la preuve
que!f est une clique.

Le fait queder x est une clique est immédiat. On prouve maintenanilge est une clique
de!X —llX. Soit un multi-ensembler = [(3_,c ;. zl [z | i€ L)) | j € J] élément de
Mg (digx). ‘

Supposons que le multi-ensemible! | ¢ € I;] | j € J] est strictement incohérent dans
''X. Ce multi-ensemble admet alors une multi-sectign j € J] strictement incohérente dans
'X. Donc cette multi-sectiofy; | j € J] admet une multi-sectiofw; | j € J] strictement
incohérente danX . Cette derniére multi-sectidn; | j € J] est clairement une multi-section
de[>,c; a! | j € J], doncle multi-ensembl§, ., 27 | j € J] estaussi strictementincohérent
dans!.X.

Supposons maintenant que le multi-enser{@%Ij z) | j € J] estcohérentdan¥ etque

le multi-ensemblélz? | i € I;] | j € J] est neutre dandX . Alors il existe une famillgy? )75/
telle que : pour chaquge J, le multi-ensembléy? | i € I] est égal &7 | i € I;] (doncl = I;
ety i, ¥/ = Y, #1); €t, pour chaqué € 7, le multi-ensembléy! | j € J] est neutre dans
IX. Donc, pour chaque € I, il existe une famille(a )/ telle que : pour chaqug € J,

y! =[al, | 1 € L;] et pour chaqué € L;, [a], | j € J] € Nx. En toute généralité, on peut
choisir lesL; disjoints deux & deux. On pode = U;e;L;. On a alorsy.,_; al = el !
et, pour chaqué € L, [a] | j € J] € Nx. Ainsi le multi-ensemblé ", ., x) | j e J]est
neutre dan$X . Doncdig - est une clique, ce qui finit de montrer q{iedig, der) est bien une
comonade.

Lensemble{([], )} est une cligue déT — 1 et I'ensemble{(x,[])} est une clique de
1 —o IT, donc I'isomorphismé|T| = |1| du modéle relationnel est bien un isomorphisme
IT =21deNCOHk.

SoientX etY deux espace& -cohérents. Dans le modéle relationnel, I'isomorphisme de
1 X |®!Y| dansl(| X |&|Y]) est égal au graphgde la bijection

el

{Mﬁn(le)XMfin(lYl) - Miin(|X&Y)
(x,y) — x+y.



6.3. LA SEMANTIQUEK -COHERENTE DE LA LOGIQUE LINEAIRE 131

Il reste & prouver qug est une clique de I'espa¢bX ®!Y) —!(X &Y) et que sa transposée est
une clique de 'espad¢X &Y) — (IX®!Y).

Soitun multi-ensemblg(z;, y;), x;+v;) | i € I| € Mk (f). Comme un élémentde xgyv
est soit un élément de- x soit un élément de—y, une multi-sectiors de [z; + y; | ¢ € I
est strictement incohérente dals:Y ssis est une multi-section strictement incohérente de
[x; | © € I] dansX ou une multi-section strictement incohérentggel i € I] dansY. On en
déduit que :

[z +yi |1 €1] € —yxey) = [(Ti,4i) | i € I] € —ixary.

Un élément deN x ¢y est soit un élément diédx soit un élément d&ly. Si[z; +y; | i € 1]
est neutre dan§ X &Y"), alors il existe une familléc{){g telle que, pour chaqug € J, le
multi-ensembldc! | i € I] est neutre danX & Y et tel queJ = Jx + Jy avec, pour chaque
i€l [c]|je Jx] = etlc | j € Jy] =y Unetelle famille(c])/] est donc la réunion de
deux familles(c])/E/* et (c])IE]Y, la premiére satisfaisant les propriétés nécessairedbr éta

la neutralité ddz; | ¢ € I] dans!X et la seconde satisfaisant les propriétés nécessaires pour
montrer qudy; | ¢ € I] est neutre dan¥”. Par conséquent, la neutralité gde + y; | ¢ € 1]
dansl(X &Y') implique la neutralité d§(z;, y;) | i € I] dans X ®!Y. La réciproque est directe.
Donc finalemenf et sa transposée forment bien un isomorphisme dans la ce®§6OH .,

ce qui achéve la preuve. O

6.3.3 Le bien siir est le ®-comonoide libre

Un comonoide commutatif sur une catégorie symétrique nuatet, de structure monoi-
dale (®, sym, ass, unit ), est un tripletd = (M, up,pun) OUM € C,upy € C(M,1) et
pun € C(M, M ® M) tel que

- (neutralité)uM H (IM X U]\/[) = unitM et

— (commutativité)ups § sym,; = pas.

Un morphisme de comonoidede (A, w4, p1a) vers(B, ug, up) estun morphismg € C(A, B)
telquef s up =uaetfsup=pas(f®f)

Dans tout modéle catégorique de la logique liné@irke bien sarfournit un®-comonoide
(!X, aff, cont) pour chaque objeX : aff estle morphismé&T x ou T x est 'unique morphisme
deC(X, T) etcont estle morphisme égal@idx,idx]) 3 ex, ou[idx,idx] est le couplage de
l'identité idx avec elle méme et otly est I'isomorphismé(X & X) =IX®!X. Par exemple,
dansNCOHy, on aaff = {([],*)} etcont = {(z1 + x2, (z1,22)) | x1,22 € |!X]|}. De
plus, sif € C(X,Y), alors!f est un morphisme de-comonoides dé!X, aff, cont) vers
(1Y, affy, conty ).

Un comonoid€ F, ur, ur) est dit co-libre relativement & un objat de C lorsqu’il existe
un morphismel € C(F, X) tel que, pour chaque comonoigé, u 4, 114), €t pour chaque mor-
phismef € C(A, X), il existe un unique morphisme de comonoifiede (A4, ua, ) vers
(F,up,pr) telquef, sd = f.

Par extension, Idien sar !, est le®-comonoide libre, lorsque, pour chaque comonoide
commutatif(A4, ua, a), pour chaqueX € C et pour chaqug € C(A, X), il existe un unique
morphisme de comonoidé : (A, ua, pna) — (1X,aff, cont) tel que

f*;derX:f-

Dans ce cas on dit encore que I'exponentielle est libre.eSplbnentielle est libre, alors on a
f« =1d, ¢!f ouid est le morphisme identité daGéA, A).

Lemme 6.16. DansRel I'exponentielle est libre. De plus, 4, u 4, 14) €st un®-comonoide
dansRel, alors (a, x) € (ida)+ SSi Si(a;)1<i<n €sttel qudas, ..., a,] = x alors il existe une
suite (b;)o<i<n d'éléments ded telle queby = a, (b;, (ai+1,bi+1)) € pa pour chaque < n,
et(by,*) € ua.
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Théoreme 6.17 (exponentielle libre) Le bien sir!, est lex-comonoide libre ANCOH.

Démonstration.Nous devons prouver que, pour chagueomonoide commutat{fd, u, pa)
deNCOH(, pour chaqueY € NCOH et pour chaqu¢ € NCOHgk (A4, X), il existe un
unique morphisme de comonoide commutatitle (4, u, ua) vers(!X, derx, contx) tel que
f* 9 dery = f

DansRel, (U(A),U(ua),U(pr4)) est un comonoide commutatif,( f) est un morphisme
deU(A) dansU(X) et (U(1X),U(affx),U(conty)) est le@-comonoide commutatif libre.
Donc il existe un unique morphisndg f). tel queU(f). ¢ U(derx) = U(f). Et ce morphisme
U(f)«estégal §1U(f)) 5id. ouid est I'identité deRel(A4, A).

CommelU(f) = U(!f), il suffit de montrer quéd.. est un clique ded —!A pour montrer
queU(f). est une clique del —!X qui est un morphisme de comonoide commutatifie
(A ua,pa) vers(!X, der, cont) tel quef, ¢ der = f. Par ailleurs, pour tout morphisme de
comonoide commutatif de (A, u 4, 11a) vers(1X, der, cont) tel queg 5 der = f, le foncteur
d’oubli envoieg sur un morphisme de comonoide commutatifd&€A), U(ua), U(ua)) vers
(U(1X),U(affx),U(cont)) qui vérifieU(g) 3 U(der) = U(f). Ainsi U(g) est égal & (f).
doncg est égal &, et ceci prouve l'unicité dg.. Pour montrer I'existence et 'unicité dg il
suffit donc de prouver quiel.. est un cquue del —!A.

Soit un multi-ensemblé(a’, [a},...,a’]) | i € I] élément deMK(ld ). Alors, par le
lemme 6.16, pour chaquec I, on a une fam|lle(bj)0§j§m telle queb, = o', pour chaque
J <ni, (b (a j+1’bj+1)) € U(pa) = pa, et(bi *) € Ulua) = ua.

Supposons que le multi-ensembll, . .., a}, ] | ¢ € I] est strictement incohérent dalok
Alors il admet une multi-section strictement incohérente damset aucun des; n’est nul.
Quitte a ré-indexer les éléments des multi-ensemiblgs. . , a/, ] pour chaque € I, on peut
supposer que cette multi-sectierest égale da’ | i € I]. Ainsi [a} | i € I] € — 4. Donc le
multi-ensemblé(ai, bt) | i € I] est strictement incohérent dadsx A. Mais, commeu 4 est
une clique deA — (A ® A), le multi-ensemblé(a’, (ai,bt)) | i € I[]JM(ua) est cohérent
dansA — (A ® A). Nous avons don’ | i € I] € — 4.

Supposons maintenant qlié | i € I] € 4 etflal,...,a},] | i € I] € Ns. D'apresla
définition de la neutralité dans l@en sy c’est que tous les; sont égaux, disons que =

n(Vi € I), et, & une ré-indexation appropriée prés que les mulgrabies(a’ L i e I]sont
neutres danst (pourl < j < n). Par ailleurs[(b;,,+) | i € I] € MK(uA) C Ty €t
[« | i€ I] € Ny, donc[by, | i € I] € <4. Supposons qubchrl | i € I] € <4, pour un certain
k < n.Commela;, | i € I] € Na et[(b}, (apq,bp4,)) | i € I] € Mx(ua) on a alors
by, | i € I] € N4. On en déduit que, pour chaqge< n, [0} | i € I] € <4. En particulier le
multi-ensemblébdf | i € I] = [a® | i € I] estincohérent dand. Et, comme, par hypothese, ce
multi-ensembléa’ | i € I] est cohérent, c’est qu'il est neutre dahs

Conformément a Ia caractérisation (6.2) de la cohérencelddteche linéaire, ceci prouve
bien que{(a’, [a}, ..., a},]) | i € I] est cohérent dand —!A. Et ainsiid, est bien une clique
de A —lA, ce qui achéve la preuve. O

Une question ouverte, techniguement difficile et sur ldguedvaille A. Bruasse-Bac, est de
savoir si le procédé de Bucciarelli-Ehrhard peut étre médié maniere a produire directement
des exponentielles libres.

Le fait que notre exponentiell& -cohérente soit libre lui confére une certaine canonicité
catégorique. Nous montrons gue cette canonicité s’asdarti résultat plus concret de maxi-
malité de la modélisation des exponentielles dans les espacohérents.

Soit une sous-catégoifeadeNCOH  équipée de la structure monoidale clos®&d8OH .
Alors C est un modele catégorique du fragment multiplicatif de ¢adae linéaire intuitionniste
pour la structure monoidale close induite PACOH . Supposons maintenant gdepossede
la structure nécessaire pour que ce modéle s'étende en uélenta fragment multiplicatif
exponentiel de la logique linéaire intuitionnisteg(LL ).> NotonsE la construction sur les ob-

2Nous n’avons pas besoin de faire plus d’hypothésesurais une catégorié typique serait un modéle a la Seely
de la logique linéaire dans lequel les constructions miidéfives-additives seraient celles BBCOH i et dans lequel
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jets utilisée dang pour interpréter lebien sir Nous disons que le modéle catégoriguest
multi-ensemblistsi, pour chaque objeX deC :
— la trame deF/(X) est un ensemble de multi-ensembles finis de points de la tdame
(iLe.|[E(X)| € Miin(IX1));
— la structure dev-comonoide commutatifE (X)), aff’y, cont’y ) fournie par le modéle est
telle queaff’y = {([],*)} (de typeE(X) — 1) et

cont’y = {(z1 + 22, (x1,72)) | 21 + 22 € |[E(X)| etxy, 22 € Man(|X])}

(de typeE(X) — E(X) ® E(X));
— et le morphisme de déréliction associé a cette structdréees = {([a],a) | a € |X|}
(de typeE(X) — X).

Corollaire 6.18 (maximalité de I'exponentielle libre). Si une sous-catégorede NCOH g,
munie de la structure monoidale closeN€ OH i, est un modéle multi-ensemblistendaiLL ,
alors, pour chaque objeX € C,

CEex) € Cix (6.6)
et
~Ep(x) & IX (6.7)

oU F est la construction sur les objets dafsitilisée pour interpréter ldien sar

Démonstration.Soit X un objet de&C et soit(E(X), aff’y, cont’y ) la structure dez-comonoide
commutatif fournie par le modéle. Soit enfiar’y le morphisme déréliction associé¥adans
C. D'apres le théoreme 6.17, il existe un morphisingy , dansNCOH de E(X) dans!X
tel queder’y , 5 derx = der’y. De plusder’y , = id[E(X), %] 5!(dery) et, d'aprés la preuve
du théoreme 6.17, I'ensemhblé[E(X), ] est donné par le lemme 6.16 padir= E(X), aff’y
etua = cont’y. En utilisant le fait qu& est multi-ensembliste, on obtient que :

— le morphismé(der’y ) de NCOH ('E(X),!X) est égal a I'ensemble :

{([[al]v SERE) [an]]a [0’17 s 7an] | n e N5ai € E(X)}

— le morphismad[E(X), x] deNCOHg(E(X),!E(X)) est 'ensemble de tous les élé-
ments(z, (21, ...,2,]) de|E(X) —!E(X)| pour lesquels il existe une suitg; )o<i<n
d’éléments d&7(X) telle queyy = x, y; = x;+1 + ¥i+1 pour chaque < n, ety,, = [|.

En composant, on en déduit qde’y , est 'ensemble de tous les élémefts|as, ..., a,]) de
|E(X) —!X| pour lesquels il existe une suitg;)o< i<, d’éléments de=(X) telle quey, = z,
yi = lai+1] + yi+1 POUr chaque < n, ety, = []. Ce qui se simplifie en

der'X_’* ={(z,[a1,...,a,)) € |[E(X) = X| |z =[a1] + ...+ [an] + []}-

Finalement, commgE(X)| C ['X|, le morphismeler’y , est égal ¥ (z,z) | z € |[E(X)|}, et
c’est donc que la relation d'inclusion d&(X) dans!X est un morphisme d&COHg. En
utilisant (6.1), on obtient alors les deux inclusions (&6(6.7). O

Nous disons que le modéle catégorique multi-ensemhfisde MEILL est non-uniforme
lorsque la trame d&(X) est égale &1 (| X |), pour tout objetX deC.

Corollaire 6.19 (échec de séquentialité)Pour toutK’ C N\{0, 1} et dans toute sous-catégorie
C deNCOHg qui est un modeéle multi-ensembliste non-uniformea.dela relation

f= {([U]7 'U)a ([f]7 'U)a (['Ua f]v 'U)}

est un morphisme de typ@ol — bool.

seul la comonade exponentielle serait différente de celN@€OH .
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Remarque$.20
— Ce corollaire est a notre avis un résultat négatif fort quescette relatiorf n’est I'in-
terprétation d’aucun terme decr. Plus généralement, nous pensons qu’il ne peut pas y
avoir de calcul séquentiel interprétable dé&ndans lequel cette relation soit I'interpréta-
tion d’'un terme.
— La relation, tres similaire{([v, v],v), ([f, f],v), ([v,f],v)} est elle I'interprétation de
Ab. if b then (if b then v else v) else (if b then v else v).

Démonstration.ll suffit de remarquer qué¢ est bien un morphisme dbool®!bool versbool
dansNCOHy, 0,1} Le reste s’en déduit en utilisant le foncteur d’ouldi (0,1}, x €t le corol-
laire 6.18. O

6.4 Sémantiques non-uniformes et sémantiques uni-
formes

Définition 6.21.
Pour chaque< C N\{0, 1}, soitNCoh la sous-catégorie pleine 8 COH x dont les
objets sont les espacés-cohérents¥ deNCOH tels que :

Nx C Ugse x|Mi{a}. (6.8)

Cette catégoriNCohg est clairement close pour les constructions sur les objétsgo-
nal, aveg plus, tenseur gbar. On vérifie facilement que c’est encore le cas pour la coastru
tion bien sdr En effet, supposons quE est un objet d&NCohg et soit un multi-ensemble
[z; | € I] neutre dan&X . Alors il existe une famille(aﬁ)f{gp telle que, pour chaquee I,
z; = [al | 1 < j < p] et, pour chaqug tel quel < j < p,[a! | i € I] € Nx. En
utilisant la propriété (6.8) pouk, nous obtenons qu'il existe une famille’); <<, telle que
a{ = a’(Vi, j) et en conséquent tous lessont égaux.

Théoréme 6.22.Pour chaqueX C N\{0,1}, la catégorieNCohg équipée de la structure
logique deNCOH g (debien sar!) est un modéle deL dont I'exponentielle est encore libre.

Démonstration.On a vérifié la stabilité d&NCohy par toutes les constructions logiques de
NCOHg. Les constante8, T, 1 et L sont des éléments ddCohx. Et commeNCohy

est une sous-catégorie pleineN&COH g, NCohg est bien un modéle dénotationnel de la
logique linéaire pour les mémes constructions sur les slgietes morphismes que celles qui
équipent le modeéle de. dansNCOH. La preuve du théoréme 6.17 est encore une preuve
de ce que I'exponentielle d§Cohy est libre. O

Remarques.23 Les objets d@NCohy sont des espaces ad i -cohérenceléterministes

Rappelons que le déterminisme d’'un espacePdeohérence implique que Il'intersection
d’'une clique et d'une anti-clique de cet espace contientiasiym point. On en déduit le corol-
laire suivant.

Corollaire 6.24. Dans le modéle relationnel de. +démontdivergence-Mix, pour chaque
formule A4, l'interprétation de toute preuve dé et I'interprétation de toute preuve dé* s'in-
tersectent en au plus un point.

Pour autant, tout point de l'interprétation relationnellene formule n’est pas I'intersection
d’'une clique et d’'une anti-clique de son interprétationgiBCohg. Nous pouvons facile-
ment caractériser les points de rencontre d’'une cliquewteadanti-clique comme I'ensemble
des points de la trame dont la puissance est entierememenBains le cadre des espadés
cohérents nous appelons cet ensembteal@e neutre

SMais la propriété (6.8) est strictement plus forte que ledgéinisme.
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Définition 6.25 (trame neutre). Soit X € NCohg. Latrame neutrede X, notée| X |y, x (ou
encore X |y), est 'ensemblda € | X| | Mk ({a}) C Nx}.

Exemple 6.26. L'espack -cohérent; de I'exemple 6.14 page 129 est un objefNI€oh . Et
nous avons fa, b] € |!G|n,k, Si K C {2}, [a,b, ] € |!G|n,kx etsinona,b, ] ¢ |!G|n, k-

Un résultat clé concernant la trame uniforme edt@ane sociabilitévec lebien sl

Lemme 6.27 (lemme clé)Pour X € NCohy on a

I'X|n,x = {2 € Man(|X|n,x) | supp(z) € CI(X)}

Démonstration.Soitz € |!X |y x. Alors pour chaqué € K, il existe une famille(ag){iiqC
telle que[a’ | j € J] = = et, pour chaqug € J, [a! | 1 <i < k] € Nx. Par la propriété (6.8),
pour chaqueg € J, a{ =...= ai. Donc pour chaqué € K, pour chaque: € z, k.[a] est
neutre dansY. Doncsupp(z) C |X|n k. Chaquey € Mg (supp(x)) est une multi-section
du multi-ensembléty).[z] € Nix C Tix, doncsupp(z) est une clique. Ceci prouve que
!X |n,xc est un sous-ensemble e € Miin(| X |n,x) | supp(z) € CI(X)}. Réciproquement,
soitz € Miin(|X|n, k) tel quesupp(x) est une clique d&. Alors k.[x] € Tix pour chaque
k € K. De plus chaque élémentde = est tel que, pour chaque € K, k.[a] € Nx donc
k.[x] € Tix, pour chagué € K. Doncz € |!X |y k. O

Exemple 6.28. DandG)*, 'ensembler = {[a, b}, [a, c|} C |(!G)*|n. x N’est pas une clique si
2 € K mais est une clique §i ¢ K. Donc|[a, b], [a, c]] n’est pas un élément d&!G)* |y (2}
mais est un élément d&!G)* |y (33

Le lemme 6.27 a de nombreuses conséquences.

Définition 6.29. Soit X € NCohg. La restriction neutrede X est le sous-espace dé de
trame|X |y, c’est & dire I'espacé’-cohérent réflexif | X |n,Nx N M, ~x N M,—x N M)

ou M = Mgk(]X|n). La restriction neutre d’une clique de X estx N | X|y. Le foncteur
Nk : NCohg — NCohg, parfois noté simplemerniY, est celui qui associe aux objets et aux
morphismes leur restriction neutre.

Vérifier queN est bien un foncteur et quEx (X)) est bien un espace réflexif est direct.

Lemme 6.30. Le foncteurNx commute avec toutes les constructions additives et mioéipl
tives et avec I'orthogonal. De pluSk! = Nx!Nk.

Démonstration.La premiére partie du lemme est directe.
Sur les objetsNi! = Nk !N est une conséquence du lemme 6.27. En effet, dans I'égalité

'Xn, i = {2 € Man(|X|n,x) [ supp(z) € CI(X)}

établie par ce lemme;1(X) peut étre remplacé p&l(Nx X), puisquesupp(z) C | X |n k-
Cela donne directemefifX |y x = [!Nx X |n, k. L'égalité Nx! = Ng!Ng sur les morphismes
est une conséquence directe de I'égalité sur les objets. O

Les espace& -cohérents réflexifs sont exactement les espaGeshérents réflexifs dont la
trame est égale a la trame neutre. Ces espaces forment igeaégorie d&NCohg.

Définition 6.31. Soit K C N\{0, 1}. Unespacd{-cohérent uniformest simplement un espace
K-cohérent réflexif, c’est a dire tel qex = U, x|Mxk ({a}). Nous noton€ohy la sous-
catégorie pleine d&NCohy (et deNCOH[) dont les objets sont les espad&€scohérents
uniformes.
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Rappelons que dans dans un espacE-@®hérence, donc en particulier dans un esgaee
cohérent uniforméX, chacune des relations x, ~x, =<x, —x détermine toute la structure
de I'espace. Un espag@}-cohérent uniforme est juste un espace de cohérence adinai

Le foncteurNi envoieNCohy sur Cohg et surCohg, Nk agit comme le foncteur
identité.

les constructions additives et multiplicativesN€oh ., ainsi que I'orthogonal, préservent
I'uniformité des espacek -cohérents. Ce n’est pas le cas pour le fondbéem slr Le lemme 6.27
donne une idée précise de la maniére de définir une expollentiforme qui soit un foncteur
dansCohg.

Définition 6.32. On définit un foncteubien sirdansCohg, noté!, en posant = Ng!. On
u u
note? le foncteurpourquoi pasassocié.
u
La trame d€ X est alors

u

|} X] = {z € Min(|X]) | supp(X) € CI(X)}

et la cohérence deX est donnée par :

u

Me<)xssiim|moM} C k.

Cette définition des exponentielles se présente comme usienasensible aux multiplicités
des exponentielles hypercohérentes introduites dan93hr

Le théoreme 6.33 établit que cette définition donne naigsarde nouveaux modéles uni-
formes ainsi qu’'a un moyen tres direct d'obtenir I'intergatéon uniforme d’une formule ou
d’'une preuve dans I'un de ces modeéles a partir de I'integindt non-uniforme correspondante.

Théoreme 6.33.Pour chaquek’ C N\{0, 1}, Cohg équipée des exponentielles uniformes et
de la structure multiplicative-additive standard est undaie catégorique de la logique linéaire.
De plus:

1. pour toute formuled de la logique linéaire, laestriction neutrele I'espacei-cohérent
[A]k est I'interprétation K -cohérente uniformé@A]% de la formuleA; et, pour toute
preuver, la restriction neutre de I'interprétatiof -cohérentdr] x der est I'interpréta-
tion K -cohérente uniformer]% dewr.

2. L'exponentielle d€ohk est libre.
3. Le model&ohy,, est exactement le modele cohérent multi-ensemblisteastand

Démonstration.Pour montrer qu€ohy est un modéle de la logique linéaire il reste unique-
ment & équipel d’'une structure de comonadg der,, dig,,) surCohy telle que I'adjonction
u u

associée soit monoidale (voir [Bie95]). Ceci fournira mateent les isomorphismes (naturels)
IT=1let!(A& B)=!A® ! B. Pour montrer le point de la seconde partie du théoréme
u u u u

il suffit de montrer que : pour touteonstructioncatégorique’(-, ..., -) sur les objets ou les
morphismes utilisée pour l'interprétation des formulesdes preuves dans une catégarje
autonome (voir [AC98]), sC(-,...,-) est la construction correspondante d&€oh et si

Cy(+,...,-) estla construction correspondante d@heh x alors
NC(,...,) = Cu(N(),..., (),
Or, pour ce qui est de la structure multiplicative-addifgemmune) deNCohy et Cohg,
nous avons déjxC(,...,-) = Cu(N(-),...,N(-)). Nousavonsaus&'! = ! N (lemme 6.30).
Donc, si nous montrons qué, N der, N dig) est bien un structure de comonadeGuh &,

queN!T = 1 etque, pour chaque paire d’'objéfsY deNCohg, NI(X & Y) X NI X®@N!Y
nous aurons alors montré, d’'une part, dllehx est bien un modeéle catégorique de et,
d’autre part, le point de la seconde partie du théoréme. (La monoidalité de I'atimminduite
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par la comonadé!, N der, N dig) sera alors conséquence de la monoidalité de I'adjonction
u

induite par la comonadg, der, dig)). C'est ce que nous faisons maintenant.

Nous posons donder, x = N(dery) etdig, y = N(digy) pour chaqueX € Cohg.
Nous obtenons ainsi deux transformations naturelies : NN id etdig, : N!->N!! dans
COhK.

Mais N est le foncteur identité s@Woh, dansCohy, N! = ietN! = NIN (lemme 6.30).

CecidonneV!! = ! !, etN!ll = | I |, dansCohg. Doncder,, etdig, sont en fait des transfor-

uuUu

u u
mations naturelleder,, : ! —id etdig, : ! > ! 1.
u

u uu

Nous déduisons de la structure de comong@déer, dig) de NCohy les commutations
de diagrammes requises pour duieder,,, dig,,) soit une comonade. Ce faisant, la seule étape
u

non triviale est de montrer que, pour chaguies Cohy, N dig x = dig, , x et Nderix =

dery,1 x.
u
dig dig dig
X —> X X —> X X — =X
lderx der; x dig ldigy
Iyx I!X
X
di di di
rx TEexr1x I x TEex 11 X Px _TEeX 11X
u u u u uu u u u
\ l}bderu,x \ J/deru,! X dig,, Xl J/idigu,x
I! X I! X " Y
' X 'X Mx_ _1Mhx
u u u u dlgu | quu

Cela se fait de la maniére suivante. Pour chgfigeNCoh g (N!X,1X),onalf 5 dig,xy =
dignix § fdoneN(1f 5 dig;x) = N(digyix § f)etainsiN!f § N dig x = N(dign1x) § Nf.
L'ensembldd v x peut étre vu comme le morphisme inclusiale deN'!X danslX. On obtient
alors les égalitéd’ensembleV!i = id, | x et Ni = id, x. Donc, en prenant = i dans I'éga-
lit¢ N!f ¢ Ndig, = N(dignx) § N f, onobtient'égalité d’ensembl¥ dig, y = N dig .,
c’est a dire finalemend dig,y = dig, , x. En partant de I'egaliteV(derix 5 i) = N(li $
derx), on prouveN derix = der,, 1 x de la méme facon.

La structure dex-comonoide commutatif associée! @lansCohy est alors I'image par
le foncteurNV de la structure dep-comonoide commutatif associéé dansNCohy. Le fait
que(!,der,) est co-libre tient essentiellement dans 'égalité, x = derx (VX € Cohg).

En effet, soit(A,u4, p1a) UNn ®-comonoide commutatif d€ohy et soitf € Cohg (A, X).

On aN(f.) ¢ dery,,x = N(f. ¢ derx), ol f,. est 'unigue morphisme de comonoide com-
mutatif deNCohg (A4,!X) tel quef, s derx = f. On a alors queV(f.) : A — ! X est

un morphisme de comonoide commutatif. Par ailleurs le misnpé inclusion; : | X —!X

est aussi un morphisme de comonoide commutatif. Comme cgshimmes de comonoide se
composentN(f.) s i : A —!X est encore un morphisme de comonoide commutatif. On a
alors les égalités d’ensemhM(f.) s i = N(f.) et, parderx = der, x, N(fs) 5 5 derx =
N(f+) ¢ dery, x = f.Par unicité def., c’estqueN(f.) 37 = f.. Nous obtenons alors I'égalité
d’ensemblef, = N(f.), etle fait que! est co-libre en découle.
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Soit X € Cohyyy. Alors [z,y] € Oy x ssiVa € z,Vb € y,[a,b] € Ox, c'est a dire ssi

supp(x + y) est une clique. Donc darSohy,; qui est la catégorie des espaces de cohérence
standard,! est la construction standard thien sdrmulti-ensembliste. On montre sans diffi-

u
culté que la structure de comonade!dest aussi la structure standard et que les constructions
u
multiplicatives-additives sont aussi les constructidasdards. O

Définition 6.34 (multicohérence). Nous appelonmulticohérencesles objets d&Cohy, (0,1} -

Et nous appelonsulticonérences non-uniforméss objets deNCohy, fo,13. Nous parlons
alors du modéle multicohérent (da@®hy, (o,1}) €t du modele multicohérent non-uniforme
(danSNCOhN\{Oyl}).

La seule différence entre les multicohérences et le hypéremces est que dans les multi-
cohérences les multiplicités sont prises en compte patdtioe de cohérence.

6.4.1 Hypercohérences non-uniformes

Les hypercohérences peuvent étre vues comme des mulécwiedrod la cohérence d'un
multi-ensemble ne dépend que de son support. Ceci nous peemensidérer la catégorie des
hypercohérences comme une sous catégorie pleine desohelnces, ou la structure multi-
plicative additive est la méme que celle des multicohérerdeus généralisons ce point de vue
en considérant des hypercohérences non-uniformes.

Definition 6.35 (hypercohérence non-uniforme).DansNCohy, 49,1}, une hypercohérence
non-uniforme est une multicohérence non-unifotkhe= (|X|, <, <) qui vérifie

o= supp’l(supp(CX)) N MN\{OJ}(|X|) et
= = supp_l(supp(xX)) N MN\{0=1}(|X|)'

Remarques.36 Une hypercohérence non-uniformie est donc un espace @&; -cohérence

(| X|,T,T1), déterministel NT+ C {{a} | a € | X|) vue ici par commodité comme un espace
de My, (0,1)-cohérence(| X |, supp~ " (T') N M 0,13 (| X ), supp ™" (T) N My 10,13 (| X))
vérifiant la propriété (6.8). Dans cette section, nous disque(|X|,I',I'*) est I'espace de
P4 ,-cohérence sous-jacent de

Dans ce cadre, une hypercohérence est juste une multicaedée= (| X |, Cx, <x) telle
que= supp ™' (supp(Sx)) N M fo,1}-

Les hypercohérences et les hypercohérences non-unifaiéfiegsssent des sous catégories
pleines d&NCohy, 10,1}, hotées respectivemelic etNHc. De plusHc est une sous-catégorie
pleine deCohy, 1,1} €t la structure multiplicative-additive induite par cefle NCohy, 10,1}
est la méme que la structure multiplicative additive statdia modéle hypercohérent.

On définit une opératiof sur les objets d& Cohy, (,1} comme suit. SX est une multi-
cohérence non-uniforme, alofsX est une hypercohérence non-uniforme de trame cell¥ de
et telle que st € M (0,13 (|X]), alors

p € Osx ssi{u € M o,13(|X]) | supp(u) =supp(p)} € Ox et
p € Nsx ssi{u € M o,1}(|X]|) | supp(u) = supp(p)} € Nx.

Onadonc—gx = supp™*(supp(~—x)) N M {0,1}-

On vérifie facilement que sk est une multicohérence non-uniforme, alét& est une
hypercohérence non-uniforme et queXsest une multicohérence, alofsX est une hyperco-
hérence. De plus, st est une hypercohérence non-uniforme, alks = X.

Dans la remarque 3.54, nous citons I'existence d’'une vensiolti-ensembliste des expo-
nentielles dont nous ne décrivons que I'action sur les shjetbien slrqui lui est associé.

4La théorie des graphes ne fournit pas d’appellation pougtashes, et contrairement a la situation des hypercohé-
rences qui sont des hypergraphes, les multigraphes existés ne sont pas des multicohérences.
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C’est au cours d’'une discussion avec A. Bruasse-Bac queavaurs découvert cette version de
I'exponentielle et que nous avons montré que cette exptierdst libre dans la catégorie des
hypercohérences. A notre connaissance I'existence d’arson multi-ensembliste des expo-
nentielles n'avait pas été explorée avant. Nous rappetodéfinition de somien st !h, dans

m

la catégorieHc.

Définition 6.37. Le foncteur ' deHc dansHc est défini comme suit. S est une hyperco-
hérence alors'hX estl hypercoherence de tranfe € Miin(X) | supp(p) € CI(X)} et telle
que sip € M 0,13 (| !hX| alorsy € — | x ssiil existe un élémentde — x tel que

’ m mh

Ve € pu,da € s,a € x
Va € x,3r € p,a € x.

Si f est un morphisme dHc(X,Y") alors

U f=A{(ai li € 1) [b: | i € 1)) |4 € N, (Vi € I, (ai,bi) € ),
{a; i€ I} e CUX)et{b; |ieI}eClY).

Remarqué.38 Sur les objets délc, I’opérationS I agit comme léien srmulti-ensembliste
!h des hypercohérences. De pluset ' ont la meme action sur les morphlsmesIdle On
étend alors I'opératio¥ aux morphlsmes d&NCohp f0,13- On a anrsS‘ I = mh (dansHc).
Pour autant, I'opératiof n’est pas un foncteur.
La premiéere partie de la remarque qui établit @f: m!h sur les objets et les morphismes
se vérifie facilement. Nous montrons sur un exemple pour§upiest pas un foncteur (de
Cohy\ (0,1} dansHc, a fortiori de NCohy (0,1} dansNHc).

Exemple 6.39. Lespacé&’ de I'exemple 6.14 est une hypercohérence. $oia multicohé-
rence donnée paly’| = {b1,b2} et — [Y] = {[b1,b2]}. Et soit un sous-ensemble =

{(a,b1),(b,b1),(c,c2)} de|G —o Y. Alors f est un morphisme d€ohy, (o,1}(X,Y) mais
Sf = f n'est pas un morphisme d&c(SG, SY). En effet, on vérifie facilement quéest une
cligue deG — Y et quef n'est pas une clique d€G — SY, puisque, comme~gsy = () et
[av b, C] SEaYlel [(aa bl)’ (bv bl)v (Ca bQ)] € —39G—-SY -

L’egallteS I = ! dansHc suggere la définition d’'une exponentielle non-uniformesdan

NHc. Nous prenons donc comrbéen sdrnon-uniforme sulNHc, 'opérationS!.

L'action de cette opération sur les morphismes est clalestcelle dubien sGrdu modéle
relationnel). Nous décrivons son action sur les objets ars méférant aux espaces & -
cohérence déterministes sous-jacentsX Sist une hypercohérence non-uniforme d’espace de
Psn-CcoOhérence sous-jacef, I'(X), '+ (X)), alors S!X est 'nypercohérence non-uniforme
d’espace deP;, -cohérence sous-jace(iS X |, I'(S!X),T+(S!X)) dont la trame estSX| =
Miin(|X]) et donc la cohérence est déterminée par :

I(S1X) = {u € PL,(|X]) | 3s € TH*(X), s aul
P(S1X) AT (SIX) = {1} | 11 € Min(|X |n) et supp(s) € CI(X)}.

Théoreme 6.40.

1. LacatégorieNHc équipée dibien sirS! est un modéle de la logique linéaire pour lequel
le foncteur d’oubliU dans la catégorie des relations est logique.

2. Le foncteurV deINHc équipée de5'! dansHc, équipée de!h est logique.

3. Les exponentielleS! et S | sont respectivement libres dah&c et Hec.
u
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La preuve de ce théoréme consiste en une adaptation deepmeila proposition 6.15, du
théoréme 6.17 et du théoreme 6.33. Un partie de la preuveeeédtriver simplement de ces trois
résultats, en remarquant que pour chaque multicohéremceméormeX on asS!X = SISX
etNSX = SNX.

Remarques.41 Le corollaire 6.18 s'applique &'! et a S'!, et le résultat négatif du corol-
laire 6.19 s’applique &!.

6.4.2 Collapses extensionnels

Comme pour la sémantique hypercohérente, la sémantiquioindrente admet une struc-
ture exponentielle ensembliste.

Son foncteubien sy note' est définit comme suit. S est une multicohérence alo'rg(
est la multicohérence de tramem( ) et de cohérence donnée pae —1x ssi il eX|ste une

multi-section strictement incohérente deSi f est un morphisme d@ohN\{O,l}(X, Y') alors
Vf={{a; i€}, {b;|iel})e|!X —!Y||t] eNetVie I, (a;,b;) € f}.

La structure de comonade est similaire a celle des hypereobés ensemblistes 8t! est le
e
bien slrensembliste des hypercohérences.

Théoréme 6.42.

1. Le modéle des hypercohérences non-uniformes et le modéieensembliste des hyper-
cohérences définissent le méme collapse extensionnel.

2. Pour toutK C N\{0, 1}, le modéleNCohg et le modéleCohy définissent le méme
collapse extensionnel. En particulier, le modéle des espae cohérence non-uniforme
et le modeéle multi-ensembliste des espaces de cohérenuisshit le méme collapse ex-
tensionnel, et le modéle des multicohérences non-unifetfeenodéle multi-ensembliste
des multicohérences définissent le méme collapse extesion

3. Le collapse extensionnel du modéle multi-ensembligeedpaces de cohérence est le
modéle ensembliste des espaces de cohérence.

4. Le collapse extensionnel du modele multi-ensemblisterdeticohérences est le modéle
ensembliste des multicohérences.

5. Le collapse extensionnel du modeéle multi-ensemblistég@ercohérences est le modeéle
ensembliste des hypercohérences.

Ce théoreme se prouve en cing applications du critere deddedl qu’énoncé dans le théo-
reme 2.1. Pour prouver les deux premiers points on défing éemdeux cas les deux familles
de morphismes8 et en posant I'égalité d'ensemblég = (x = ! Ix. Pour prouver les trois

u

derniers points on définit dans les trois cas la fantlllde morphisme#8y : 'X — ' X en
posantx = {(supp (), ) | p € | 'X|} et la famille¢ de morphismegx : 'X —o 'X en
posantix = {([a; | i € I],{a; | i € I}) | {a; | i € I} € |'X|} Les commutatlons de

diagrammes requises sont alors faciles. On conclut en cmaatque les modéles ensemblistes
cohérent, multicohérent et hypercohérent sont tels quelddian d’équivalence extensionnelle
est a chaque fois I'égalité.

6.4.3 Séquentialité d'ordre supérieur

Du point de vue des modeéles, la seule différence entre le imbgipercohérent et le modéle
multicohérent réside dans I'interprétation des expoedast.

Linterprétation hypercohérente du type de base des boeleson interprétation multicohé-
rente coincident. C'est I'espabeol de trame{v, £} et dontI'incohérence stricte est 'ensemble
des multi-ensembles finis dont le support est édal.& }.
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Les espace$boo| etsS! ' bool sont aussi égaux et il en va encore de méme des espaces
l(bool& ... & bool) —o bool etsS '(bool & ... & bool) — bool.
Onen dedwt la proposition suwante vraie dans les hypenemces ([Ehr99]).

Proposition 6.43 (sous-définissabilité)dans le modele multicohérent ensembliste toute clique
de!(bool& ... & bool) — boolest sous-définissable dapsF.

Cette proposition montre que, sur les types simples avecwoumique type de base le type
des booléens, le modeéle des multicohérences capture tanr@tintaxique) de séquentialité a
l'ordre 1.

Nous montrons maintenant par un exemple que les modélegandtents ensemblistes et
hypercohérents ensemblistes ne définissent pas les méserlgdas de cliques sur les types
simples.

Exemple 6.44. Pour I'hypercohérenGedes derniers exemples, on a queb} et {c} sont des
élémentsde! G| = |S'! G|. De plus({a, b}, v) et({c}, f) sont des éléments ¢IéG —o bool| =

|S(' G) — bdol| La relationF = {({a,b},v), ({c},f)} est une clique de Ihypercoherence
S(' G) bool mais F' n'est pas une clique de la muItlcohererio@ —o bool puisque
[{a b}, {c}] est cohérent mais, f] est strictement incohérent.

Comme( est un sous-espace de l'interprétatiorloieol x bool x bool) — bool, 'exemple
précédent montre qu'il existe un type simple dans l'intétgtion duquel il existe un ensemble
de points de la trame qui est une clique pour les hypercobésagt qui n'est pas une clique
pour les multicohérences. Nous ne connaissons pas d'ezatepype simple pour lequel on
ait, a I'inverse, un ensemble de points qui soit une cliqu& fEs multicohérences mais pas une
clique pour les hypercohérences.

Il Ny a, a priori, pas de notion syntaxique de ce qu’est lausédialité & un ordre supé-
rieur et c’est la sémantique qui fournit une telle notionnBfLon02], J. Longley travaille sur
I'hypothése que, dans la hiérarchie des types simples, iligeaunique notion sémantique de
séquentialité d’ordre supérieur, & extensionnalité drédait que les modéles multicohérents
ensemblistes et hypercohérents ensemblistes captutentléux la notion de séquentialité a
I'ordre 1 (proposition 6.43), mais ne définissent pas les mémes emsemi® cliques sur les
types simples, nous semble plaider contre cette hypothése.
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CHAPITRE [

Conclusion et Perspectives

L'objectif poursuivi dans cette thése était d'établir uoenparaison fine entre les jeux et les
hypercohérences, qui fournisse notamment une anatomiéstitat de collapse extensionnel
obtenu par T. Ehrhard dans [Ehr99].

Dans cette direction, nous avons découvert qu’une opé@raéoeconstruction du temps dans
les hypercohérences, le déploiement en tours, suggédiifitation d’'une sémantique geux a
bord pour la logique linéaire polarisée. Nous avons montré $&xice d’'une telle sémantique.
Nous avons alors obtenu un résultat de projection de cetiargijue sur la sémantique hyper-
cohérente. Mais ce résultat est pour l'instant limité a wire@ans exponentielles. Par ailleurs,
le déploiement en tours suggérait I'utilisation de la camgton exponentielle des algorithmes
séquentiels pour le modéle de jeux. Mais ce n’est pas latateiexponentielle dont nous avons
équipé notre modeéle de jeux a bord. Toutefois, les résulateploiement sont principalement
a valeur heuristique et, d'autre part, il n’est pas exclulguait des modéles de jeux a bord pour
d’'autres structures exponentielles, y compris une vagianta algorithmes séquentiels. Nous
revenons sur ce point un peu plus loin.

L'uniformité de la sémantique hypercohérente rendaitdiéil’approche de la comparaison
avec les jeux par « oubli du temps ». Nous avons donc défini émeustique hypercohérente
non-uniforme, ayant une certaine canonicité catégoridgbien sdrest libre. Ce faisant, nous
avons obtenu un certain nombre de résultats inattendusi Pemistence du modele des mul-
ticohérences met en question la notion de séquentialitglidsupérieur. La notion de lieux
de l'interaction, utilisée pour le retour aux sémantiquearmes, et I'idée de considérer des
para-régles, empruntée a la Ludique, donnent un nouvetagtasur les modéles statiques et
sur I'uniformité. Cet éclairage révele aussi de nouvelleppétés du modéle relationnel : dans
ce modéle, la rencontre d'une preuve et d’'une contre-preaméent au plus un point, et ce
point est localisé dans un partie particuliere de I'intétation des formules.

Le modéle relationnel utilise une exponentielle multiembliste. Mais les exponentielles
pour lesquelles les hypercohérences et les multicohédaoment des modéles extensionnels
sont ensemblistes. Par ailleurs, len srensemblistes ne sont pas libres. Il y a la un léger
écart, entre le modele relationnel et les modéles extensisstatiques, qui semble étranger a la
question de I'uniformité. Nous pensons qu'il serait ingSant de construire des versions exten-
sionnelles des modéles hypercohérents et multicohérertisensemblistes, tous deux béatis sur
une nouvelle version du modeéle relationnel. L'idée coesist a interpréter les agents par des
multi-ensembles plutdt que par des ensembles (relatitigaes), sans changer l'interprétation
des formules. Linterprétation des preuves tiendraitsabmmpte des multiplicités. La composi-
tion d'un multi-ensemblg sur un ensembld x B et d’'un multi-ensemblg sur un ensemble

143



144 CHAPITRE 7. CONCLUSION ET PERSPECTIVES

B x C serait alors le multi-ensemblesur A x C qui, a un élémenta, c¢) de A x C, associe

la multiplicitéfinie }”, _ ; f(a,b) x g(b, c). Bien entendu, pour que cette composition soit bien
définie, il faut que le nombre de poiritpour lesquels les termes de cette somme sont non-nuls
soit fini. Notre hypothése est que pour le modeéle relationtibsant des multi-ensembles la
rencontre d’une preuve et d’'une contre-preuve doit contnplus un pointavec la multipli-

cité un Une telle idée semble aussi pouvoir s'appliquer aux séimaeg de jeux. Un intérét
supplémentaire de cette démarche serait de pouvoir ainsilfaconomie d’'une anatomie du
collapse extensionnel du modéle hypercohérent multirebBste sur le modéle ensembliste
dans la comparaison avec les jeux.

Nous revenons maintenant sur la question de I'existencgr@'aversions des exponentielles
pour les jeux a bord. Ce que nous exposons maintenant eseiiendu sujet a caution, faute
d’une rédaction plus détaillée.

En premier lieu, il est possible de définir une exponentelbealgorithmes séquentiels dans
les jeux & bord. Léien sirserait alors interprété par la constructipnde la section 5.15, sui-
vie d’un décalage positif. Nous avons montré, dans la se&id, qu'il n’était pas possible de
définir un modele de la logique linéaire intuitionniste npigtant lebien shrpar la construction
f.. Pour autant, avec cette exponentielle, il est possibletdior a la fois un modéle da pol et
une catégorie cartésienne close correspondant & unervérbimrd des algorithmes séquentiels,
ou les jeux seraient bien terminés. Ceci tient essentielitimu fait que s et B sont des jeux
bien terminés alorg, A— B est encore un jeu bien terminé, car isomorphe au jeu bienrtérm
| o A — B, tandis quéi, A n’est pas bien terminé. Cette bonne terminaison est esspatir
la fonctorialité des constructions. Ainsi on peut montree 3, est un foncteur deés lors qu'il ne
s'applique qu’a des jeux bien terminés (ce qui n’est typigeet pas le cas dans un modéle de
ILL ou on veut pouvoir faire deuk, I'un apres I'autre). Nous voyons deux intérets immédiats
a un tel résultat. D’'une part cela ouvre la voie & une deseriptes algorithmes séquentiels
dans un cadre de jeux a bord et nous pensons notamment a seatptidn par des algorithmes
symeétriques correspondant a celle donnée dans [Cur93Jitf@’aart, nous pourrions alors uti-
liser les résultats obtenus sur le déploiement des hypérenhes pour donner une preuve, dans
le cadre des jeux a bord, du résultat de [Ehr99] qui établkt lgs hypercohérences forment
le collapse extensionnel des algorithmes séquentielse @etuve ne nous apprendrait rien de
vraiment nouveau sur ce résultat de T. Ehrhard, mais elttdameérite de confirmer l'intéret
des jeux a bord.

Deuxiement, on peut adapter aux jeux a bord la notion de gainprésente dans les jeux a
la Hyland et Ong, et s’en servir pour définir une exponemtietin-uniforme. On obtient alors
une relation de pointage dans laquelle, dans les partiespacurrence de coup peut pointer
sur plusieurs occurrences de coups antérieures a la faisregjamais lieu dans les jeux a la
Hyland et Ong). On retrouve alors la reversibilité et la pobipn sur le modéle relationnel, mais,
cette fois ci, avec les exponentielles.

Il Ny a pas & proprement parler de notion d’aréne pour cesdeliord, mais on peut faire
en sorte d'utiliser la notion d’aréne des jeux polarisés.d’@urent. Dans ce cadre une partie
pointée définit ursous-arbre avec multiplicitéde I'aréne qui n’est autre que le point du modéle
relationnel sur lequel la partie se projette par oubli dupgenCette projection se transpose
aux jeux polarisés standards, avec un affaiblissementslita¢ de projection : le projetté de
l'interprétation jeux d’une preuve est seulement incluslanterprétation relationnelle de cette
preuve. Néanmoins cette projection est prometteuse sjguepolarisés car elle permet de voir
les parties dans les jeux polarisés comme des suites de& pieitd trame d’une hypercohérence
uniforme.
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Résumé Cette thése porte sur les propriétés mathématiques dul@ajqulus particuliére-
ment, sur le déterminisme et la séquentialité. Dans uneeetige issue de la théorie de la
démonstration, elle porte aussi sur I'accés aux ressguaees 'étude desxponentiellesle la
Logique Linéaire, ainsi que sur I'interactivité interne @alcul, dont la Ludique de J.-Y. Girard
tire par ailleurs parti.

Notre point de vue est celui de #mantique dénotationnellenous modélisons le Calcul
en interprétant seagentspar des objets invariants par exécution. Les modéles sodede
sortes : certains, statiques, exhibent des relations dssemt les agents du Calcul, et d’autres,
dynamiques, focalisent sur I'historique des interactiemse agents, comme dans la sémantique
desjeuxou les agents sont des stratégies.

Le modéle detypercohérencesu les agents sont des cliques dans des hypergraphes, bien
que statique, a de bonnes propriétés de séquentialité :rfiaktha montré que les hypercohé-
rences forment leollapse extensionneles algorithmes séquentiels. La dynamique du Calcul
y est internalisée : nous la reconstruisons,ge&ploiement’hypergraphes. Nous obtenons des
jeux a bordou lespolarités logiquestelles qu’étudiées par O. Laurent, prévalent. Le bordeest |
lieu ou les calculs terminent. Dans le cas linéaire il cqroesl précisément, par effacement des
historiques, au modeéle statique dektions

Les hypercohérences sont un raffinememiformede ce dernier modéle. Uniforme signi-
fie que les agents n’'anticipent leurs arguments que comnuujproar d'autres agents. Cette
uniformité efface de la structure du Calcul et limite lesgb#ités de reconstruction.

Unrécentprocédé de A. Bucciarelli et T. Ehrhard fournitmesieles non-uniformes proches
des hypercohérences. Nous en améliorons certains enwsastrleurexponentielle libreCes
modéles non-uniformes ne sont pas séquentiels mais, chiggesante, le déterminisme est au
rendez-vous. Le retour a I'uniforme consiste alors en usgiction simple et immédiate aux
lieux de l'interaction Ceci fournit un cadre sémantique trés modulaire, idéal frpocomparai-
son avec les modéles dynamiques.

Ce travail met aussi en évidence une réversibilité temjgodels jeux a bord, correspondant
au passage a I'orthogonal. Nous montrons comment cettesibiiéé suggere une nouvelle
lecture des jeux polarisés d’'O. Laurent ([Lau02b]) qui @éviournir le bon cadre pour la com-
paraison avec les hypercohérences.



